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1. Definition af krydsprodukt

Ved krydsproduktet axb af to vektorer a og b irummet forstas den
vektor der er fastlagt ved felgende betingelser:

1.1 Langden af axb er arealet af det (evt. udartede) parallelogram som

udspendes af a og b.
1.2 Hyvis lengden af axb ikke er nul, galder:
« Gxb er vinkelret pa bade a og b

* Nér man med hejre hand griber om axb sé fingrenes retning er

omlebsretningen fra a til b, si peger axb 1 tommelfingerens
retning.

2. Eksempel pa brug af definitionen af krydsprodukt

Nér a og b er de to vektorer pa billedet, sa vil vektoren axb have
leengden 6 og pege vinkelret ud fra papiret.
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3. Sinusformel for lzengde af krydsprodukt

Lad a og b vere to egentlige vektorer, og lad v vare vinklen mellem dem.
Sa er

axb

= |d”b‘sinv.

Krydsprodukt. En introduktion. Udg. 2 Side 1 af 10 23/10-05 Karsten Juul



4. Bevis for satningen i ramme 3
Af 1.1 fas at
||
er lig
arealet af det parallelogram der udspandes af a og b.

Og dette areal er lig

a||Bsinv

da der geelder:

Nar man 1 et parallelogram kender to ikke modstiende sider og vinklen
imellem dem, sa kan man finde arealet ved at udregne:

den ene side gange den anden side
gange sinus til vinklen imellem dem.

5. Eksempel (Krydsprodukt af basisvektorer)

Som saedvanlig lader vi i , j og k betegne de tre basisvektorer.

5.1 Pastand:
ixi =0 .
Begrundelse for 5.1:

Vektorerne 7 og i udspznder et (udartet) parallelogram der har arealet 0,
s ifolge 1.1 har vektoren i xi langden 0.

5.2 Pastand:
ixj =k

Begrundelse for 5.2:

ixj har samme leengde som k-
Da i og j udspander et parallelogram der har arealet 1, vil vektoren
ixj have leengden 1.

ixj har samme retning som k-
k er vinkelret pad i og j ligesom 7% , og nir man med hejre hand
griber om k& sa fingrenes retning er omlebsretningen fra 7 til j, s&

peger k i tommelfingerens retning ligesom i .
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6. Opleg til szetningen i ramme 7

Q!

Billedet viser vektorerne a og b.

Ved hjlp af definitionen pé krydsprodukt ses at vektoren axb peger

vinkelret ud fra papiret, og at vektoren bxa peger vinkelret ind 1 papiret.

Ved hjelp af definitionen ses ogsa at axb og bxa mé have samme leengde.

Der gelder altsa folgende satning:

7. Sezetning

For alle vektorer a og b er

bxi = —(axb) .

8. Oplag til szetningen i ramme 9

Billedet viser to parallelogrammer:
P, udspzndes af a og b
P, udspendes af 2d og b .

Pastand 1:
Langden af (2d)x b er 2 gange lengden af axb .
Begrundelse for pastand 1:

Langden af a x b erarealet af P, . (Folgeraf 1.1).
Langden af (2a) x b er arealet af P, . (Folgeraf 1.1).
Arealet af P, er 2 gange arealet af P, .

(Folger af at grundlinjeni P, er 2 gange grundlinjeni P, ,
og at de to parallelogrammer har samme hgjde).
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Pastand 2:
Vektoren (2a) x b er ensrettet med vektoren axb .
Begrundelse for pastand 2:
Vektoren dxb peger vinkelret ud fra papiret. (Folger af 1.2).
Vektoren (2a) x b peger vinkelret ud fra papiret. (Folger af 1.2).

Af pastand 1 og pastand 2 fis:
Ganges vektoren a x b med 2, sé fas vektoren (2a) % b, dvs.
) 2(dxb) = a)xb.

Ved at tegne andre billeder som det ovenfor kan indses at man af (1) fér
en ny gyldig ligning

uanset hvilket tal der skrives pa 2's plads, og

uanset hvilke vektorer a og b erstattes af, og

uanset om det pa hojre side er a eller b man ganger med tallet.

Der gelder altsa folgende satning:

9. Satning
For alle vektorer a og b og alle tal ¢ gaelder

t(axb) = ¢ayxb  og  tlaxb) = ax(h) .

10. Oplaeg til seetningen i ramme 11
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& a
Billedet viser de tre parallelogrammer I, II og III samt nogle vektorer der
udspender dem:

[  udspandesaf a og b.
II  udspandesaf a og c.
I udspandes af a og b+¢
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Ved hjzlp af definitionen af krydsprodukt ses at de tre vektorer
axb, axc og ﬁx(l;+5)

alle peger vinkelret ud fra papiret. De tre vektorer er altsa ensrettede.

De tre parallelogrammer har samme grundlinje, nemlig |d | . Og legges hoj-

derne i I og Il sammen, fas hejden 1 III. Altsd er arealet af III summen af
arealerne af I og II. Der galder altsa:

Summen af lengderne af a x b og axc
er lig lengden af a x b+¢).
Da de tre vektorer er ensrettede ma derfor gelde:
(1) ix(b+¢) = axb + dxc .
Ved at tegne andre billeder som det ovenfor kan indses at man af (1) far
en ny gyldig ligning
uanset hvilke vektorer @, b og ¢ erstattes af, og
uanset om man ganger med a fra hejre eller fra venstre.

Der gelder altsa folgende satning:

11. Szetning

For alle vektorer a, b og ¢ gealder

ix(b+c) = axb + axé og (b+é)xd = bxa -+ éxa.

12. Hovedsetning: Koordinatszet for krydsprodukt

a; by
For vilkérlige vektorer d=|a, | og b=|by| er
as by
a, b,
a, b,
. - a. b
a X b — 3 3
a, b
a, b,
a, b,
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13. Bevis for setningen i ramme 12
Af definitionen pé koordinatsat for vektor fis at
i =ai+a,j+ak og b = bi+b,j+bik ,
sa
axb = (alf +a,j+ a3l€) x (blf +b, ]+ bSIg) :
Ifolge s®tningen i ramme 11 er denne vektor lig summen af de tre vektorer
der fas ved at krydse hhv. a,i, a,] og a3l€ med vektoren 1 hgjre paren-

tes. Nar a,i krydses med summen i hgjre parentes, fis en vektor som ifolge
setningerne 1 rammerne 9 og 11 kan skrives som

ab ixi + ab,ixj + a,b, ixk .
Dette kan reduceres til
ab, k + ab, (-))
da ixi =6, ixj =k og ixk =—].

Ved pa tilsvarende made at krydse de to andre led fra venstre parentes med
summen 1 hgjre parentes fés 1 alt at

axb = abk —ab,j—a,bk+a,b,i +ab, j—ab,i .
Ved at @ndre leddenes raekkefolge og satte i , j og k uden for parentes
fés

axb = (a,by —ab, )i + (ash, —ab,)j + (a,b, —a,b, )1; .
Ifolge definitionen pa koordinatsat for vektor er de tre parenteser koordinat-

erne for a x b . Disse parenteser er lig de determinanter der er angivet i sat-
ningen.
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Nar

cr

QY
X
S
I
p—

axb

Q
I

14. Eksempel pa brug af saetningen i ramme 12

1 0
1 og =2
0 1
1.1-0-2 1
1‘ =1 0.0-11 1] =] -1
1.2-1-0 2
2
4
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15. Anvendelser af krydsprodukt

Bestemme vektor som er vinkelret pa plan

I plangeometrien fir man en vektor som er vinkelret pa en linje, hvis man
tager tvaervektoren til en vektor som er parallel med linjen.

I rumgeometri kan man ikke tale om tvaervektor til en vektor. | stedet kan
bruges krydsprodukt:

Man fér en vektor som er vinkelret pa en plan, hvis man udregner
krydsproduktet af to ikke-parallelle vektorer som er parallelle med
planen.

Undersoge om to vektorer er parallelle

I plangeometrien kan man undersoge om to egentlige vektorer er parallelle
ved at undersgge om deres determinant er nul.

I rumgeometri kan man ikke tale om determinant af to vektorer. I stedet kan
bruges krydsprodukt:

Man kan undersoge om to egentlige vektorer er parallelle ved at
undersege om deres krydsprodukt er nulvektor.

Bestemme areal af parallelogram

I plangeometrien kan man bestemme arealet af et parallelogram udspandt af
to vektorer ved at beregne den numeriske vardi af vektorernes determinant.

I rumgeometri kan man ikke tale om determinant af to vektorer. I stedet kan
bruges krydsprodukt:

Man kan bestemme arealet af et parallelogram udspaendt af to vektorer
ved at beregne lengden af vektorernes krydsprodukt.

16. Eksempel pa anvendelse af krydsprodukt
Der er givet punkterne A4(4,-4,0), B(1,2,3) og C(-3,10,7) .

Vi undersoger om punkterne A, B og C ligger pa linje.

Det gor de netop hvis de egentlige vektorer AB og AC er parallelle; og det
er de netop hvis deres krydsprodukt er o .

0
Ved udregning fdis ABxAC = |0,
0

dvs. A4, Bog C ligger pé linje .
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17. Eksempler pa anvendelse af krydsprodukt

En plan  géar gennem de tre punkter
A(1,2,1), B(0,0,1) og
Enlinje / i o gar gennem A og star vinkelret pa linjestykket AB .

C(-1,2,2) .

Z
H

Vi beregner koordinatsattet for en retningsvektor for /.

Forst bestemmes en vektor som er vinkelret pa « :
i = ABx AC .

Da [/ bade er vinkelret pa n og A—B, ma [/ vere parallel med folgende

vektor:
. -8
nxAB = | 4
5

Arealet af trekant ABC er

g ~ 2,29 .

Side 9 af 10 23/10-05 Karsten Juul

Krydsprodukt. En introduktion. Udg. 2



18. Eksempel pa anvendelse af krydsprodukt

En linje m gar gennem punktet P(2, —1, 2) og er parallel med vektoren

Vi bestemmer en normalvektor til planen « .

Da vektorerne 7 og ?Q er parallelle med « , vil deres krydsprodukt vaere
vinkelret pd « hvis det ikke er nulvektor. Ved udregning fas:

- 5
rxPQ = |2
9
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