
Deskriptiv statistik, normalfordeling og test

Karsten Juul



Nyere hÄfter:

http://mat1.dk/statistik_for_gymnasiet_og_hf.pdf 3/11-11

http://mat1.dk/BeskrivOgTest.pdf 28/4-05

Statistik.  � 2011  Karsten Juul
Dette h�fte kan downloades fra

www.mat1.dk
H�ftet m� benyttes i undervisningen hvis l�reren med det samme sender en e-mail til  
kj@mat1.dk  som oplyser at dette h�fte benyttes (skriv filnavn), og oplyser om hold, 
niveau, l�rer og skole.

http://mat1.dk/statistik_for_gymnasiet_og_hf.pdf
http://mat1.dk/BeskrivOgTest.pdf
www.mat1.dk


Statistik udg.1.01 Side 1 af 44 8/2-04  Karsten Juul

Intervalhyppigheder
En elevgruppe p� et gymnasium har spurgt 100 tilf�ldigt valgte elever p� gymna-
siet om hvor lang tid det tager dem at komme fra deres hjem til skolen. Hver af de 
100 elever fik en seddel hvor de skulle skrive hvor mange minutter det tager dem 
at komme i skole. Her er de 100 tal eleverne skrev: 

Hvordan kan man f� overblik over disse tal?
For at f� overblik over disse tal talte elevgruppen op hvor mange af de spurgte 
elever der der havde en transporttid i intervallet 0-5, hvor mange der havde en 
transporttid i intervallet 5-10, osv.

Skal 5 t�lles med i intervallet 0-5 eller i intervallet 5-10?
Eleverne g�r ud fra at halvdelen af de elever der har skrevet 5, har en transporttid 
mellem 2

14 og 5, og at den anden halvdel har en transporttid mellem 5 og 2
15 . 

Derfor talte de 5 med som 2
1 i hvert af intervallerne 0-5 og 5-10.
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Resultatet af opt�llingen blev f�lgende:

Hvordan kan tabellens tal anskueligg�res p� en figur?
For at anskueligg�re tallene der st�r i tabellen, tegnede eleverne en figur p� f�lg-
ende m�de:

Over hvert interval tegnede de et rektangel hvis areal var 
lig antallet af elever hvis transporttid l� i intervallet.

Beregning af rektanglernes h�jder
Arealet af rektanglet over intervallet 10-15 skal alts� have arealet 25, og rektang-

lets bredde er 51015  . Derfor g�lder om h�jden h at 25h5  , s� 5
5
25h  . 

H�jderne af de andre rektangler er udregnet p� tilsvarende m�de.

Tabellen er taget direkte fra 
det matematikprogram der 
har beregnet den. Normalt 
skriver man ikke anfÄrselstegn 
om intervaller og overskrifter.
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Forenklet figur
I intervallerne til h�jre for 20 er der ikke ret mange elever, s� det er nok ret tilf�l-
digt om det er det ene eller det andet rektangel der er st�rst. Derfor tegnede elev-
erne en ny figur hvor de seks intervaller blev erstattet af intervallerne 20-35 og 
35-50:

Opgave 1 Intervalhyppigheder
Elevgruppen pr�ver en gang til at sp�rge 100 tilf�ldigt valgte elever om hvor lang 
tid det tager dem at komme fra deres hjem til skolen. De tegner b�de en figur med 
lige lange intervaller og en figur hvor nogle af disse intervaller er sl�et sammen. 
De to figurer er vist nedenfor.

Sammenlign disse figurer med de to f�rste figurer og besvar f�lgende sp�rgsm�l:

a) De sidste seks intervaller blev sl�et sammen. Hvis det indbyrdes st�rrelsesfor-
hold mellem de seks intervalhyppigheder er meget forskelligt i de to stikpr�v-
er, s� skyldes det tilf�ldigheder som f�lge af at der er for f� observationer pr. 
interval.

Bevares disse st�rrelsesforhold nogenlunde fra den ene stikpr�ve til den and-
en?

Hvad er svaret p� dette sp�rgsm�l hvis vi i stedet ser p� de to store intervaller 
der hver er fremkommet ved at sl� tre sm� intervaller sammen?

Ser det ud til at det var en fordel at sl� nogle intervaller sammen?

b) Kan man med en vis rimelighed sige at de to stikpr�ver i store tr�k viser det 
samme vedr�rende hvilke transporttider der forekommer, og hvor mange 
elever der har disse transporttider?

c) Eleverne der har lavet unders�gelsen, skal skrive et par linjer om hvor lange 
transporttider skolens elever har. Hvad kunne de fx skrive?
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Nogle fagudtryk
Ved hj�lp af fagudtryk kan unders�gelsen p� de f�rste sider beskrives s�dan:

– De minuttal eleverne har givet som svar, udg�r observationss�ttet.

– Observationss�ttets st�rrelse er 100.

– Tabellen angiver hyppighedsfordelingen for det grupperede observationss�t.

– Observationsintervallerne er 0-5, 5-10, osv.

– De tilsvarende intervalhyppigheder er 9, 33 osv.

– P� figuren er hyppighedsfordelingen anskueliggjort ved hj�lp af et histogram.
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Opgave 2 Intervalhyppigheder
P� en anden skole spurgte man ogs� 100 elever om deres transporttid i minutter. 
Man fik observationss�ttet nedenfor.

a) Grupp�r observationerne og tegn et histogram.

b) Hvordan kan gymnasiet og boligerne t�nkes at v�re placeret n�r histogram-
met ser s�dan ud? 

Opgave 3 Intervalhyppigheder
Et gymnasiums elever bor j�vnt fordelt i et stort byomr�de, og gymnasiet ligger 
midt i omr�det.

Tegn et eksempel p� hvordan transporttids-histogrammet kan t�nkes at se ud, og 
skriv en begrundelse for udseendet.

Opgave 4 Intervalhyppigheder
Et gymnasium ligger ved en landevej, og gymnasiets elever bor j�vnt fordelt 
langs landevejen.

Tegn et eksempel p� hvordan transporttids-histogrammet kan t�nkes at se ud, og 
skriv en begrundelse for udseendet.
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Middelv�rdi
Der findes mange slags gennemsnit. Den slags gennemsnit der bruges n�r en elevs 
karaktergennemsnit udregnes, kaldes middelv�rdi.

Middelv�rdien af nogle tal f�s ved at l�gge tallene sammen og dividere resultatet 
med antallet af tal.

Opgave 5 Opl�g til middelv�rdi
En elev har vejet sine matematikh�fter. 8 vejede 10 gram hver, 6 vejede 20 gram 
hver, 4 vejede 25 gram hver, og 2 vejede 30 gram hver.

Bestem middelv�rdien af v�gtene.

Opgave 6 Opl�g til middelv�rdi
Hver af frugterne i en kasse er blevet vejet. Resultatet fremg�r af histogrammet.

N�r vi skal udregne middelv�rdien af frugterne ud fra histogrammet, g�r vi ud fra
observationerne mellem 9.5 og 10.5 er j�vnt fordelt, s� vi kan lade som om de 
alle har v�gten 10.0: Hvis vi l�gger tallene 9.7, 10.0 og 10.3 sammen, s� f�r vi 
det samme som hvis vi l�gger tallene 10.0, 10.0 og 10.0 sammen. For de andre 
intervaller g�lder det tilsvarende.

Bestem middelv�rdien af frugternes v�gte.

Hvis v�gtene afrundes til et helt antal gram, g�lder: Mange frugter vejer 9 gram, 
men ingen vejer 8 gram. Hvad kan t�nkes at v�re grunden til dette?

Middelv�rdi for grupperet observationss�t
N�r man udregner middelv�rdien for et grupperet observationss�t, s� regner man 
som om det for hvert observationsinterval gjaldt at alle observationerne i interval-
let l� midt i intervallet. For det grupperede observationss�t der er givet ved histo-
grammet p� side 3 (se ogs� tabellen side 2), er middelv�rdien alts� 14.7 gram:




100
65.42165.27115.17255.12335.795.2 14.7
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Kumuleret hyppighed
P� side 2 er hyppighedsfordelingen for elevernes transporttider vist b�de ved 
hj�lp af en tabel og ved hj�lp af et histogram.

Det ses at 42 elever har en transporttid p� 10.0 minutter eller derunder. Man siger 
at den kumulerede hyppighed af 10.0 er 42.

Ved den kumulerede hyppighed af et tal forst�s antallet af observationer der er 
mindre end eller lig tallet.

Opgave 7 Uddybning vedr. kumuleret hyppighed
F�lgende sp�rgsm�l drejer sig om observationss�ttet der er beskrevet p� side 2.

Hvor mange elever har en transporttid p� 25.0 minutter eller derunder, og hvor 
mange har en transporttid p� 60.0 minutter eller derunder?

Hvad er den kumulerede hyppighed af 25.0, og hvad er den kumulerede 
hyppighed af 60.0?

Bestem den kumulerede hyppighed af hvert af tallene 45 og -10.

Opgave 8 Opl�g til kumuleret hyppighed
F�lgende sp�rgsm�l drejer sig om observationss�ttet der er beskrevet i opgave 6.

Bestem den kumulerede hyppighed af 10.5 .

Bestem den kumulerede hyppighed af 11.0 .

Kumuleret hyppighed af tal der
ligger mellem intervalendepunkterne
N�r man beregner kumulerede hyppigheder for grupperede observationss�t, s� 
g�r man ud fra at observationerne ligger helt j�vnt fordelt i ethvert af observa-
tionsintervallerne.

Hvis et observationsinterval g�r fra 30 til 40, s� regner man alts� som om en 
hundrededel af observationerne ligger i intervallet fra 33.2 til 33.3 da dette inter-
vals l�ngde er en hundrededel af hele intervallets l�ngde. Ligger der 17 observa-
tioner mellem 30 og 40, s� regner man alts� som om der ligger 17 hundrededele af 
en observation (alts� 0.17 observation) mellem 33.2 og 33.3 .

Kumuleret hyppighedsfordeling
Lad H betegne funktionen bestemt ved at

xafhyppighedkumuleret H(x)  ,     Rx .

Denne funktion kaldes den kumulerede hyppighedsfordeling.
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Opgave 9 Tegne graf for kumuleret hyppighedsfordeling
Et grupperet observationss�t er givet ved at observationsintervallerne er 0-6, 6-10 
og 10-16, og at disses intervalhyppigheder er hhv. 300, 400 og 300. Lad H beteg-
ne den kumulerede hyppighedsfordeling

xafhyppighedkumuleret H(x)  ,     Rx .

Udfyld tabellen og tegn grafen for H.

x -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

H(x)

Opgave 10 Bruge graf for kumuleret hyppighedsfordeling
V�gtfordelingen for en sending �bler fremg�r af figuren nedenfor.

a) Hvor mange �bler vejer under 160 gram?

b) Hvor mange �bler vejer under 140 gram?
c) Hvor mange �bler vejer mellem 140 og 160 gram?

d) Hvor mange �bler er der?

e) Hvor mange �bler vejer over 160 gram?

f) Lav en tabel der viser intervalhyppighederne for intervallerne

40-80, 80-100, 100-120, 120-140, 140-160, 160-200.

g) Bestem middelv�rdien af �blernes v�gte.
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Opgave 11 Indsigt vedr. graf for kumuleret hyppighedsfordeling
P� figuren er et observationss�t angivet p� f�rsteaksen. P� figuren skal du tegne 
grafen for den kumulerede hyppighed svarende til en gruppering i intervallerne

10-30, 30-40, 40-45, 45-55, 55-70.

Hvordan ser man p� grafen hvor observationerne ligger t�ttest?

Opgave 12 Indsigt vedr. graf for kumuleret hyppighedsfordeling
I foreg�ende opgave var tallene i et observationss�t angivet med prikker p� f�r-
steaksen, og du skulle tegne grafen for den kumulerede hyppighedsfordeling. I 
denne opgave er det omvendt: Her er grafen for den kumulerede hyppighedsforde-
ling givet, og du skal p� f�rsteaksen afs�tte prikker som angiver tallene i et obser-
vationss�t som har den viste hyppighedsfordeling. Der er mange observationss�t 
som har den viste hyppighedsfordeling, men du skal kun angive et af dem.
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Et sprogproblem
Hvis nogle frugter m�les og resultatet angives som et helt antal cm, kan s�tningen

26 af frugterne er under 8 cm

b�de betyde

(1)  26 af frugterne er under 8.00��� cm (fx 7.98��� cm)
og

(2)  26 af frugterne er m�lt til under 8 cm (dvs. er under 7.5 cm).

I disse noter er betydningen (1).

Er 8 med blandt de der er "under 8"?
N�r betydningen (1) bruges, har det ingen betydning for vores udregninger om 8 
regnes med eller ej. Vi regner jo som om observationerne var helt j�vnt fordelt i 
et observationsinterval, og der er uendelig mange tal i intervallet, s� i vores 
udregninger er 0% af frugterne 8.00��� cm.

Opgave 13 Fordelingsfunktion for grupperede observationer
Betragt det grupperede observationss�t som er givet ved grafen i opgave 12.

Hvor mange observationer x opfylder at 50x ?

Hvor mange observationer x opfylder at 50x ?
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Intervalfrekvenser
Af tabellen p� side 2 ses at 33 af de spurgte elever har en transporttid der ligger i 
intervallet 5-10 minutter. Da man har spurgt 100 elever, er det alts� 33% af de 
spurgte elever der har en transporttid i intervallet 5-10 minutter. Dette udtrykkes 
ved at sige at intervallet 5-10 har intervalfrekvensen 33% (eller 0.33).

Tabellen nedenfor angiver frekvensfordelingen for det grupperede observations-
s�t.

Histogrammet nedenfor anskueligg�r frekvensfordelingen.

Opgave 14 Intervalfrekvenser
Antag at man havde spurgt 352 elever, og at tabellen og histogrammet ovenfor 
viser intervalfrekvenserne for disse elevers transporttider. Hvor stort et antal elev-
er havde s� en transporttid mellem 5.0 og 15.0 minutter?
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Opgave 15 Opl�g til middelv�rdi
Figuren viser frekvensfordelingen for nogle skruers l�ngder.

a) Hvis observationss�ttets st�rrelse er 50, hvor mange skruer er der s� i hvert 
af intervallerne 0-4, 4-6 og 6-10. Og hvad er middelv�rdien af skruerne?

b) Hvis observationss�ttets st�rrelse er 100, hvor mange skruer er der s� i hvert 
af intervallerne 0-4, 4-6 og 6-10. Og hvad er middelv�rdien af skruerne?

c) Uden at foretage udregninger skal du argumentere for at f�lgende to ligheds-
tegn g�lder:

50
158

50
205

50
152

50
158

50
205

50
152

50
158205152













d) Tallene 15, 20 og 15 kaldes intervalhyppigheder. Hvad kaldes tallene 
50
15 , 

50
20 og 

50
15 ?

e) Hvis de tre intervallers intervalfrekvenser i stedet var hhv. 0.2, 0.5 og 0.3, 
hvad var s� middelv�rdien af skruernes l�ngde?

Beregning af middelv�rdi ud fra frekvensfordeling
Middelv�rdien af et grupperet observationss�t kan beregnes ud fra frekvensfor-
delingen ved hj�lp af f�lgende metode:

1. For hvert interval ganges tallet i intervallets midte med intervallets frekvens.

2. Disse resultater l�gges sammen.

Det tal man f�r, er middelv�rdien.

Man skal alts� ikke dividere summen med noget. Fra opgave 15 ved vi at dette 
skyldes at de intervalfrekvenser man ganger med, er fremkommet ved at dividere 
intervalhyppighederne med observationss�ttets st�rrelse. Der er alts� blevet divi-
deret f�r der blev lagt sammen. 
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Opgave 16 Beregning af middelv�rdi ud fra histogram
Bestem middelv�rdien for det grupperede observationss�t som er givet ved f�lg-
ende histogram:

Kumuleret frekvens
P� side 11 er frekvensfordelingen for elevernes transporttider vist b�de ved hj�lp 
af en tabel og ved hj�lp af et histogram.

Det ses at 67% af eleverne har en transporttid under 15.0 minutter. Man siger at 
den kumulerede frekvens af 15.0 er 67%.

Ved den kumulerede frekvens af et tal forst�s den procentdel (eller br�kdel) af 
observationer der er mindre end eller lig tallet.

Opgave 17 Uddybning vedr. kumuleret frekvens
F�lgende sp�rgsm�l drejer sig om observationss�ttet der er beskrevet p� side 11.

Hvor mange procent af eleverne har en transporttid under 30.0 minutter, og hvor 
mange har en transporttid under 60.0 minutter?

Hvad er den kumulerede frekvens af 30.0?, og hvad er den kumulerede frekvens 
af 60.0?

Bestem den kumulerede frekvens af hvert af tallene 40 og -5.

Kumuleret frekvensfordeling
Lad F betegne funktionen bestemt ved at

xaffrekvenskumuleret F(x)  ,     Rx .

Denne funktion kaldes den kumulerede frekvensfordeling.
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Opgave 18 Tegne graf for kumuleret frekvensfordeling
Betragt det grupperede observationss�t som er givet ved histogrammet i opgave 
16. Lad F v�re den kumulerede frekvensfordeling

xaffrekvenskumuleret F(x)  ,     Rx .

Udfyld tabellen og tegn grafen for F.

x 1 2 3 4 4.5 5 5.5 6 7 8 9 10

F(x)

Opgave 19 Indsigt vedr. graf for kumuleret frekvensfordeling
P� figuren er et observationss�t angivet ved at der p� f�rsteaksen er sat en prik 
ved hvert tal som er en observation. P� figuren skal du tegne grafen for den kumu-
lerede frekvensfordeling svarende til en gruppering i intervallerne

15-30,  30-50,  50-75.



Statistik udg.1.01 Side 15 af 44 8/2-04  Karsten Juul

Opgave 20 Tr�ning i forst�else af symboludtryk
Tabellen viser frekvensfordelingen for et grupperet observationss�t, hvis middel-
v�rdi er 5.2 .

Interval 2-4 4-5 5-7 7-10

Intervalfrekvens 1f 2f 3f 4f

a) Bestem tallet 4321 ffff  .

b) Bestem tallet 4321 f8.5f6f54.f3  .

c) Lad F betegne den kumulerede frekvens. Afg�r hvilken af f�lgende ligninger 
der er korrekt :

21 ffF(4)  ,   21 ff)5F(4.  ,   21 ff)5F(  .

Opgave 21 Opstille formler vedr. middelv�rdi
Tabellen viser frekvensfordelingen for et grupperet observationss�t.

Interval ]a;a] 10 ]a;a] 21 ]a;a] 32

Intervalfrekvens 1f 2f 3f

Lad 1x , 2x og 3x betegne midtpunkterne af de tre intervaller.

a) Skriv en ligning 1x som viser hvordan 1x kan beregnes ud fra tallene i 
tabellen. P� ligningens h�jreside m� ud over regnetegn og cifre kun st� nogle 
af talbetegnelserne 0a , 1a , 2a , 3a , 1f , 2f og 3f .

b) Lad x betegne middelv�rdien af observationss�ttet. Skriv en ligning 
x , der viser hvordan middelv�rdien kan beregnes. P� ligningens h�jre-

side m� ud over regnetegn kun st� nogle af talbetegnelserne 0a , 1a , 2a , 3a , 

1f , 2f , 3f , 1x , 2x og 3x .
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Opgave 22 Opstille formler vedr. middelv�rdi
Tabellen viser hyppighedsfordelingen for et grupperet observationss�t hvis st�r-
relse er n.

Interval ]a;a] 10 ]a;a] 21 ]a;a] 32

Intervalhyppighed 1h 2h 3h

Lad 1x , 2x og 3x betegne midtpunkterne af de tre intervaller.

a) Skriv en ligning x der viser hvordan middelv�rdien x kan beregnes.  
P� ligningens h�jreside m� ud over regnetegn kun st� nogle af talbetegnel-
serne n , 0a , 1a , 2a , 3a , 1h , 2h , 3h , 1x , 2x og 3x .

b) Skriv en ligning 2f der viser hvordan intervalfrekvensen 2f for det 
andet interval kan beregnes. P� ligningens h�jreside m� ud over regnetegn 
kun st� nogle af talbetegnelserne n , 0a , 1a , 2a , 3a , 1h , 2h , 3h , 1x , 2x og 

3x .

Opgave 23 Bevis vedr. middelv�rdi
Vi forestiller os nu at de to foreg�ende opgaver drejer sig om de samme observa-
tioner. Lad dig inspirere af din besvarelse af sp�rgsm�l c) i opgave 15 og bevis at 
det udtryk du i opgave 22 fandt for middelv�rdien x , er lig det udtryk du i opga-
ve 21 fandt for middelv�rdien.

Skriv beviset her:
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Opgave 24 Indf�rer begreberne varians og spredning
P� den �verste tallinje er vist et observationss�t best�ende at 5 tal.

a) Bestem middelv�rdien af disse tal.

0 1 2 3 4 5 6 7 8

P� tallinje nr. 2 er vist et andet observationss�t, som ogs� best�r af 5 tal.

b) Bestem middelv�rdien af disse tal.

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Tallene p� tallinje nr. 2 ligger mere spredt end tallene p� den �verste tallinje. Det-
te kan ogs� udtrykkes ved at sige at de gennemsnitligt ligger l�ngere v�k fra mid-
delv�rdien.

P� figuren nedenfor er anskueliggjort

kvadratet p� afstanden fra middelv�rdien til observationen 5.2 .

Arealet af det viste kvadrat bruges som et m�l for hvor langt 5.2 ligger fra middel-
v�rdien.

c) Bestem kvadratet p� afstanden fra middelv�rdien til observationen 5.2 .

0 1 2 3 4 5 6 7 8

P� figuren nedenfor er for hvert af de 5 tal tegnet det tilh�rende kvadrat.

d) Bestem middelv�rdien af kvadraterne p� observationernes afstande fra mid-
delv�rdien.

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Middelv�rdien af kvadraterne p� observationernes afstande til middelv�rdien kal-
des variansen. Variansen er alts� et m�l for hvor spredt observationerne ligger.

e) Bestem variansen af de 5 tal p� tallinje nr. 2.

Kvadratroden af variansen kaldes spredningen.

f) Bestem spredningen for observationss�ttet p� den �verste tallinje, og for 
observationss�ttet p� tallinje nr. 2.
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Opgave 25 Varians og spredning for et grupperet observationss�t
N�r man udregner varians og spredning for et grupperet observationss�t, s� reg-
ner man som om alle observationer i et observationsinterval l� i intervallets midt-
punkt.

Tabellen nedenfor viser hyppighedsfordelingen for et grupperet observationss�t. 
Det ses at der er 9 observationer. For at udregne variansen skal man alts� udregne 
middelv�rdien af 9 kvadrater.

a) Bestem varians og spredning for det grupperede observationss�t.

Interval 3-5 5-6 6-8

Intervalhyppighed 2 4 3

Opgave 26 Spredning
Tegn to histogrammer der viser to frekvensfordelinger A og B, s�dan at B har 
st�rre spredning end A.

Opgave 27 Opstille formel til beregning af varians
I denne opgave betegner V variansen for observationss�ttet i opgave 22.

Skriv en ligning  V der viser hvordan variansen kan beregnes.

Opgave 28 Udlede regel for varians
Et observationss�t best�r af de n tal n21 x,...,x,x .

F�lgende ligning viser hvordan middelv�rdien x kan beregnes:

n
x...xxx n21 

 .

Skriv en ligning der viser hvordan variansen kan beregnes:

xV

Opskriv udtrykket for middelv�rdien af tallene n21 xk,...,xk,xk  ,  hvor k er 
en konstant. Omskriv udtrykket til et udtryk p� formen

En konstant gange udtrykket for middelv�rdien af tallene n21 x,...,x,x .

Skriv udregningerne her:

Opgaven fortsÅttes pÇ nÅste side.
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Opskriv udtrykket for variansen af tallene n21 xk,...,xk,xk  ,  hvor k er en 
konstant. Omskriv udtrykket til et udtryk p� formen

En konstant gange udtrykket for variansen af tallene n21 x,...,x,x .

Skriv udregningerne her:

Hermed er vist f�lgende regel om varians:
N�r k er en konstant, g�lder:

Variansen af tallene  n21 xk,...,xk,xk  er  ______  gange variansen af 
tallene  n21 x,...,x,x .

Opgave 29 Opl�g vedr. spredning
a) To terninger A og B blev kastet. Forskellen p� �jetallene blev 5.

Hvilke muligheder er der for hvad A kan have vist?

Hvilke muligheder er der for hvad A og B kan have vist? Skriv mulighederne 
som talpar (  ,  ) hvor A's �jetal st�r f�rst.

b) Hvis forskellen p� �jetallene havde v�ret 4, hvilke muligheder er der s� for 
hvad A og B kunne have vist?

c) Terningerne kastes ekstremt mange gange. S� kan man g� ud fra at alle 
muligheder ( , ) forekommer ca. lige tit.

Hvis det en million gange forekommer at forskellen p� �jetallene er 5, hvor 
mange gange vil forskellen s� v�re 4?

d) Hvilke tal kan forekomme som forskel p� �jetallene?

e) Bestem frekvensen for hver af disse.

f) Bestem middelv�rdi og spredning.

g) Udf�r nogle gange eksperimentet der best�r i at kaste to terninger og notere 
forskellen p� �jetallene.

h) Bestem middelv�rdien for din stikpr�ve.

i) Bestem ud fra din stikpr�ve spredningen p� to m�der:

– Ved at bruge den rigtige middelv�rdi fra sp�rgsm�l f).

– Ved at bruge middelv�rdien fra sp�rgsm�l h).
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Beregning af middelv�rdi og spredning ud fra stikpr�ve
Tallene
Der er fremstillet et stort antal dimser. De har ikke pr�cis samme l�ngde, men det 
vides at middelv�rdien af deres l�ngder er 14.0 cm.

Varians bestemt ud fra alle tallene
For at bestemme variansen af l�ngderne skal man for hver dims m�le l�ngden x 
og udregne kvadratet 214.0)(x . Variansen er middelv�rdien af alle disse kva-
drater.

Varians bestemt ud fra stikpr�ve n�r middelv�rdi er kendt
I stedet for at m�le l�ngden af alle dimser n�jes man normalt med tilf�ldigt at ud-
tage en del af dimserne og udregne middelv�rdien af de tilsvarende kvadrater 

214.0)(x . Dette er et rimeligt g�t p� variansen af alle dimsernes l�ngder.

Varians bestemt ud fra stikpr�ve n�r middelv�rdi ikke er kendt
Hvis man ikke ved at middelv�rdien er 14.0, s� m� man i 214.0)(x erstatte 14.0 
med et g�t p� middelv�rdien. Middelv�rdien x af de udtagne dimsers l�ngder er 
et rimeligt g�t p� middelv�rdien af alle dimsernes l�ngder.

For en stikpr�ve er middelv�rdien af kvadraterne 2)x(x dog altid mindre end 

middelv�rien af kvadraterne 214.0)(x . Dette skyldes at tallene i stikpr�ven gen-
nemsnitligt ligger t�ttere p� deres egen middelv�rdi end p� middelv�rdien af al-
le. (Se opgave 29 i).

Hvis man ved udregning af middelv�rdien af kvadraterne 2)x(x ikke dividerer 
med deres antal n, men i stedet dividerer med 1n , s� f�r man et resultat der er 
lidt st�rre. Dette resultat er det bedste g�t p� variansen. Der g�lder alts�:

Ud fra en stikpr�ve best�ende af de n tal n21 x,...,,x x udregnes det bedste 
g�t x p� middelv�rdien s�dan:

n
xxxx n21 

 .

Og det bedste g�t s p� spredningen udregnes s�dan:

1n
)x(x)x(x)x(x

s
2

n
2

2
2

1



 .
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Opgave 30 Beregning af middelv�rdi og spredning ud fra stikpr�ve
Ved en fest med 428 deltagere vil man bestemme middelv�rdi og spredning for 
deltagernes alkoholpromille. For 10 tilf�ldigt udtagne deltagere m�les promillen. 
Resultaterne blev f�lgende: 

2.9 1.6 1.3 2.5 3.1 2.9 1.7 2.5 2.5 1.7 

Beregn de bedst mulige g�t p� middelv�rdi og spredning ved hj�lp af formlerne 
som st�r i rammen p� foreg�ende side..

Opgave 31 �velse som er af betydning for det f�lgende
En bager s�lger to typer br�d. Figurerne nedenfor viser frekvensfordelingerne for 
de to typer br�ds v�gt.

a) Hvorfor kan man her bestemme middelv�rdierne uden at regne?

b) Afg�r uden at regne for hvilken af de to typer br�d spredningen er st�rst?

c) Hvor mange procent af br�dene af type 1 afviger mindre end 10 gram fra 
middelv�rdien?

En kunde vil vide hvor store de to typer br�d er, og vejer derfor et af hver type.

d) Er det mest sandsynligt at det k�bte br�d af type 1 har en v�gt der afviger 
mindre end 10 gram fra middelv�rdien?

e) Er det mest sandsynligt at det k�bte br�d af type 2 har en v�gt der afviger 
mindre end 10 gram fra middelv�rdien?
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Opgave 32 Forbereder indf�relse af t�thedsfunktion
Figuren nedenfor viser frekvensfordelingen for v�gten (i gram) af nogle frugter.

gram

a) Hvad er arealet af rektanglet svarende til intervallet  0.15;5.12 ?

b) Hvor mange procent af frugterne vejer if�lge figuren mellem 12.5 og 15.0 
gram?

c) Hvor mange procent af frugterne vejer if�lge figuren mellem 15.0 og 17.5 
gram?

d) Hvor mange procent af frugterne vejer if�lge figuren mellem 17.5 og 20.0 
gram?

e) Hvor mange procent af frugterne vejer if�lge figuren mellem 20.0 og 22.5 
gram?

f) Betragt de fire intervaller:

)*(  0.15;5.12 ,    5.17;0.15 ,    ]0.20;5.17 ,    5.22;0.20 .

If�lge figuren g�lder: N�r vi bev�ger os fra venstre mod h�jre i denne r�k-
ke af intervaller, s� er frekvensen konstant f�r og efter 17.5, mens der sker en 
kraftig stigning ved 17.5.

Dette skyldes den forenkling der er foretaget ved gruppering i de store inter-
valler  5.17;5.12 og  5.22,5.17 . I virkeligheden stiger frekvensen nok ogs� 
fra det f�rste til det andet, og fra det tredje til det fjerde af intervallerne )*( .

Over hvert af intervallerne )*( skal du p� figuren tegne et rektangel s�dan at 
arealerne af disse rektangler kunne v�re mere i overensstemmelse med virke-
ligheden end svarene p� sp�rgsm�lene b) - e). Husk at de frekvenser for inter-
vallerne  5.17;5.12 og  5.22,5.17 som histogrammet angiver, er i overens-
stemmelse med virkeligheden.



Statistik udg.1.01 Side 23 af 44 8/2-04  Karsten Juul

T�thedsfunktion og fordelingsfunktion
T�thedsfunktion
Der foreligger et meget stort antal observationer. Det f�rste histogram nedenfor 
viser den frekvensfordeling der f�s n�r man grupperer observationerne i interval-
ler af l�ngde 4. De n�ste to histogrammer er fremkommet ved gruppering i inter-
valler af l�ngde 2 og 1. N�r intervall�ngden er t�t p� 0, s� er histogrammet t�t 
p� den afrundede figur i det fjerde koordinatsystem. Kurven i dette koordinatsy-
stem er grafen for t�thedsfunktionen.
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Brug af t�thedsfunktion
T�thedsfunktionen angiver frekvensen af et interval p� samme m�de som et histo-
gram, dvs. ved et areal. Frekvensen af intervallet 60-70 er alts� arealet af det sorte 
omr�de i det femte koordinatsystem p� foreg�ende side.

Fordelingsfunktion
Hvis man tegnede graferne for de kumulerede frekvensfordelinger svarende til de 
tre histogrammer p� foreg�ende side, ville man se at de n�rmede sig til kurven i 
det sidste koordinatsytem. Denne kurve er grafen for fordelingsfunktionen. 

Brug af fordelingsfunktion
Fordelingsfunktionen F angiver frekvenser p� samme m�de som den kumulerede 
frekvensfordeling, dvs. fx er F(60) den br�kdel af observationerne som ligger til 
venstre for 60.0 p� x-aksen. P� grafen afl�ses at 0.50F(60)  og 0.92F(70)  . 
Da 42.050.092.0  , ligger 42% af observationerne i intervallet 50-60, og areal-
et af det sorte omr�de i det femte koordinatsystem p� foreg�ende side er 0.42.

Opgave 33 Fordelingsfunktion
Fordelingsfunktionen F svarende til nogle observationer har forskriften

x1.2631
1F(x)


 .

P� figuren er vist grafen for den tilh�rende t�thedsfunktion f.

a) Beregn arealet af det sorte omr�de.

b) Hvor mange procent af observationerne ligger mellem 10 og 30 p� x-aksen?

c) Hvor mange procent af observationerne ligger til h�jre for 40 p� x-aksen (ik-
ke kun den viste del af x-aksen)?
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Normalfordeling
Hvad er en normalfordeling?
P� side 23 er i to af koordinatsystemerne vist en klokkeformet graf for en t�theds-
funktion. Grafer af n�jagtig denne form (bortset fra bredde, h�jde og placering) 
optr�der i mange sammenh�nge. N�r t�thedsfunktionens graf har n�jagtig denne 
form, siges observationerne at v�re normalfordelt.

Hvor bruges normalfordelinger?
– N�r samme st�rrelse m�les flere gange, s� f�s en r�kke tal der ikke er helt 

ens. Disse tal er typisk normalfordelt.

– Hvis man for nogle dyr eller planter af samme slags m�ler v�gt, l�ngde, om-
kreds, temperatur eller lignende, s� f�s en r�kke tal der typisk er normalfor-
delt.

– N�r en vare der skal s�lges, h�ldes i poser eller flasker, vil der ikke komme 
pr�cis lige meget i hver. M�les indholdet, f�s en r�kke tal der typisk er nor-
malfordelt.

– I et utal af andre situationer der minder om en af disse tre, er tallene ogs� nor-
malfordelt.

Hvorfor kan normalfordelinger bruges i alle disse sammenh�nge?
At normalfordelingen optr�der i alle disse sammenh�nge, skyldes at en sum af 
mange uafh�ngige, tilf�ldige st�rrelser altid vil v�re normalfordelt.

Middelv�rdi og spredning for normalfordeling
Som n�vnt i det foreg�ende er der mange forskellige t�thedsfunktioner for nor-
malfordelinger. Man angiver hvilken af dem man taler om, ved at angive middel-
v�rdien μ og spredningen σ . P� figuren nedenfor er vist t�thedsfunktionen f for 
en normalfordeling med 8μ  og 2σ  .
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P� grafen er tegnet tre prikker der markerer toppunktet og de to punkter hvor 
grafen skifter mellem at krumme opad og nedad. For alle normalfordelinger er 
f�rstekoordinaterne til disse punkter σμ ,  μ og  σμ .

For alle normalfordelinger g�lder desuden:

– Grafen er symmetrisk om den lodrette linje gennem toppunktet.

– Intervallerne  μ;σμ og  σμ;μ  indeholder (angivet med �n decimal) 
hver 34.1% af observationerne.

– Intervallerne  σμ;σ2μ  og  σ2μ;σμ  indeholder (angivet med �n 
decimal) hver 13.6% af observationerne.

Opgave 34 Middelv�rdi og spredning for normalfordeling
Sp�rgsm�lene i denne opgave vedr�rer den normalfordeling som er angivet p� 
figuren ovenfor, og de skal besvares ved hj�lp af de oplysninger om normalfor-
deling der st�r �verst p� denne side.

a) Hvor mange procent af observationerne ligger til venstre for σ2μ p� x-
aksen?

b) Hvor mange procent af observationerne ligger mellem 6 og 10 p� x-aksen?

c) Hvor mange procent af observationerne ligger til h�jre for 8 p� x-aksen?

d) Den del af omr�det mellem grafen og x-aksen som ligger til h�jre for linjen 
med ligningen 12x  , er uendelig langt. Hvad er arealet af dette omr�de?

Opgave 35 Middelv�rdi og spredning for normalfordeling
Denne opgave skal besvares ved hj�lp af de oplysninger om normalfordeling der 
st�r �verst p� denne side.

En maskine fylder r�dvin p� literkartoner. M�ngden der fyldes i en karton, er nor-
malfordelt. Middelv�rdien er 0.995 liter, og spredningen er 0.005 liter.

Hvor mange procent (helt tal) af kartonerne indeholder under 1.000 liter r�dvin?

Om sprogbrug
Udtrykket "M�ngden i en karton har middelv�rdi 0.995" betyder at n�r man m�l-
er indholdet af mange kartoner, s� f�s en r�kke tal hvis middelv�rdi er 0.995. 

Opgave 36 Repetition af beregning af varians ud fra stikpr�ve
Brug oplysningerne i afsnittet "Beregning af middelv�rdi og spredning ud fra 
stikpr�ve" p� side 20 til at besvare f�lgende sp�rgsm�l:

En stikpr�ve 821 x,...,x,x udtages af en population (en samling tal). Summen af 

kvadraterne 2
8

2
2

2
1 )x(x,...,)x(x,)x(x  er 19.3 . 

Hvilket tal er det bedst mulige g�t p� populationens varians?
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Opgave 37 Repetition af t�thedsfunktion og fordelingsfunktion
Brug oplysningerne i afsnittet "T�thedsfunktion og fordelingsfunktion" side23-24 
til at besvare f�lgende sp�rgsm�l:

a) En graf viser t�thedsfunktionen for v�gten af en bestemt type fisk.

Hvilken forbindelse er der mellem denne graf og histogrammer der viser 
frekvensfordelinger for v�gten af denne type fisk?

b) N�r man har grafen for t�thedsfunktionen, hvordan kan man s� se hvor stor 
en br�kdel af fiskene der vejer mellem 400 gram og 500 gram? (I svarets for-
mulering kan indg� en skitse).

c) Lad G v�re fordelingsfunktionen for v�gten af den p�g�ldende type fisk. 
Det er oplyst at 47%G(500)  .

Hvad siger dette om fiskenes v�gt?

d) Hvordan kan man ved hj�lp af fordelingsfunktionen G beregne hvilken br�k-
del af fiskene der vejer mellem 400 gram og 500 gram?

Opgave 38 Situationer hvor normalfordeling kan bruges
P� side 25 er omtalt tre typer situationer hvor man typisk f�r tal der er normalfor-
delt.

Giv for hver af disse typer et konkret eksempel p� hvad du kunne m�le for at f� 
nogle tal der sandsynligvis er normalfordelt.

Computer
Man kan f� computeren til at foretage beregninger og tegne grafer vedr�rende 
normalfordelinger. I det f�lgende foruds�ttes at du har f�et at vide hvordan dette 
g�res.

Opgave 39 Normalfordeling
Ejeren af en fad�lsrobot kan indstille hvor meget robotten skal h�lde i hvert glas. 
Robotten er ikke pr�cis, s� der kommer ikke samme m�ngde i alle glas. M�ng-
den der kommer i et glas, er normalfordelt med spredningen 0.04 liter. Middel-
v�rdien afh�nger af hvad robotten er indstillet til at h�lde i hvert glas.

Ejeren p�st�r at robotten er indstillet s�dan at middelv�rdien er 0.50 liter, men en 
kunde f�r kun 0.40 liter i sit glas og p�st�r at robotten ikke er indstillet s� middel-
v�rdien er 0.50 liter.

I hvor stor en procentdel af glassene vil robotten  h�lde 0.40 liter eller mindre 
hvis det er rigtigt at middelv�rdien er 0.50?

Antag at ejeren for at snyde har indstillet robotten s� middelv�rdien er 0.45 liter. I 
hvor stor en procentdel af glassene vil der s� blive h�ldt 0.40 liter eller mindre?

Tegn i samme koordinatsystem graferne for t�thedsfunktionerne svarende til mid-
delv�rdierne 0.50 og 0.45.
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Mark�r (fx ved en prik) 0.40 p� x-aksen.

S�rg for at figuren er omhyggeligt udf�rt (passende udsnit, passende tal p� akser-
ne, overskrift, tekst ved x-aksen osv.)

Tilf�j tekst hvor der st�r hvad det er der regnes ud.

Udskriv besvarelsen.

Opgave 40 Normalfordeling
P� samme m�de som i opgave 39 skal du lave en omhyggelig besvarelse af 
sp�rgsm�lene i denne opgave. Husk figur og tekst.

Et stort antal elever regner samme pr�ve. I stedet for en s�dvanlig karakter f�r 
eleverne et pointtal. Teoretisk set skulle pointtallet v�re normalfordelt med mid-
delv�rdi 50.0 og spredning 10.0 .

Best�gr�nsen er ca. 44.0 point.

Hvor mange procent af eleverne best�r?

Der uddeles et diplom til de bedste elever. Ca. 10% f�r diplom.

Hvilket pointtal er diplomgr�nse?

Et �r beg�s en fejl s� middelv�rdien bliver 60.0 . Hvor mange procent f�r dette �r 
et pointtal over best�gr�nsen 44.0 point?

Diplomgr�nsen var offentliggjort f�r fejlen blev opdaget. Hvor mange procent fik 
et pointtal der l� over den diplomgr�nse du bestemte ovenfor?

Opgave 41 Normalfordeling
Man har givet 1254 b�rn en intelligenstest. Deres intelligenskvotienter var nor-
malfordelt med middelv�rdi 100 og spredning 13.

B�rn med intelligenskvotient i intervallet 90-110 kaldes almindeligt begavede.

Hvor mange procent af b�rnene var almindeligt begavede?

Hvor mange procent af b�rnene havde en intelligenskvotient over 120?

Lav en illustration af samme type som i de to foreg�ende opgaver.

Opgave 42 Normalfordeling
En maskine fremstiller metalkugler. Deres v�gt (m�lt i gram) er normalfordelt 
med middelv�rdi 60.28μ  og spredning 91.0σ  .

Hvor mange procent af kuglerne vejer under 26.00 gram?

Kugler hvis v�gt afviger mere end 3% fra 28.60 gram, bliver kaseret.

Hvor mange procent af kuglerne bliver kaseret?

Lav en illustration med t�thedsfunktion og markering af de gr�nser en kugles 
v�gt skal ligge imellem for at kuglen ikke bliver kaseret.
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Test
En maskine pakker pulver i poser. Posernes v�gte, m�lt i gram, er normalfordelt 
med spredning 9σ  . Middelv�rdien μ afh�nger af hvordan maskinen er ind-
stillet.

Det p�st�s at middelv�rdien er 140 gram. Vi vil unders�ge denne p�stand, dvs. vi 
vil teste hypotesen 140μ  .

P� figuren er vist to tal a og b som ligger lige langt fra middelv�rdien 140.

Bestemmelse af a og b
Vi vil bestemme a og b s� der g�lder:

Hvis hypotesen 140μ  er korrekt, s� ligger 5% af posernes v�gte uden for 
gr�nserne a og b.

Dette kan g�res s�dan:

De to tal a og b er bestemt ved at 2.5% af v�gtene er a og 2.5% af v�gtene 
er b . P� computeren taster vi at F skal v�re fordelingsfunktionen for nor-
malfordelingen med 140μ  og 9σ  . Ved at lade computeren l�se ligning-
erne

2.5%F(a)  og     2.5%F(b)%001 

f�s 122a  og 158b  . P� figuren nedenfor er disse gr�nser markeret.
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Test af hypotesen
De to sm� omr�der under grafen uden for gr�nserne 122 og 158 har begge arealet 
0.025, dvs. 5% af posernes v�gte ligger p� x-aksen uden for disse gr�nser.

Vi k�ber en pose og vejer den. Dens v�gt er 162 gram.

Da v�gten ligger uden for gr�nserne 122 og 158, forkaster vi hypotesen.

Begrundelsen for dette er f�lgende:

Hvis figuren var rigtig (dvs. hvis 140μ  ), s� var det usandsynligt at vi ville 
f� en pose hvis v�gt l� uden for gr�nserne.

Signifikansniveau
Ovenfor valgte vi forkastelsesgr�nserne a og b s�dan at der gjaldt:

Hvis hypotesen er rigtig, s� ligger 5% af alle v�gtene uden for disse gr�nser.

Undertiden v�lger man en anden procent end 5%, fx 1%. Den procent man v�lg-
er, kaldes signifikansniveauet. For hypotesen 140μ  om poserne g�lder alts�:

P� signifikansniveau 5% forkastes hypotesen.

Opgave 43 Test
Bestem de forkastelsesgr�nser a og b som vi skulle bruge hvis vi ville teste hypo-
tesen p� signifikansniveu 1%.

Forkastes hypotesen hvis vi v�lger et signifikansniveau p� 1% ?

Hvis hypotesen er rigtig, hvilken procentdel af alle posernes v�gte ligger s� uden 
for de gr�nser du bestemte i f�rste sp�rgsm�l?

Forestil dig at hypotesen er korrekt, og at mange kunder tester hypotesen ved at 
k�be en pose og veje den. Hvilken procentdel af disse kunder f�r en v�gt der lig-
ger uden for forkastelsesgr�nserne?

Det er et d�rligt test
P� figuren ses at hvis den korrekte v�rdi af μ er fx 155, s� er det sandsynligt at 
den udtagne poses v�gt ligger mellem gr�nserne 122 og 158. Selv om den rigtige 
middelv�rdiv�rdi 155 ligger langt fra 140, er det alts� sandsynligt at hypotesen 

140μ  ikke forkastes. Senere i disse noter st�r hvordan man kan lave et bedre 
test.
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Opgave 44 Test
Prisen for en vare er er ikke den samme i alle forretninger. Prisen er normalfordelt 
med spredning 800 kr.

I en tilf�ldig forretning ses at prisen er 4995 kr. Kan man ud fra denne oplysning 
forkaste hypotesen 5800μ  p� signifikansniveau 5%?

Lav en illustration som figuren nederst p� foreg�ende side.

Regler om varians
En bestemt type vares v�gt f�s ved at l�gge emballagens v�gt 1x sammen med 
indholdets v�gt 2x . Hvis variansen af v�gten af emballage og indhold er hhv. 0.7 
kg og 4.2 kg, s� vil varens v�gt 21 xx  have variansen kg4.9kg4.2kg0.7  .

Tilsvarende g�lder at

hvis n forskellige uafh�ngige st�rrelser n21 x...,,x,x har varianser 

n21 V...,,V,V , s� vil deres sum n21 x...xx  have variansen 

n21 V...VV  .

For en bestemt vare er prisen med afgifter lig 3 gange prisen uden afgifter. Hvis 
variansen af prisen uden afgifter er 41 kr., s� er variansen af prisen med afgifter 

.kr369kr4132  (At "variansen af prisen er 41", betyder at hvis man noterer 
priserne i mange forretninger, s� f�s en r�kke tal der har variansen 41).

Tilsvarende g�lder at

hvis en st�rrelse x har variansen V, s� har st�rrelsen xk variansen Vk 2  .

Dette er bevist i opgave 28 p� side 18-19.

Opgave 45 Regler for varians
Tre st�rrelser 321 xogx,x er uafh�ngige m�linger af samme st�rrelse der har 
varians 2.3. Hvad er variansen af summen 321 xxx  ?

Som bekendt f�s middelv�rdien af de tre st�rrelser ved at gange 321 xxx  med 

3
1 . Hvad er variansen af middelv�rdien?

Spredning af middelv�rdi
Hvis n uafh�ngige st�rrelser n21 x...,,x,x alle har spredningen σ , s� vil 

middelv�rdien  )x...x(xn
1

n21  have spredningen  
n

σ .
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Opgave 46 Begrundelse for reglen i rammen p� foreg�ende side
Da  n21 x...,,x,x alle har spredningen σ

f�s at n21 x...,,x,x alle har variansen   ______ .

Ved at bruge dette sammen med ovenst�ende regler for varians f�s

at  n21 x...xx  har variansen   _____ + _____ +  ... + _____ = _______ .

Heraf f�s ved hj�lp af ovenst�ende regler for varians

at  )x...x(xn
1

n21  har variansen   ______  2σn ______ .

S� m�  )x...x(xn
1

n21  have spredningen   ______ .

Forbedret test
P� siderne 29-30 blev omtalt et test af hypotesen 140μ  vedr�rende v�gten 
nogle poser med pulver. Antag at den rigtige middelv�rdi er 150. Af figuren 
nedenfor til venstre ses at det ikke er sandsynligt at vi f�r forkastet den forkerte 
hypotese. Dette skyldes at spredningen 9σ  er for stor.
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Testen kan forbedres ved at bruge reglen nederst p� side 31: Hvis vi i stedet for 
v�gten af �n poses indhold bruger middelv�rdien af v�gtene af 10 posers ind-

hold, s� bliver spredningen 85.2
10
9σ  . Grafen for t�thedsfunktionen svar-

ende hertil er den h�jre graf p� foreg�ende side. Det ses at nu er det sandsynligt at 
f� forkastet den forkerte hypotese.

Opgave 47 T�thedsfunktion
Hvorfor m� grafen for t�thedsfunktionen n�dvendigvis blive h�jere samtidig med 
at den bliver smallere?

Opgave 48 Test
Antag at vi ved unders�gelsen af ovenn�vnte poser benyttede middelv�rdien af 
v�gtene af 100 poser. Hvad ville s� v�re gr�nserne for at forkaste p� signifikans-
niveau 5%?

Forestil dig at hypotesen er korrekt, og at mange personer tester den ved at be-
stemme 100 posers v�gte og se om disses middelv�rdi ligger uden for de gr�nser 
du bestemte i f�rste sp�rgsm�l. Hvor mange procent af disse personer forkaster 
hypotesen?

Computer
Det foruds�ttes at du har f�et at vide hvordan du kan g�re f�lgende p� computer-
en:

– Taste et observationss�t (dvs. en r�kke tal) s�dan at du kan f� udf�rt flere ud-
regninger med tallene uden at taste dem igen.

– Nemt udregne middelv�rdi og spredning ud fra stikpr�ve.

Opgave 49 Test
L�ngderne m�lt i cm af nogle fisk er normalfordelt med spredning 2 cm. Den 
n�jagtige middelv�rdi afh�nger af hvor gunstige v�kstbetingelserne har v�ret. 
Man vil teste hypotesen 16μ  .

Hvis hypotesen er rigtig, hvilken middelv�rdi og spredning har s� middelv�rdien 
x af en stikpr�ve p� 30 observationer?

Bestem de forkastelsesgr�nser a og b som x skal ligge udenfor for at hypotesen 
forkastes p� signifikansniveu 5%.

Kan f�lgende stikpr�ve forkaste hypotesen p� signifikansniveau 5%:

16.3

17.0

17.0

17.3

17.5

15.9

16.8

16.8

16.4

17.5

16.8

16.9

16.7

16.6

16.4

17.4

16.5

16.8

17.3

17.3

16.9

17.4

17.1

16.7

16.9

17.3

16.4

17.4

17.1

17.2








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U-test
Den type test som er behandlet p� de foreg�ende halvanden side, udf�res ofte p� 
en lidt anden m�de (som giver samme resultat). N�r de udf�res p� denne anden 
m�de, kaldes de u-test.

– En samling tal er normalfordelt med 15μ  og 2σ  . Grafen for deres t�t-
hedsfunktion f er vist p� figuren nedenfor.

– Vi laver en ny samling tal ved at tr�kke middelv�rdien 15 fra hvert af talle-
ne. Disse nye tal er normalfordelt med 0μ  og 2σ  . Grafen for deres t�t-
hedsfunktion g er vist p� figuren nedenfor.

– Hvert af de nye tal divideres med spredningen 2. Herved f�s en samling tal 
som er normalfordelt med 0μ  og 1σ  . Grafen for deres t�thedsfunktion 
h er vist p� figuren nedenfor.

I stedet for at teste hypotesen 15μ  ved at sp�rge:

Ligger tallet x uden for forkastelsesgr�nserne svarende til signifikansniveau 
5% for normalfordelingen med 15μ  og 2σ  ?

kan vi teste hypotesen ved at sp�rge:

Ligger tallet  
2
15xu 

 uden for forkastelsesgr�nserne svarende til signifi-

kansniveau 5% for normalfordelingen med middelv�rdi 0 og spredning 1?

N�r u bruges, er gr�nserne de samme uanset hvilke v�rdier μ og σ har.

Opgave 50 Forkastelsesgr�nser for u-test
Bestem forkastelsesgr�nserne svarende til signifikansniveau 5% for normalforde-
lingen med middelv�rdi 0 og spredning 1.

Skriv gr�nserne her:
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Opgave 51 U-test
Nogle varers v�gte er normalfordelt med spredning 62 gram. V�tenes middel-
v�rdi kontrolleres dagligt ved at udtage en stikpr�ve p� 20 styk.

Hvad er spredningen σ for middelv�rdien af en stikpr�ve p� 20 styk?

En dag f�s middelv�rdien 807x  .

Beregn 
σ
830xu 

 og afg�r om hypotesen 830μ  bliver forkastet.

U-test
En samling tal er normalfordelt med middelv�rdi μ og kendt spredning σ .

For at teste hypotesen 0μμ  ud fra en stikpr�ve p� n tal beregnes tallet

n
σ
μx

u 0
 .

Hvis hypotesen er sand, er u normalfordelt med middelv�rdi 0 og spredning 1.

Om sprogbrug
I rammen st�r der at "u er normalfordelt". Hermed menes at hvis man mange 
gange tager en stikpr�ve p� n tal, og hver gang udregner u ved hj�lp af formlen i 
rammen, s� vil samlingen af beregnede tal v�re normalfordelt.

Opgave 52 U-test
Nogle perlers v�gte, m�lt i gram, er normalfordelt med spredning 1.3. For at teste 
hypotesen 7μ  udtages f�lgende stikpr�ve:

8 6 6 6 7 5 8 6 5 4( )
Benyt et u-test til at afg�re sagen.
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T-test
En samling tal er normalfordelt. Ud fra en stikpr�ve p� 4 tal vil vi teste hypotesen 

23μ  . Hvis spredningen σ var kendt, ville vi udregne tallet

4
σ
23xu 

 .

I denne formel erstatter vi σ med det bedst mulige g�t p� σ som kan udregnes ud 
fra stikpr�ven, dvs. tallet s som er defineret ved formlen i rammen p� side 20. S� 
f�s tallet

4
s
23xt 

 .

St�rrelsen u er normalfordelt med middelv�rdi 0 og spredning 1. St�rrelsen t er 
ikke normalfordelt, den er t-fordelt med 3 frihedsgrader. Antallet af frihedsgra-
der er �n mindre end anttallet af tal i stikpr�ven.

Computer
Det foruds�ttes at du har f�et at vide hvordan man taster at f og F skal v�re hhv. 
t�thedsfunktion og fordelingsfunktion for en t-fordelingen med et givet antal fri-
hedsgrader.

Graf for en t-fordelings t�thedsfunktion
P� figuren er vist grafen for t's t�thedsfunktion f og grafen for u's t�thedsfunktion 
g. Det ses at grafen for t's t�thedsfunktion er lidt bredere end grafen for u's t�t-
hedsfunktion.
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Hvis antallet af frihedsgrader havde v�ret st�rre, s� ville grafen for f have v�ret 
t�ttere p� grafen for g, og hvis antallet af frihedsgrader havde v�ret stort (fx 30) 
ville graferne stort set v�re sammenfaldende.

Hvilke gr�nser skal t ligge udenfor for at hypotesen forkastes?
Vi taster at F skal v�re fordelingsfunktionen for t-fordelingen med 3 frihedsgra-
der, og f�r l�st ligningerne 2.5%F(x)  og 97.5%F(x)  . L�sningerne er -3.18 
og 3.18.

Alts� forkastes hypotesen p� signifikansniveau 5% netop hvis 3.18t  eller 
t3.18  .

Beregning af t
Vi indtaster stikpr�ven

24 25 26 23( )

og f�r beregnet x og s. Der f�s 24.50x  og 1.291s  .

Ved hj�lp af disse tal beregnes at 2.32t  .

Da dette tal ikke ligger uden for de fundne gr�nser, kan vi ikke forkaste hypote-
sen.

T-test
En samling tal er normalfordelt med middelv�rdi μ .

For at teste hypotesen 0μμ  ud fra en stikpr�ve p� n tal beregnes tallet

n
s
μx

t 0
 .

hvor s er det bedste g�t p� spredningen som kan udregnes ud fra stikpr�ven.

Hvis hypotesen er sand, vil t v�re t-fordelt med 1n frihedsgrader.

Om sprogbrug
I rammen st�r der at "t er t-fordelt". Hermed menes at hvis man mange gange 
tager en stikpr�ve p� n tal, og hver gang udregner t ved hj�lp af formlen i ram-
men, s� vil samlingen af beregnede tal v�re t-fordelt.

(Formlerne for x og s st�r i rammen p� side 20, 
men du skal ikke taste disse formler da de er ind-
bygget i det program du bruger).
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Opgave 53 T-test
Indholdet af aktivt stof i en pille skal gennemsnitligt v�re 0.27 gram. For at und-
ers�ge hypotesen 0.27μ  m�lte man indholdet af aktivt stof i nogle piller. 
Resultaterne blev f�lgende:

0.31

0.32

0.26

0.29

0.37

0.31

0.24

0.33

0.37

0.32

0.27

0.32

0.24

0.35

0.26

0.24








Da spredningen ikke er kendt, benyttes et t-test. Bestem de gr�nser t skal ligge 
udenfor for at forkaste hypotesen.

Bestem t og afg�r om hypotesen kan forkastes.
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Test af om der er forskel
Varians af  yx 
Uafh�ngigt af hinanden udtages x fra en samling af tal og y fra en samling af tal.

Fra tidligere ved vi f�lgende:

Hvis
x  har varians  xV og       y  har varians  yV , 

s� g�lder at
yx  har varians   yx VV  .

Der g�lder ogs� f�lgende:

Hvis
x  har varians  xV og       y  har varians  yV , 

s� g�lder at
yx  har varians   yx VV  .

Bem�rk at der skal st�  +  mellem varianserne uanset om der st�r  +  eller  –
mellem  x  og  y.

Opgave 54
Udfyld de tomme pladser i f�lgende afsnit.

Spredning af yx 
Uafh�ngigt af hinanden udtages x fra en samling af tal og y fra en samling af tal.

Hvis
x  har spredning  xσ og       y  har spredning  yσ , 

g�lder

x  har varians   ______       og y  har varians   ______ ,

og s� g�lder at

yx har varians   ______________ ,

og dermed at

yx har spredning   _________________ 
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Opgave 55
Udfyld de tomme pladser i f�lgende afsnit.

Spredning af  yx 

To samlinger af tal har samme spredning σ . Lad 721 x...,,x,x v�re en stikpr�ve 
fra den ene samling, og lad 921 y...,,y,y v�re en stik pr�ve fra den anden 
samling. S� g�lder at

x har varians   ______       og       y har varians   ______ ,

og dermed at

yx har varians   ______________ ,

s�

yx har spredning   _________________ .

Ved omskrivningen

______________________________________________________________

f�s:

yx har spredning   
9
1

7
1σ  .

Test af yx μμ 

To ens maskiner fremstiller fliser. For begge maskiner g�lder at flisernes v�gte er 
normalfordelt med spredning σ . Vi vil unders�ge om der er forskel p� de to ma-
skiner mht. v�gten af fliserne. Vi vil alts� teste hypotesen  yx μμ  ,  hvor xμ og 

yμ er middelv�rdierne af v�gtene af de to maskiners fliser.

Lad m21 x...,,x,x v�re v�gtene af m fliser fra den ene maskine og 

n21 y...,,y,y v�re v�gtene af n fliser fra den anden maskine. Vi vil forkaste 
hypotesen hvis tallet yxz  er t�t p� nul. Hvis σ havde v�ret kendt, kunne vi 
have benyttet at tallet

n
1

m
1σ

0)yx(
σ

0zu
z 







er normalfordelt med middelv�rdi 0 og spredning 1. Da spredningen ikke er 
kendt, erstatter vi σ med det bedste g�t p� σ udregnet ud fra stikpr�verne. Der 
g�lder:
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T-test af om der er forskel

To samlinger af tal er normalfordelt med ukendte middelv�rdier xμ og yμ og 
samme spredning .

For at teste hypotesen yx μμ  ud fra stikpr�ver p� hhv. m og n tal fra de to 
samlinger af tal beregnes tallet

n
1

m
1s

yxt



 .

hvor

1)(n1)(m
s1)(ns1)(m

s
2

y
2

x






og xs og ys er spredningerne udregnet ud fra hhv. x-stikpr�ven og y-stik-
pr�ven.

Hvis hypotesen er sand, vil st�rrelsen t v�re t-fordelt med 1)(n)1(m 
frihedsgrader.

Opgave 56 T-test af om der er forskel
To klasser x og y fik samme pr�ve.

Eleverne i x opn�ede f�lgende pointtal:

107 100 114 151 108 123 105 92 77 129 120 82 100 128 119 124 94 125( )

Eleverne i y opn�ede f�lgende pointtal:

132 99 106 95 135 86 133 109 120 81 126 89 106 105 95 98 78 75 39 90 95 49( )

Unders�g om der er forskel p� hvor dygtige klasserne er. Bem�rk at det der 
sp�rges om, ikke er om der er forskel p� stikpr�vernes middelv�rdi. Selv om 
klasserne var pr�cis lige dygtige, ville der jo ikke v�re noget m�rkeligt i at 
stikpr�verne ikke havde pr�cis samme middelv�rdi, da der altid er tilf�ldige ud-
sving. Sp�rgsm�let er om forskellen ligger s� langt fra nul at vi vil regne det for 
usandsynligt at det skyldes tilf�ldigheder.
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Opgave 57 Repetition af brug af t�theds- og fordelingsfunktion
a) Vi forestiller os at en stor samling observationer er anbragt p� x-aksen. For-

delingen af disse observationer er nedenfor angivet p� to forskellige m�der, 
nemlig ved graferne for to forskellige typer funktioner. Hvad hedder typen til 
venstre, og hvad hedder typen til h�jre.

b) Hvilken af graferne er nemmest at bruge til at besvare sp�rgsm�let: "Hvor 
stor en procentdel af observationerne ligger til venstre for 1.50?"?

Hvad er svaret p� sp�rgsm�let?

c) Hvad er arealet af omr�det M under grafen for f (ikke kun den del af omr�det 
som er med p� figuren)?

d) Hvad er arealet af den del af M som ligger til venstre for den lodrette linje 
med ligningen 1.50x  ?

e) Bestem det tal b som er bestemt ved at de observationer der er st�rre end b, 
udg�r 10% af observationerne.

f) L�s ligningen 0.90F(x)  .

g) Hvor stor en procentdel af observationerne ligger mellem 1.5 og 2.5.
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Opgave 58 Repetition af brug af t�theds- og fordelingsfunktion
a) Vi forestiller os at en stor samling observationer er anbragt p� x-aksen. For-

delingen af disse observationer er nedenfor angivet p� to forskellige m�der, 
nemlig ved graferne for observationernes _______________funktion f og 
_______________funktion F.

b) Hvad er arealet af omr�det M under grafen for f (ikke kun den del af omr�det 
som er med p� figuren)?

c) Hvad er arealet af den del af M som ligger mellem de lodrette linjer med lig-
ningerne 3x  og 3x  .

d) Hvor stor en del af observationerne ligger mellem 3 og 3 ?

e) L�s ligningen 10.0F(x)  .

f) Forestil dig  at funktionerne f og F er givet i et computerdokument s� du kan 
foretage beregninger med dem. Hvad skal du s� g�re for at bestemme det tal a 
hvorom det g�lder at 2.5% af observationerne er st�rre end a?
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Test af om der er forskel p� parvis 
sammenh�rende observationer.
Et sportshotel reklamerer med at de der holder juleferie p� hotellet, gennemsnitligt 
vejer det samme efter ferien som de vejede f�r ferien. For at unders�ge om dette 
er rigtigt, v�lges tilf�ldigt n g�ster som vejes f�r og efter juleferien. Lad 1x og 

1y betegne den f�rste g�sts v�gt f�r og efter ferien, lad 2x og 2y betegne den 
den anden g�sts v�gt f�r og efter ferien, osv.

Her er 1y ikke uafh�ngig af 1x , 2y ikke uafh�ngig af 2x osv. Derfor kan testet 
i rammen p� side 41 ikke bruges. I stedet betragter vi g�sternes v�gttilv�kster 
(som kan v�re negative) og tester for disse hypotesen 0μ  . Dette g�res ved 
hj�lp af testet i rammen p� side 37 . Stikpr�ven best�r af de n tal

111 xyz 

222 xyz 



nnn xyz  .

Opgave 59 T-test
Nedenfor er vist resultaterne af de vejninger som er omtalt ovenfor.

Er det rimeligt at antage at sportshotellets g�ster i juleferien gennemsnitligt ikke 
�ger deres v�gt? Bem�rk at det der sp�rges om, ikke er om de vejede g�ster gen-
nemsnitligt har �ndret deres v�gt. Sp�rgsm�let er om stikpr�vens gennemsnit lig-
ger s� langt fra det forventede at vi vil regne det for usandsynligt at det skyldes til-
f�ldigheder.

"G�st nr."

"V�gt f�r"

"V�gt efter"

1

82

84

2

64

64

3

74

75

4

67

69

5

55

55

6

62

64

7

83

83

8

75

74

9

69

68

10

75

76

11

72

74

12

72

72

13

63

64

14

79

81

15

83

84

16

65

64

17

81

81

18

61

63


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
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


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