Tal, funktioner og gransevardi

Skriv ferdig-eksempler der kan udgere en vasent-

lig del af et forleb der skal give indsigt vedrerende
begrebet grensevardi og nogle nedvendige forud-

setninger om tal og funktioner
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1.

Her er vist graferne for tre funktioner:

8 8 8

7 7 7 /’

6 \ 6 6 /’

5 ST\ 5 v

3 \\ 3 3

2 2 - 2

1 1 1 —

0123456738 01 23456738 012345678

Der er kun ¢én af graferne som opfylder:

For ethvert punkt pa grafen gaelder:
Punktets 2.koordinat er lig det tal der fas nar man dividerer 2
med punktets 1.koordinat og til resultatet leegger 1.

Find ud af hvilken af graferne der opfylder dette, og skriv f* ved grafen.

I opgave 1 er to linjer skrevet med kursiv. Disse to linjer med kursiv er en ligning.
Nér vi lader x og y betyde 1.koordinat og 2.koordinat, kan vi skrive denne ligning

med symboler. Skriv den her:

Du har skrevet f ved én af de tre grafer. Skriv g ved den forste af de andre to
grafer, og skriv / ved den sidste af graferne.

I opgave 1 er der med ord skrevet en ligning for grafen for f . Her fik man
2.koordinaten ved at lave en udregning og leegge 1 til resultatet. Hvis man 1 stedet
for 1 leegger et storre tal til, sa bliver 2.koordinaten sterre, dvs. grafen ligger hojere
oppe i koordinatsystemet. Skriv med ord en ligning for grafen for g :

Skriv med symboler en ligning for g:

I opgave 1 er der med ord skrevet en ligning for grafen for f . Her fik man
2.koordinaten ved at lave en udregning og leegge 1 til resultatet. Hvis man 1 stedet
for at legge 1 til legger noget til der ikke er en konstant, sa kan man fa grafen for
h frem. Skriv med ord en ligning for grafen for 4 :

Skriv med symboler en ligning for 4 :
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5. Lad P veare det punkt pa 1.aksen som har 1.koordinat 5, og lad A vare det punkt
pa grafen for f som har 1.koordinat 5.

Afszt punkterne P og A pa den relevante af figurerne i opgave 1.

Beregn derefter afstanden mellem P og A, og skriv en mellemregning og facit her:

|P4| = =

6. Lad stadig P vere det punkt pa 1.aksen som har 1.koordinat 5, og lad B vare det
punkt pa grafen for g som har 1.koordinat 5.

Afszt punkterne P og B pa den relevante af figurerne i opgave 1.

Beregn derefter afstanden mellem P og B, og skriv en mellemregning og facit her:

|PB| = =

7. Figuren nedenfor viser grafen for en ny funktion f .
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For ethvert punkt pa grafen gaelder:

Punktets 2.koordinat er lig det tal der fas nar man fra 7 treekker det tal
der fds ndr seks divideres med punktets 1.koordinat

Skriv denne ligning med symboler her:

Beregn folgende afstande:
48] =

co] -

|EF|

8. Grafen for f 1opgave 7 fortsetter uendelig langt mod hejre.

Undersag om der findes et punkt pa grafen for f hvis 2.koordinat afviger mindre
end 0.001 fra 7. Hvis du finder séddan et punkt, sa skriv dets koordinatset. Hvis du
ikke finder sddan et punkt, si skriv en begrundelse for at der ikke eksisterer sadan
et punkt. Skriv her:
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9. Funktionen f fra opgave 7 har de positive tal som definitionsmengde. Der er altsa
ikke punkter pa grafen der har et negativt tal som 1.koordinat.

Undersog om der findes et punkt pa grafen for f hvis 2.koordinat er sterre end 7.

Hvis du finder sddan et punkt, sa skriv dets koordinatsat. Hvis du ikke finder sddan
et punkt, sa skriv en begrundelse for at der ikke eksisterer sddan et punkt. Skriv her:

10. Figuren viser grafen for en funktion f :
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Udfyld de tomme pladser:
|BC | fds nar tallet ~ divideres med 1.koordinaten for C'.
|EF | fads nér tallet  divideres med 1.koordinaten for F .
|HI | fds nar tallet ~ divideres med 1.koordinaten for / .
C's 2.koordinat er lig |AB| + |BC| = + =
F''s 2.koordinat er lig |DE| + |EF| = + =
I's 2.koordinat er lig |GH| + |HI| = + =

De foregéende linjer antyder at en bestemt regel gelder for alle punkter pa
grafen. Ga ud fra at dette er tilfaeldet.

Lad J veare det punkt pd grafen hvis 1.koordinat er 50.

J''s 2 koordinat er

Nar 1.koordinaten til et punkt pd grafen er et tal ¢, s& er punktets 2.koordinat
lig

Grafen har ligningen

11. Funktionen f fra opgave 10 har de positive tal som definitionsmangde. Der er
altsé ikke punkter pé grafen der har et negativt tal som 1.koordinat.
Underseg om der findes et punkt pé grafen hvis 2.koordinat er 2,002. Hvis der er

sadan et punkt, skal du skrive dets 1.koordinat. Ellers skal du skrive en begrundelse
for at der ikke er sddan et punkt pa grafen. Skriv her:
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12. Pa internettet kan man bestille billetter til en koncert hvor prisen pr. person er 23 kr.
Ud over de 23 kr. pr. person skal der betales et gebyr pd 56 kr. Hvis fx 8 bestiller
sammen, sa er der 8 til at dele udgiften til gebyret, dvs. hver person skal betale 30
kr. for at komme til koncerten. Denne oplysning er nedenfor brugt til at afsette ét
punkt pa en graf der viser hvordan prisen aftager nér flere bestiller sammen.

80 \
70
60 ( —
40 B
30 *-
20 -
10

Antal kr. hver skal betale

012345678 910111213141516171819 20
Antal personer

Beregn nogle flere punkter pa grafen og tegn grafen.

Der skal vaere personer som bestiller sammen, hvis prisen hver skal betale,
skal vaere 23,50 kr.

En ligning for grafen:

13. Pé internettet er der udsalg af musik-cd'er. Hver dag nedsattes priserne 10%.
Prisen pé en cd skal ganges med for at fi prisen naste dag.
Prisen pé en cd skal ganges med for at fa prisen om 2 dage.
Heraf ses at pa 2 dage falder prisen lidt mindre end 20% .
Prisen skal ganges med for at f& prisen om 3 dage.
Prisen skal ganges med for at fi prisen om n dage.

En cd koster 39,80 kr. den forste dag, Prisen efter x dageer y =

Der gér dage for prisen er under 10 kr.

Uanset hvornar man keber cd'en, skal man betale 12 kr. for at f4 den sendt, sa den
samlede udgift ved at kebe cd'en er 12 kr. storre end dens pris.

Den samlede udgift x dage efter starter y =

Grafen der har denne ligning, skal du tegne i1 koordinatsystemet nedenfor.
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Samlet udgift i kr.

02 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
Antal dage efter udsalgets start
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14. Figuren viser graferne for to funktioner f og g.
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Nedenfor er med ord formuleret en ligning for hver af graferne. Find ud af hvilken
graf der herer til hvilken ligning, og skriv de korrekte funktionsnavne pa de tomme
pladser.

For ethvert punkt pa grafen for gzxelder:

Punktets 2.koordinat er lig det tal der fds nar man oplofter 0,8
til punktets 1.koordinat, ganger resultatet med 2, og til det
fremkomne tal lcegger 1.

For ethvert punkt pa erafen for gaelder:

Punktets 2.koordinat er lig det tal der fas nar man oplofter 1,5
til punktets 1.koordinat, ganger resultatet med 0.5, og til det
fremkomne tal lcegger 1.

Funktionen f er defineret for alle reelle tal, dvs. ethvert tal pa 1.aksen er
1.koordinat til et punkt pé grafen for f . Ikke alle tal pa 2.aksen er 2.koordinat til et
punkt pé grafen for f . De tal der er 2.koordinat til et punkt pd grafen for f, udger
intervallet

Funktionen g er defineret for alle reelle tal, dvs. ethvert tal pa 1.aksen er
1.koordinat til et punkt pé grafen for g. Ikke alle tal pa 2.aksen er 2.koordinat til et
punkt pé grafen for g. De tal der er 2.koordinat til et punkt pd grafen for g, udger
intervallet

Skriv med symboler en ligning for hver af graferne:

Ligning for grafen for f:

Ligning for grafen for g:

15. Itabellen nedenfor er angivet vaerdien af funktionen 4 +% for forskellige verdier

af x. Tallene i tabellen tyder pd at veerdien af 4 +% kan komme lige sd tet pa 4

det skal veere, hvis man valger tilstreekkelig store vardier af x.

Opgaven fortscetter pd neeste side!
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X 2 10 100 1000

4 +% 4,5 4,1 4,01 4,001

Vi kan indse at dette er rigtig:

Forskellen pa 4+% og 4 er % , 0g

1 . . .

< o mindre end hvis x er storre end tusind,

1 . . -

< ©r mindre end hvis x er sterre end en million,
osv.

Det at 4 + % kan komme lige sé tet pa 4 det skal vere, hvis man valger

tilstraekkelig store vaerdier af x, udtrykkes ved at sige at
4 +% girmod 4 for x géende mod .
Med symboler skrives dette sddan:
1

4+;—>4 forr x > .

Bemark at den forste pil laeses "gar mod" og den anden pil leses "géende mod".

16. Itabellen nedenfor er angivet vaerdien af funktionen 1,01+ 0,93 for forskellige

veerdier af x . Tallene i tabellen tyder pa at vaerdien af 1,01+ 0,93 kan komme lige
sé tet pa 1 det skal vare, hvis man valger tilstraekkelig store vaerdier af x .

X 5 10 30 100

1,01+0,93" 1,706 1,494 1,123 1,011

Men dette er ikke rigtigt. For enhver verdi af x vil veerdien af 1,01+ 0,93 afvige
mere end fra 1.

Der geelder altsa ikke at 1,01+ 0,93" gér mod 1 for x gdende mod .
Derimod galder at

L01+0,93" — for x > «©.
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17. Funktionen

2
X —X

er ikke defineret for x lig da

x —
Vi vil udregne funktionen for vaerdier af x der ligger taet ved 1. Vi begynder med
veerdier af x der er mindre end 1:

X 0,4 0,7 0,9

2
X —X

0,2 0,35 0,45
2x-2

Disse verdier af funktionen er afsat som stolper nedenfor.

1

0.8-.&‘—*7*—7—7‘ S —
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Udfyld de tomme pladser 1 tabellen nedenfor og afset de fundne vardier af
funktionen som stolper i koordinatsystemet ovenfor.

X 0,95 0,98 0,99

2
X —X

2x-2

2
Det ser ud til at vi kan fa vaerdien af ; ad

sa taet pa % det skal vaere ved at vaelge

x tilstreekkelig tet pa 1. For at undersoge om dette er rigtigt, vil vi ferst reducere
udtrykket:

xz—x_x( )

2x-2 2 )

Ved hjelp af dette simplere udtryk for stolpehgjden indser vi felgende:

xt—x
2x-2

Nér x er 0,1 mindre end 1, er stolpehgjden mindre end % .

Nar d er et lille positivt tal gelder:

mindre end l .

Nér x er d mindre end 1, er stolpehgjden )26 _)26
x —

Opgaven fortscetter pd neeste side!
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2
X —X

For vardier af x mindre end 1 galder altsa at vi kan fa vilkarlig tet pa

2x-2

% ved at vaelge x tilstraekkelig teet pa 1. Dette udtrykkes ved at sige at

xt—x
2x-2

gér mod % for x gdende mod 1 fra venstre.
Med symboler skrives dette

—)l for x > 1°

hvor det er minusset efter 1 der betyder "fra venstre".

18. Betragt stadig funktionen fra opgave 17.

2
X —X

For vardier af x storre end 1 gaelder at vi kan fa > vilkérlig tet pd

ved at veelge x tilstraekkelig taet pa 1. Dette udtrykkes ved at sige at

2

> ; gar mod for x géende mod 1 fra hejre.
x_

Med symboler skrives dette

2
SN for x > 1°"
2x =2 -

hvor det er plusset efter 1 der betyder "fra hgjre".

19. | Funktionen fra de to foregiende opgaver gar mod bade nar x gar mod 1
fra ,o0gnar x gar mod 1 fra . Dette udtrykkes ved at
sige at

gar mod for x géendemod 1.

Med symboler skrives dette

for x »> 1.
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20. Udregn nogle verdier af funktionen (1 - %j . \/x_2 og get hvad der skal std pé de

tomme pladser:

(1—%)\/? - for x 50"

(1—%)-\/7 - forr x 0" .

21. Nedenfor er vist grafen for en funktionen f(x). Grafen er en ret linje bortset fra at
et af dens punkter er rykket et stykke op.

- N W R Lh O\ oD

Udfyld tabellen:

X: 4 | 45|49 51155 6
J):

Naér vi skal se pd hvad f(x) gar mod nar x gir mod 5, skal vi ikke tage hensyn til
hvad verdien af f(x) er ndr x har verdien 5. Vi skal derimod finde det tal som
f(x) ertetpanar x er teet pa 5, men forskellig fra 5.

f(x)—> for x—5.

Nér x har verdien 5, har f(x) verdien
Udfyld tabellen:
X: 2 25129 3,1 | 35 4
f(x):

For at kunne udfylde de tre folgende felter skal du sammenligne med de tre linjer
under foregaende tabel.

Naér vi skal se pd hvad f(x) gar mod nar x gir mod 3, skal vi ikke tage hensyn til
hvad verdien af f(x) er ndr x har verdien . Vi skal derimod finde det tal
som f(x) ertetpandr x er tet pa , men forskellig fra

Opgaven fortscetter pd neeste side!
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f(x)—> for x—>3.

Nér x har verdien 3, har f(x) verdien

Visiger at f(x) er kontinuert i3 da

det tal f(x) gir mod for x gdende mod 3
er lig

veerdien af f(x) nar x er 3.

f(x) erikke kontinuerti 5 da

dettal f(x) gir mod for x gdende mod 5
ikke er lig

vardien af f(x) nar x er 5.

Da f(x) er kontinuert i 3, har grafen ikke et spring ved det punkt der har
forstekoordinat 3.

Tallet "vaerdien af f(x) ndr x er 5" kan skrives som et kort symboludtryk pa
folgende méde: . Ved at bruge dette udtryk kan betingelsen for at f(x)
er kontinuert i 5, skrives sddan: f(x) — for x—>5.

22. Figuren viser grafen for en funktionen g(x):

—
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87776715 14137271 100 2 B 4 p b6 7 B

Udfyld de tomme pladser:
X: 7 1-6,5|-6,1| — —6 « |-5,9|-5,5| -5
g): —> <«

Opgaven fortscetter pd neeste side!
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Nér x gir mod —6, s& gar g(x) mod , og g(-6)= , s& g(x) erikke

i da #
x: 1 1,519 > 2 « |211]25] 3
g - «

g(x) er ikke kontinuert i 2 for

nar x gar mod 2 fra , sa gar g(x) mod , 0g
g2)=__ og

+
X: 515559 > 6 «— |6,1]65] 7
g): — «

g(x) er kontinuert i 6 da

glx) » g( ) for x —

23. I koordinatsystemet nedenfor skal du tegne grafen for en funktion f som opfylder
alle folgende betingelser:
1) f(x) gar mod -2 for x géende mod 3 fra hgjre.

2)  f(x) har verdien 0 for x lig 3.

3) f(x) garmod O for x gdende mod 3 fra venstre.
4) f(x) > f(5) for x > 5".

5) f erikke kontinuerti 5.

6) Derer kun to x -vaerdier hvori f ikke er kontinuert.

(9]

J

N oUW N

W N

>
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24.

Et tal som en funktion gar mod, kaldes en greenseveerdi. For funktionen g(x)

fra opgave 22 gelder nedenstiende.

Man betegner
tallet som g(x) gar mod for x gdende mod —6

med symbolet
lim g(x)
x—>—06
som leses
greeseverdien af g(x) for x gdende mod —6 .

Gransevaerdien
lim g(x)
x-2

eksisterer ikke.

Funktionen g(x) er kontinuerti 1 da

lim g(x) = g(1) .

I det folgende er f(x) funktionen fra opgave 21.

lim f(x) = 0g lim 7 (x) =
1) = og 1) =
Hvis k= sé er }i}}}{f(x) = f(k),
s f erikke 1
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