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I Homogene koordinatsaet og gangning af matricer

Vi vil fa computeren til at @ndre figurer i rummet ved at forskyde, dreje og/eller @ndre
storrelse.

Sa ma vi kunne beregne koordinatsettet til det punkt som et givet punkt fores over i.

Dette haefte gar ud pa at indfere en teknik til dette.

Z
&

Ay

2 Figur 1

Pé figur 1 er vist punktet A(4, 2, 5). I den beregningsteknik vi vil bruge, skriver man 4
sadan:

(1)

—_— N

Her er de tre gverste tal A's koordinater. Det nederste tal skal altid vare 1.

Definition 1. Normaliseret homogent koordinatszet

Det normaliserede homogene koordinatsat for et punkt P(x, y,z) er 4x1 matricen

— N xR

Uanset hvordan vi forskyder, drejer og/eller @endrer storrelse, vil vi beregne det punkt
A fores over 1, ved at gange sojlematricen med en kvadratisk matrix. Felgende defini-
tion viser hvordan man ganger.
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Definition 2. Gange koordinatszt fra venstre med 4x4 matrix

a b ¢ d)(x ax+by+cz+d1
e f g h||y ex+ fy+gz+hl
i ok U |z| | ix+jy+hz+ll
m n o p)\l mx +ny +oz+ p-l

Resultatet af gangningen er altsd en sgjlematrix. Hvert af de fire tal i denne sojle er
fremkommet ved skalarmultiplicere X,y,z, 1-sgjlen med en reekke i den kvadratiske
matrix.

Vi vil bruge definition 2 til at gange A4's koordinatset (1) med en matrix:

1 0 0 0)(4 1-:44+0-24+0-5+0-1 4
@) 01 05 . 2 _ 0-4+1-24+0-5+5-1 _ 7
0 01 05 0-4+0-2+1-5+0-1 5
0 00 1)1 0-4+0-2+0-5+1-1 1

Altsé fores A4 over i punktet 4,(4,7,5) . Figur 2 viser bade 4 og 4,,.

Z
&

/T

P Figur 2

Hvis vi1 (2) erstatter A med et vilkérligt punkt P(x, y, z), fas:

1 0 0 0)(x X
01 0 5|y y+5
001 0|z | z
0 0 0 1)1\1 1

Heraf ses at nar et punkts koordinatsat ganges med denne matrix, sa vil punktet blive
forskudt stykket 5 1 y-aksens retning.
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II Mathcad

Matricen vi gangede med ovenfor, kan vi fx kalde P,. I Mathcad kan dette skrives

sadan:
1 0 0 O
01 0 5
P, =
Y 0O 01 0
0 0 0 1

Bemeerk: Indekset , SKAL skrives ved at taste et punktum for at undga unedige
problemer.

Herefter kan vi fa udregnet 4, 's koordinatsaet sddan:

4 4
P2 -

Y15 |5

1 |

Umiddelbart kan det virke upraktisk at skulle udfere dette for at fa lagt 5 til y-
koordinaten. Teknikken er dog en stor fordel 1 nogle tilfzlde, fx hvis man skiftevis
drejer og forskyder.

III RumFig2b

I dette haefte bruges Mathcad-dokumentet RumFig2b, som kan downloades fra
www.matl.dk .

A

Figur 3

I RumFig2b kan man fa tegnet den L-formede figur ABC pa figur 3 ved at taste

—_— O N O
— O N B
YA S N N
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De tre sojler 1 denne matrix er punkterne 4, B og C. Det forste punkt forbindes med
det andet, og det andet med det tredje. Hvis man ogsé vil have C forbundet med A4 sa
der fremkommer en trekant, ma man tilfeje en fjerde sgjle der indeholder A4's
koordinatseet.

Det er ikke kun bogstavet D der pd den made kan bruges til at fa tegnet en figur. Man
kan bruge felgende bogstaver
D,E,F,G,H,M,N .

Disse 7 figurer har plotnumrene 23-29. Nér du dobbeltklikker pa figuren og veelger det
relevante plotnummer, kan du bl.a. @&ndre farve og stregtykkelse.

Z

Figur 4

Figur 4 viser den figur 4,B,C,, der fremkommer nar L'et 4BC parallelforskydes 5 i
y-aksens retning.
For at fa tegnet 4, B, C,, skal vi have en matrix hvor sgjlerne er koodinatszttene til
4,, B, og C,. Disse koordinatszt fas ved at gange sgjlerne i D med P, . I dokumen-
tet RumFig2b kan dette gores ved at skrive

E = gang(P,, D) .

Da E er en af de bogstaver der kan bruges til at fa tegnet en figur, vil figuren 4, B, C,,

automatisk blive tegnet. Hvis vi taster £ efterfulgt af et lighedstegn, kan vi se rekken
af koordinatsgjler i E:

- O 3 O
=N N
—_— 3

IV Parallelforskydning

Definition 3. Parallelforskydning

En "parallelforskydning med en vektor h" forer ethvert punkt O over 1 et punkt O,

som er bestemt ved at

00, =h.
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Figur 5 viser en parallelforskydning med en vektor h.

Cr By
c s ﬂ
/ ;‘///b/ A?
A

Figur 5

Szetning 1. Koordinatformel for parallelforskydning

. (r
Ved en parallelforskydning med en vektor /4 = [s] fores et punkt P(x,y,z) overiet
t

punkt Q(u,v,w) hvis koordinater kan udregnes sadan:

u=x+r
V=y+s
w=z+t.

Bevis for setning 1

At P fores overi Q ved parallelforskydning med vektoren h, betyder ifolge

definition 3 at FQ=E . Heraf fas at
r xX+r
+ls|=|y+s|,
! z+t

T <

}O—Q':o?@:o?”;:[

N =

dvs. de tre ligninger i seetningen gaelder.

Szetning 2. Matrix for parallelforskydning

_ [
Matricen svarende til en parallelforskydning med en vektor /# = [s} er
t

1 0 0 r

01 0 s
P/’l:

0 0 1 ¢

0 0 0 1
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Bevis for setning 2

Vi bruger definition 2 til at udregne koordinatsattet til det punkt som et punkt
P(x, y, z) fores over 1 nér det ganges med P, :

I 0 0 r)(x Ix+0y+0z+rl xX+r
01 0 s|{|y|_ |Ox+ly+0z+sl| |y+s
00 1 t||z| [0x+0y+lz+el| |z+t
0 0 0 1)1 0x+0y+0z+11 1

Ifolge s®tning 1 er dette det punkt som P(x, y, z) feres over i ved en

J.

parallelforskydning med vektoren h = [

~ U ¥

V .
~ Figur 6

I RumFig2b kan man fa tegnet trekanten pa figur 6 ved at taste

0O 0 1 0

0 -1 0 O
D=

2 0 0 2

1 1 1 1

Segjlerne i denne matrix er er de punkter som skal forbindes for at tegne trekanten.
Forste punkt forbindes med andet, andet med tredje, og tredje med fjerde.

-1

Vektoren pa figurener v =| 2 |. I RumFig2b taster vi matricen svarende til parallel-
0

forskydningen med denne vektor:

1 0 0 -1

01 0 2
P, =

0 01 0

0 0 0 1

Derefter taster vi
E =gang(P,, D) .
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Sejlerne 1 E er altsa fremkommet ved at gange sgjlerne i D med P,, dvs. ved at paral-

lelforskyde punkterne i D . Altsé er E er den trekant der fas ved at parallelforskyde tre-
kanten D med vektoren v.

Nu taster vi
F =gang(P,,E) .

dvs. F er trekanten der fas nér E parallelforskydes med vektoren v.

Pé figur 7 er vist trekanterne D, E og F'.

Z

A Figur 7

V Animation

En animation bestar af en reekke billeder der vises hurtigt efter hinanden. I Rumfig2b
kan vi lave en animation ved forst at taste

0 0 1 0 100 0
0 -1 00 010 0
dz=FRAME-0.5 Daan =) o g 5| 50 0 1
P11 000 I

D = gang(P,, Dy, )

og derefter vaelge Varktej/Animation/Optag, trekke med musen for at markere hvad
der skal med, lade FRAME lgbe fra O til 9, og klikke pa Animer. (Serg for at den positi-
ve del af z-aksen har l&ngden 7 eller mere, og serg for at zoome ud s hele figuren ses).

2 P4 b4
AF A 4

L e A

R B B Figur 8

FRAME =0 FRAME = 4 FRAME =9

Tredimensional grafik Side 7 6/5-06 Karsten Juul



Det ses at Dg,,,, er trekanten til venstre pa figur 8, og at P, er matricen svarende til en
parallelforskydning stykket dz i1 z-aksens retning.

Pé billede nr. 5 i animationen er FRAME lig 4, s dz er 2. D er altsd den figur der fas
ved at parallelforskyde trekanten Dy, stykket 21 z-aksens retning.

Pé figur 8 er vist billede nr. 0, billede nr. 5 og billede nr. 9.

VI Kommandoen "stabel" i RumFig2b

Pé side 7 forsked vi en trekant D . Derefter forsked vi den fremkomne trekant £ (se
figur 7). Vi kunne have fortsat med at forskyde den tredje trekant /' sa der fremkom en
fjerde trekant. Hvis vi vil danne mange trekanter ved at blive ved med at forskyde pa
denne made, kan det vaere praktisk (og undertiden nedvendigt) at samle alle trekanterne
i én figur sa ét plotnummer, fx 23, er figuren bestdende af alle trekanterne. Dette kan 1
RumFig2b geres ved hjzlp af stabel-kommandoen.

Hvis D,,,,, er trekanten til venstre pd figur 8, og P, er matricen svarende til en parallel-
forskydning stykket 0,5 i1 z-aksens retning, sa vil kommandoen

D = stabel(P,,D 3)

start »

bevirke at D bliver figuren til venstre pa figur 9. Tallet til sidst 1 stabel-kommandoen
angiver hvor mange trekanter figuren skal bestd af. Hvis man skriver

E = stabel(P,, D 10)

start >

tegnes figuren til hejre pd figur 9.

D

Figur 9

Hvis man skriver D efterfulgt af et lighedstegn, kan man se den rekke punkter som D
bestar af:

o 06 10 0 o0 1 O0 0 O 10
D O -ro0o0 o0 -1 0 O 0 -12020
2 0 0 2 25 05 05 25 3 1 13
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11

De forste 4 sgjler 1 D er den nederste trekant. De naste 4 er den midterste af de tre
trekanter. Sidste punkt i forste trekant og ferste punkt i anden trekant star ved siden af
hinanden i D, s de to punkter forbindes med en streg.
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VII Multiplikation ud fra punkt

Definition 4. Multiplikation ud fra punkt

En "multiplikation med et tal £ ud fra et punkt F " forer ethvert punkt P overiet
punkt O som er bestemt ved at

FO =k-FP.

Figur 10 viser en multiplikation ud fra punktet /* med tallet 3. Trekanten ABC fores
over i trekanten 4,, B,,C,,. De to trekanter er ligedannede, og forsterrelsesfaktoren er 3.

Crm B
c B
;| ///’/ Am
Fem" 77 A Figur 10

Szetning 3. Koordinatformel for multiplikation ud fra punkt
Ved en multiplikation med et tal £ ud fra et punkt F'(a, b, ¢) fores et punkt P(x,y,z)
over i et punkt Q(u,v,w) hvis koordinater kan udregnes sadan:

u =kx+(-k)ra

v="Fky+(1-k)b

w=kz+(-k)c.

Bevis for setning 3

At P fores overi QO ved multiplikation med et tal & ud fra et punkt ', betyder ifolge
definition 4 at FO = k-FP . Heraf fas at

u a x—a
v| =00 = OF+FQ = OF +k-FP = |b |+k{|{y-b| =
w c z—c
a+k(x—a) kx + (1-k)a
b+k(y-b)|=|k+(1-k)b|,

c+k(z-c) kz + (1-k)c

dvs. de tre ligninger i seetningen gaelder.
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Den lille trekant pé figur 11 feres over i den store ved en multiplikation ud fra punktet
F(0,1,0) med tallet 2. Ifolge s@tning 3 vil koordinatformlen for denne multiplikation

vare
u = 2x+(1-2)0
v = 2y+(1-2)1
w = 2z+(1-2)0

dvs.
u = 2x
v =2y-1
w = 2z.

.
>

/ :

* Figur 11

Saetning 4. Matrix for multiplikation
Matricen svarende til en multiplikation ud fra et punkt F'(a,b,c) med et tal k er

k0 0 (1-ka
M, - 0 k 0 (1-k)b

0 0 k (I-k)

000 1

Bevis for sxtning 4

Vi bruger definition 2 til at udregne koordinatsattet til det punkt som et punkt
P(x, y, z) fores over i nér det ganges med M :

k0 0 (1-ka
0 k 0 (1-k)b
00 k (I-k)e|
000 I

kx+0y+0z+(1-k)al fox + (1-k)a
O-x+ky+0z+(1—kbl| | ky+(1-k)b

0x+0y+kz+(1-k)l kz+(—-k)c
0-x+0y+0z+11 1

— N X

Ifolge satning 3 er dette det punkt som P(x, y, z) fores over i ved en multiplikation ud
fra et punkt F(a,b,c) med et tal k.

Tredimensional grafik Side 10 6/5-06 Karsten Juul




For at fa figur 11 frem i RumFig2b kan vi taste

o 1 0 0 2.0 0 0

_|25 25 25 25 M::O 2 0 -1 E = gang(M,, D)
A 5 00 2 gang( i,
1 1 1 1 00 0 1

hvor D er den lille trekant, £ er den store trekant, og M, er matricen svarende til mul-
tiplikationen ud fra F(0,1,0) med tallet 2.

VIII Drejning om koordinatakse

Definition 5. Drejning om koordinatakse

Nér rummet drejes om en af koordinatakserne, si angiver et positivt gradtal en drejning
der ses at vaere mod uret nir man ser fra aksens spids ind mod begyndelsespunktet. Et
negativt gradtal angiver en drejning i den modsatte retning.

Szetning 5. Koordinatformel for drejning om x-aksen

Nér rummet drejes en vinkel ¢ om x-aksen, s fores et punkt P(x, y,z) over i et punkt
O(u,v,w) hvis koordinater kan udregnes sadan:

u=x
v = y-cos(t) — z-sin(¢)

w =y-sin(t) + z-cos(?).

Bevis for saetning 5

Figur 12

Ved en drejning om x-aksen er det klart at hvis P(0, y,z) fores over1 Q(0,v,w), sé vil
P(x,y,z) fores overi Q(u,v,w) hvor u =x.
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Pé figuren er vist punktet P(0, y,z) og det punkt Q(0,v,w) som P fores over i nar
rummet drejes vinklen t om x-aksen.

Ved denne drejning fores vektorerne j og k over i hhv.

0 0 0
e =| cos(?) og f =| cos(t+90°) |=| —sin(?) |.
sin(?) sin(z + 90°) cos(?)

_— —

OP = y-j + zk

Da

cr

@zy-é+z-f.

Derfor er

[ 0 J 0 0 0
v |= y-cos(t)|+ z:| —sin(t) | = | y-cos(t) — z-sin(¢t) |.
w sin(?) cos(?) y-sin(t) + z-cos(t)

Szetning 6. Koordinatformel for drejning om y-aksen

Nér rummet drejes en vinkel ¢ om y-aksen, s fores et punkt P(x, y,z) over i et punkt
O(u,v,w) hvis koordinater kan udregnes sddan:

u = x-cos(t) + z-sin(t)
v=y

w =—x-sin(t) + z-cos(?).

Szetning 7. Koordinatformel for drejning om z-aksen

Nér rummet drejes en vinkel # om z-aksen, sa fores et punkt P(x,y,z) over i et punkt
O(u,v,w) hvis koordinater kan udregnes sddan:

u = x-cos(t) — y-sin(¢)
v = x-sin(¢) + y-cos(?)

w = z.

Ud fra se@tningerne 5-7 kan de tilsvarende matricer uden videre opskrives. Fx vil matri-
cen svarende til at dreje vinklen ¢ om x-aksen vaere

1 0 0

0 cos(t) —sin(?)
0 sin(¢) cos(?)
0 0 0

X, =

- o O O
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- N

[
Figur 13

Rektanglet D pa figur 13 fremkommer nér vi taster

— N O O
— W o O
—_ W O N
— N O N
— N O O

Ved en drejning pd 90° om x-aksen vil D fores overi E, og E vil fores overi F'.
Matricen svarende til en drejning pa 90° om x-aksen er

1 0 0

0 cos(90deg) —sin(90deg)
0 sin(90deg) cos(90deg)
0 0 0

X90 =

- o o O

Da c0s(90°) =0 og sin(90°) =1, kunne vi ogsa have tastet

10 0 0
o _|0 0 -1 0
7101 0 0

00 0 1

Rektanglerne £ og F fremkommer nar vi taster

E:=gang(Xeg,D)  Fi=gang(Xe,E) .
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IX Sammensatte parallelforskydninger, multiplikationer og
drejninger

Definition 6. Gangning af matricer

Produktet af to maricer

al a2 a3 a4 dl d2 d3 d4
1 b2 4 1 2 4

M, = bl b2 b3 b og M, =- el e e3 e
cl c2 3 c4 fl f2 f3 f4

O 0 o0 1 0O 0 O 1

erden 4x4 matix M = M,-M, som er fastlagt ved at
1. sejle1 M fas ved at gange 1. sgjlei M, med M, fra venstre,

2.sojlei M fas ved at gange 2. sgjlei M, med M, fra venstre,

Osv.
Satning 8.
For matricerne
X al a2 a3 a4 dl d2 d3 d4
y bl b2 b3 b4 el e2 e3 e4d
r= ) M] = 0g M2 =
z cl ¢c2 3 c4 f1 2 f3 f4
1 0 0 0 1 0 0 0 1
geelder

Bevis for satning 8

Vi fir Mathcad til at foretage en symbolsk udregning af differensen mellem de to

sojlematricer (M, -M,)-r og M, (M, -r) . Det viser sig at resultatet bliver

oS O O O

Hermed er s@tningen bevist.

(Man kan fa foretaget udregningen ved at definere », M| og M, som angivet 1 s&t-
ningen og derefter taste (M, -M;)-r — M, -(M,-r) og valge "enkel" pd symbolsk-
paletten).

Ved en drejning pd —18° om y-aksen fores et punkt 4 over i et punkt B, og ved en
parallelforskydning stykket 1 i y-aksens retning feres B overi et punkt C.
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Lad Y,,3 vare matricen der svarer til en drejning pa —18° om y-aksen, og lad P,

vare matricen der svarer til en parallelforskydning stykket 1 1 y-aksens retning. Lad
desuden S ,; vere produktet P, -Y,g.

Hvis vi ganger 4's koordinatsejle med Y,,;3 fra venstre, og ganger resultatet med P, fra

venstre, md vi fa C's koordinatsejle. Ifolge satning 8 kan vi derfor ogsd fa C ved at
gange 4 med S ;.

Figur 14

Hvis D
det naeste rektangel ved at taste D = gang(S 4, Dy, ) . En gangning med S ,; svarer til

are €F Matricen svarende til det venstre rektangel pa figur 14, kan vi fi tegnet

en drejning efterfulgt af en parallelforskydning.

Det ses at hvert rektangel pé figur 14 kan fas af det foregéende ved gangning med S ;.
Vi kan derfor fa hele figuren frem ved at taste D := stabel(S ,;, D 6).

start »

X Drejning om vilkérlig linje

Lad 4 og B veare to forskellige punkter pd en linje /. Vi vil nu angive hvordan man
kan finde matricen der svarer til at dreje vinklen v om / sddan at positivt v svarer til en
drejning mod uret nér man ser fra B mod 4.

Da vi ikke har formler for at dreje om andre linjer end koordinatakserne, vil vi flytte /
over i en koordinatakse, dreje om denne, og derefter flytte / tilbage.

Flytningen af / ma foregd i en raekke trin hvor hvert trin svarer til en matrix vi kender.
Til sidst kan vi gange alle matricerne for at fa den matrix der svarer til drejningen om /.

Den sogte drejning kan fx fas frem pé folgende made:

(1) Parallelforskyd med en vektor 7 sa A4 feres over i koordinatsystemets
begyndelsespunkt.

(2) Drej en vinkel s om y-aksen s& B kommer til at ligge i yz-planen.

(3) Drej en vinkel ¢+ om x-aksen s& B kommer til at ligge pa z-aksens positive
del.

(4) Drej vinklen v om z-aksen.
(5) Drejvinklen —¢ om x-aksen.
(6) Drej vinklen —s om y-aksen.

(7) Parallelforskyd med vektoren —7 .
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Som et eksempel pa denne metode vil vi finde matricen svarende til en drejning om
linjen m der gar gennem punkterne A(3,—-2,1) og B(-1,1, 6). Drejningen skal vare
pa 53°, og set fra B mod A4 skal den foregd mod uret.

Punkt (1)
-3
Forst skal parallelforskydes s& 4 fores overi O(0, 0, 0), dvs. med vektoren 7 =| 2
-1
Matricen svarende til denne parallelforskydning er
1 0 0 -3
01 0 2
R = .
0 01 -1
0 0 0 1

Punkt (2)

Ved parallelforskydningen med vektoren 7 fores B over i punktet B,(—4,3,5). Vi

skal dreje om y-aksen sd B, feres over i yz-planen. Af B's koordinater ses at drejnings-

. 14 . : -
vinklen er s = tan l[gj . Matricen svarende til denne drejning er

cos(s) O sin(s) O
0 1 0 0
Y=
—sin(s) 0 cos(s) O
0 0 0 1

Punkt (3)

Ved drejningen om y-aksen fores B, over i punktet B, (0, 3, V41 ), hvor V41 er
udregnet som afstanden fra B » til y-aksen, dvs til C(0, 3, 0).

Vi skal nu foretage den drejning om x-aksen som ferer B,, over i et punkt pé z-aksens

il

. . . . . 4 3
positive del. Af B,,'s koordinater ses at drejningsvinklen mé veare 7 = tan 1[—} .

Matricen svarende til denne drejning er

0 0
cos(t) —sin(z)
sin(¢)  cos(?)

0 0

Xlz

S O O -
- o O O

Tredimensional grafik Side 16 6/5-06 Karsten Juul



Punkt (4)
Herefter skal vi dreje 53° om z-aksen. Matricen svarende til denne drejning er

cos(53°) —sin(53°) 0
sin(53°)  cos(53°) 0

- 1
0

0 0
0 0

—_ o O O

Punkt (5)

Vi skal dreje vinklen —¢ om x-aksen. Da cos(—t) = cos(¢) og sin(—¢) = —sin(¢), er
matricen svarende til denne drejning

1 0 0
0 cos(t) sin(¢)
0 —sin(z) cos(?)
0 0 0

X2:

- o o O

Punkt (6)

Vi skal dreje vinklen —s om y-aksen. Matricen svarende til denne drejning er

cos(s) 0 —sin(s) O
0 1 0 0
sin(s) 0 cos(s) O
0 0 0 1

Punkt (7)

Til sidst skal vi parallelforskyde med vektoren —7 . Matricen svarende hertil er

1 0 0 3

01 0 -2
P2 =

0 01 1

0 0 0 1

Den sogte matrix

Matricen svarende til drejningen pd 53° om m kan nu beregnes séddan:

M = PZYZXZZX1YII)1 .

Tredimensional grafik Side 17 6/5-06 Karsten Juul



