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1.   OplÄg til differentialligninger.

En plantes hÅjde  y vokser sÇdan at der pÇ ethvert tidspunkt  t gÄlder at

hÅjdens vÄksthastighed  =  hÅjden

Dette kan vi skrive med symboler sÇdan:
yy   Her har vi opstillet en differentialligning.

Vi kan ogsÇ udtrykke dette ved at sige at i hvert punkt pÇ grafen er

tangenthÄldningen  =  y-koordinaten

Ligningen yy  er et eksempel pÇ en differentialligning.

For funktionen xxf e4)(  gÄlder at xxf e4)(  , sÇ
)(xf opfylder betingelsen yy  for hvert x .

Dette udtrykker vi ved at sige at
)(xf er en lÅsning til differentialligningen

eller at
)(xf tilfredsstiller differentialligningen

Vi ser at funktionen xxf e)(  ogsÇ er en lÅsning.

Vi ser at differentialligningen har mange lÅsninger.

Symbolet  
dx
dy betyder det samme som  y .

Differentialligningen

yy 

kan ogsÇ skrives sÇdan:

y
dx
dy



eller sÇdan:

)()( xfxf  .

2.   Hvad er en differentialligning?

En ligning er en  differentialligning hvis

den ubekendte er en funktion
og

funktionens differentialkvotient indgÇr

En funktion er  lÅsning til en differentialligning hvis

funktionen opfylder differentialligningen for hvert  x i funktionens definitionsmÄngde.
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3.   UndersÅg om funktion er lÅsning til differentialligning.
GÅr rede for at funktion er lÅsning til differentialligning.
Eksempel 1.

Opgave

UndersÅg om funktionen  xxxf  2)( er en lÅsning til differentialligningen

2212 xyy  .

Besvarelse

Vi indsÄtter   xxxf  2)( for y i   2212 xyy  :

222 21)(2)( xxxxx 

22 21)22(12 xxxx 

22 212212 xxxx 

22 2121 xx 

Da dette er sandt, gÄlder:   f er lÅsning til differentialligningen

4.   UndersÅg om funktion er lÅsning til differentialligning.
GÅr rede for at funktion er lÅsning til differentialligning.
Eksempel 2.

Opgave

UndersÅg om funktionen xxxxf  ln)( 2 er en lÅsning til differentialligningen 

12
 xx

y
dx
dy .

Besvarelse

Vi indsÄtter xxxxf  ln)( 2 for   y i 12
 xx

y
dx
dy :

1)ln(2)ln(
2

2 


 xx
xxxxxx

1)1ln(211ln2 2 


 xx
xxx

xxxx

1)1ln(21ln2  xxxxxx

12ln21ln2  xxxxxx

1ln21ln2  xxxxxx

Da dette er sandt, gÄlder:   f er lÅsning til differentialligningen
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5.   Bestem ligning for tangent nÇr differentialligning er givet.

Opgave
En funktion  f er lÅsning til differentialligningen

yx
dx
dy

 2

og grafen for f gÇr gennem punktet )7,3(P .

Bestem en ligning for tangenten til grafen for  f i punktet  P .

Besvarelse

I punktet )7,3(),( 11 yx er tangenthÄldningen 

2732 
dx
dya

Tangenten i  P :

11)( yxxay 

7)3(2  xy

12  xy

6.   Eksempel pÇ brug af oplysningen i differentialligningen.

Opgave
En funktion  f er defineret for ethvert tal x og er lÅsning til differentialligningen

1
12

2



y
x

dx
dy .

GÅr rede for at  f har et minimum.

Besvarelse

I ethvert punkt ),( yx pÇ grafen for  f er tangenthÄldningen 
1
12

2


y
x .

Dette tal har samme fortegn som 12 x ,
for 12y er altid positivt da et tal i anden ikke kan vÄre negativt.

012 x har lÅsningen  2
1x .

For  1x er  112 x ,   og for  0x er  112 x .

TangenthÄldningen er altsÇ negativ for 2
1x og positiv for  x

2
1 , sÇ

f er aftagende i intervallet 2
1x og voksende i intervallet x

2
1 .

Heraf fÅlger at  f har minimum for 2
1x .
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7.   Bestem vÄksthastighed ud fra differentialligning. Eksempel 1.

Opgave
Udviklingen i et dyrs vÄgt kan beskrives ved differentialligningen

90,2,16028,0  ty
dt
dy

hvor  t er tiden mÇlt i uger, og  y er dyrets vÄgt mÇlt i gram.

Bestem vÄksthastigheden pÇ det tidspunkt hvor dyrets vÄgt er 180 gram.

Besvarelse
Vi indsÄtter  180  for  y i differentialligningen:

2,16180028,0 
dt
dy

180028,02,16 
dt
dy

16,11
dt
dy

NÇr dyrets vÄgt er 180 gram, er vÄksthastigheden uge.prgram2,11 . 

Ovenfor lÅste vi en ligning ved at trÄkke samme tal fra begge sider. Hvis vi i stedet vil bruge
solve, kan vi taste .

8.   Bestem vÄksthastighed ud fra differentialligning. Eksempel 2.

Opgave
En plantes hÅjde er en funktion af tiden der opfylder differentialligningen

h
dt
dh t  93,0026,0

hvor  h er hÅjden mÇlt i mm, og  t er tidspunktet mÇlt i dÅgn.
Det oplyses at 3)1( h .

Bestem vÄksthastigheden til tidspunktet 1t .

Besvarelse
Vi indsÄtter  1  for  t og  3  for  h i differentialligningen:

393,0026,0 1 
dt
dh

07254,0
dt
dh

Til tidspunktet 1t er vÄksthastigheden dÅgn.prmm073,0 .
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9.   Bestem lÅsningerne til en differentialligning.

Opgave
Bestem forskrift for lÅsningerne til differentialligningen  3,1 yy .

Besvarelse
Nspire lÅser ligningen mht. funktionen  y og fÇr lÅsningerne 3,1e  xcy .

Vi tastede .

I stedet for  c skriver Nspire  c1 eller  c2 eller  c3 osv.

NÇr vi i 3,1e  xcy erstatter c med et bestemt tal, fÇr vi Én af lÅsningerne.

Hvis vi ved at 5)2( y , dvs. at punktet )5,2( ligger pÇ grafen, sÇ kan vi bestemme c .
Dette kan vi gÅre med metoden fra ramme 10, men vi kan ogsÇ blot sÄtte 2 og 5 ind for x og y
i 3,1e  xcy og lÅse mht. c :

3,1e5 2 c hvoraf 500741,0
e

7,3
2 c .

LÅsningen hvor 5)2( y , er altsÇ  3,1e50,0  xy .

10. Bestem en lÅsning til en differentialligning
nÇr Én funktionsvÄrdi (Ét grafpunkt) er givet.

Opgave
En funktion h er lÅsning til differentialligningen

)(25,0 xh
dx
dh



og grafen for h gÇr gennem punktet )6,1,2( .

Bestem en forskrift for h .

Besvarelse

Nspire bestemmer forskriften for den lÅsning til )(25,0 xh
dx
dh

 hvor 6,1)2( h og fÇr

Vi tastede .

4284,167,2)(  xxh x

Samme bogstav

Samme bogstav

x fÅr h
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11. Bestem en lÅsning til en differentialligning
nÇr to funktionsvÄrdier (to grafpunkter) er givet.

Opgave
En funktion p er lÅsning til differentialligningen

pk
dt
dp

 .

Det oplyses at nÇr 0t er 2p , og at nÇr 1t er 5,1p .
Bestem en forskrift for p .

Besvarelse

Nspire bestemmer en forskrift for den lÅsning p til pk
dt
dp

 hvor 2)0( p , og fÇr

.

Da 5,1)1( p , er 5,1e)2( 1   kk .
Nspire lÅser denne ligning mht. k og fÇr 21,1k .

Den sÅgte forskrift er altsÇ 21,1e)21,12()(  ttp ,  dvs.

21,1e79,0)(  ttp .

Vi tastede og                    .

12.   Opstil differentialligning. Eksempel 1.
Opgave

En samling celler deler sig sÇdan at samlingens vÄgt vokser med en hastighed der er 
proportional med samlingens vÄgt, og proportionalitetskonstanten er  0,02 .  PÇ et tidspunkt 
begynder samlingen at blive spist med en hastighed pÇ 1,4 gram pr. dÅgn.
IndfÅr passende variable, og opstil en differentialligning der beskriver hvordan samlingens 
vÄgt nu Ändrer sig med tiden.

Besvarelse
x = tiden mÇlt i dÅgn. y = samlingens vÄgt mÇlt i gram.   Celledelingen fÇr vÄgten til at stige 
med hastigheden  0,02y gram pr. dÅgn. Herfra skal trÄkkes 1,4 gram pr. dÅgn.

4,102,0  y
dx
dy

13.   Opstil differentialligning. Eksempel 2.
Opgave

I hvert punkt pÇ grafen for en funktion  f er der en tangent. Tangentens hÄldningskoefficient 
er proportional med punktets y-koordinat. Proportionalitetskonstanten er  0,8 .
Opstil en differentialligning der har  f som lÅsning.

Besvarelse
TangenthÄldningen )(xf  i et grafpunkt ),( )(xfx er lig  )(8,0 xf ,  sÇ  f er lÅsning til 
differentialligningen

)(8,0)( xfxf 

kktp t  e)2()(

Brug to forskellige punkter 
(0 , 2) og (1 , 1,5)
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14.   Logistisk differentialligning
14a Vi opstiller en differentialligning

For en population af dyr er )(tN antallet af dyr pÇ tidspunktet t uger.

Det er oplyst at populationen vokser sÇdan at

vÄksthastigheden er proportional med
produktet af antallet og differensen mellem 300 og antallet

Ud fra (1) kan vi  opstille en differentialligning:

(2) )300( NNkN 

14b Vi finder proportionalitetskonstanten
Det er oplyst at

vÄksthastigheden er 20 pÇ det tidspunkt hvor  antallet er 100
dvs.
(3) 20N nÇr  100N

Ud fra (2) og (3) kan vi  finde proportionalitetskonstanten k :

)100300(10020  k
001,0k

Antallet )(tN er altsÇ en lÅsning til differentialligningen

(4) )300(001,0 NNN 

14c Hvad er en logistisk differentialligning?
Differentialligning (4) er af typen

)( yMyky 

En differentialligning af denne type kaldes en logistisk differentialligning.

14d Hvordan Ändres vÄksthastigheden?
Af (4) fÇr vi:

NÇr 30N er 1,8N
NÇr 70N er 1,16N

NÇr antallet er 70, sÇ vokser det altsÇ
hurtigere end nÇr det er 30.
Grunden er at

sÅ lÄnge der er god plads, gÄlder
at nÅr der er flere dyr,
vil der komme flere unger.

Af (4) fÇr vi:
NÇr 260N er 4,10N

NÇr antallet er 260, sÇ vokser det altsÇ langsommere end nÇr det er 70. Grunden er at

nÅr der er mange dyr, er der mindre plads pr. dyr,
og sÅ kommer der ikke sÅ mange unger.

)1(

Sk�rmbillede fra TI-Nspire

Se figur

Se figur

N '  =  vÄksthastigheden
N =  antallet
300 – N =  differensen mellem

300 og antallet
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14e Hvor stor er populationen nÅr den vokser hurtigst?
Vi vil finde ud af hvor stort antallet N er nÇr vÄksthastigheden er stÅrst. Vi skal altsÇ finde 
ud af hvad N skal vÄre for at fÅlgende udtryk er stÅrst:

2001,03,0)300(001,0)( NNNNNhast 

Vi fÇr   NNhast '  002,03,0)( sÇ   0)( Nhast ' netop nÇr 150N .

Da  1,0)100( 'hast og  1,0)200( 'hast ,
er  hast voksende i intervallet  150N og 
aftagende i intervallet  N150 ,  sÇ stÅrste
vÄksthastighed er  5,22)150( hast .

NÅr antallet af dyr er 150,
er vÄksthastigheden stÇrst.
Den stÇrste vÄksthastighed er 22,5

14f Vi finder forskrifter for lÇsningerne til 
differentialligningen
I formelsamlingen stÇr at funktionerne

(5) tkMc
My 


e1

er lÅsning til )( yMyky 

Af (5) fÇr vi at funktionerne

(6) tc
tN


 3,0e1

300)( er lÅsning til )300(001,0 NNN 

14g Vi finder den af lÇsningerne der passer med populationen
Det er oplyst at til tiden 0t er antallet 10N .

Dette indsÄtter vi i (6) og fÇr    03,0e1
30010




c
dvs.  

c


1
30010 sÇ    29c .

Antallet af dyr er altsÇ fastlagt ved

(7) ttN


 3,0e291
300)(

14h Hvad sker der med antallet i det lange lÇb?

Da t 3,0e29 er eksponentielt aftagende, er

0e29 3,0   t nÇr  t er stor
sÇ af (7) ser vi at

300)( tN nÇr  t er stor

AltsÇ er  300  den Åvre grÄnse for hvor mange
dyr der er plads til.  Tallet  300  kaldes
bÄreevnen.

For en logistisk funktion  y hvor )( yMyky  , er  M den Åvre grÄnse for  y ,
og 2

M er stÅrrelsen af  y nÇr  y er stÅrst.

Se figur

Se figur

Sk�rmbillede fra TI-Nspire

Sk�rmbillede fra TI-Nspire
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15.  Beviser

15a  HjÄlpesÄtning:   xkxk k' ee 

Bevis: For xke er den ydre funktion )(e , og den indre er xk .
Differentialkvotienten af den ydre er )(e , og differentialkvotienten af den indre er k ,
sÇ differentialkvotienten af den sammensatte funktion er   xkxkxk kk' eee )(  .

15b  SÄtning
LÅsningerne til differentialligningen

yky 

er funktionerne 
xkcxy e)( 

BemÄrk at

pÇ  k's plads i denne forskrift skal stÇ det tal der stÇr pÇ k's plads i differentialligningen
og at

uanset hvilket tal vi skriver pÇ c's plads, sÇ fÇr vi en lÅsning.
Det er altsÇ uendelig mange lÅsninger.

1. del af beviset for sÄtningen

For en funktion )(xy med egenskaben yky  er

   xky e  xkxk kyy   ee regel for at differentiere produkt 

 xkxk kyyk   ee da vi forudsatte at  yky 

0

Da xky  e differentieret giver 0, mÇ xky  e vÄre lig en konstant:

cy xk  e

Vi ganger begge denne lignings sider med xke og fÇr
xkcy e

da 1eeee 0   xkxkxkxk .

Konklusion: Hvis en funktion )(xy har egenskaben yky 
sÇ har denne funktion en forskrift af typen

xkcxy e)(  hvor c er et tal.

2. del af beviset for sÄtningen

Vi indsÄtter  xkc e for  y i ligningen yky  og fÇr

  xkxk ckc ee 

Venstre side af ligningen giver xkkc e .  Ligningen passer.

Konklusion: Funktionerne  xkcxy e)(  har egenskaben  yky  .
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