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1. Oplag til differentialligninger.

En plantes hgjde y vokser sadan at der pa ethvert tidspunkt ¢ gaelder at
hojdens vaeksthastighed = hejden

Dette kan vi skrive med symboler sédan:
yi=y < Her har vi opstillet en differentialligning.

Vi kan ogsé udtrykke dette ved at sige at 1 hvert punkt pa grafen er

tangenthaldningen = y-koordinaten

Ligningen ' = y er et eksempel pa en differentialligning.

For funktionen f(x)=4e" gelderat f'(x)=4e",sd
f(x) opfylder betingelsen y" = y for hvert x .

Dette udtrykker vi ved at sige at

f(x) er en losning til differentialligningen

eller at
f(x) tilfredsstiller differentialligningen

Vi ser at funktionen f(x)=—e* ogsé er en losning.

Vi ser at differentialligningen har mange losninger.

Symbolet % betyder det samme som )’
X

Differentialligningen
Y=y
kan ogsa skrives sadan:

dy _
dx

eller sddan:

S')=r) .

y

2. Hvad er en differentialligning?

En ligning er en differentialligning hvis

den ubekendte er en funktion

0g
funktionens differentialkvotient indgér

En funktion er lesning til en differentialligning hvis

funktionen opfylder differentialligningen for hvert x i funktionens definitionsmangde.
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3. Undersgg om funktion er lgsning til differentialligning.
Gor rede for at funktion er losning til differentialligning.
Eksempel 1.

Opgave

Undersog om funktionen f(x)= x> +x eren losning til differentialligningen

y’—2y:1—2x2 .
Besvarelse

Viindsetter f(x)=x>+x for y i y—-2y=1-2x% :
(x* +x) =2(x* +x)=1-2x>
2x+1-(2x% +2x)=1-2x2
2x+1-2x% —2x=1-2x"
1-2x% =1-2x

Da dette er sandt, geelder: f er losning til differentialligningen

4. Underspg om funktion er losning til differentialligning.
Gor rede for at funktion er losning til differentialligning.
Eksempel 2.

Opgave
Underspg om funktionen f(x)=x’-Inx+x er en losning til differentialligningen
dy _2y
E = +x-—1
Besvarelse
. 2 .dy 2y
Viindsetter f(x)=x"-Inx+x for y 1 —=—+x—-1 :
dx x
2.
(xz-lnx+x)':w+x—l
2x-lnx+x2-%+1:M+x—l

2x Inx+x+1=2(x-Inx+1)+x-1
2xInx+x+1=2xInx+2+x—-1

2x-Inx+x+1=2x-lnx+x+1

Da dette er sandt, geelder: f er losning til differentialligningen
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5. Bestem ligning for tangent nar differentialligning er givet.

Opgave
En funktion f er losning til differentialligningen
dy _ >
o Y

og grafen for f gar gennem punktet P(3,7) .

Bestem en ligning for tangenten til grafen for f i punktet P .

Besvarelse

I punktet (x;,y;) =(3,7) er tangentheldningen

dy 2
=Y 32 729
“ dx

Tangenteni P :
y=alx—x)+y
y=2(x-3)+7

y=2x+1

6. Eksempel pa brug af oplysningen 1 differentialligningen.

Opgave
En funktion f er defineret for ethvert tal x og er losning til differentialligningen
dy _2x+l1
dx y2+l .

Gor rede for at f* har et minimum.

Besvarelse

2x+1

y2+1'

I ethvert punkt (x,y) pé grafen for f er tangentheldningen

Dette tal har samme fortegn som 2x+1 ,

for y2 +1 er altid positivt da et tal i anden ikke kan vere negativt.

2x+1=0 har lesningen x:—%.

For x=-1 er 2x+1=-1, ogfor x=0 er 2x+1=1.

Tangenthaldningen er altsd negativ for x < —% og positiv for —% <x ,sd

f er aftagende i intervallet x < —% og voksende i intervallet — % <x.

Heraf folger at f/ har minimum for x =-

N |—
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7. Bestem vaksthastighed ud fra differentialligning. Eksempel 1.

Opgave
Udviklingen i et dyrs vaegt kan beskrives ved differentialligningen

%+0,028y=16,2 , 0<¢<9

hvor ¢ er tiden malt i uger, og y er dyrets vaeegt malt i gram.

Bestem vaksthastigheden pa det tidspunkt hvor dyrets vaegt er 180 gram.

Besvarelse
Viindsetter 180 for y i differentialligningen:
d_y+ 0,028-180=16,2
dt
@ _ 16,2 —-0,028-180
dt

dy =1116
dt

Nér dyrets vaegt er 180 gram, er vaksthastigheden 11,2 gram pr.uge .

Ovenfor lgste vi en ligning ved at treekke samme tal fra begge sider. Hvis vi 1 stedet vil bruge

solve, kan vi taste solve(ym+0.028- 180216.2,ym)

8. Bestem vaksthastighed ud fra differentialligning. Eksempel 2.

Opgave
En plantes hejde er en funktion af tiden der opfylder differentialligningen

dh _ 0,026-0,93" - h
dt

hvor 4 er hgjden mélt i mm, og ¢ er tidspunktet malt i dogn.
Det oplyses at 2(1)=3.

Bestem vaksthastigheden til tidspunktet # =1 .
Besvarelse

Viindsetter 1 for ¢ og 3 for & i differentialligningen:

dh _ 0,026-0,93! .3
dt

dh =0,07254
dt

Til tidspunktet # =1 er vaeksthastigheden 0,073 mm pr. degn .
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9. Bestem lgsningerne til en differentialligning.

Opgave
Bestem forskrift for lasningerne til differentialligningen y'=y—13 .

Besvarelse

Nspire lgser ligningen mht. funktionen y og far losningerne  y=c-e*+1,3 .

Vi tastede deSolve(y‘=y—1.3,x,y) .

I stedet for ¢ skriver Nspire c/ eller c2 eller ¢3 osv.

Narvii y=c-e'+1,3 erstatter ¢ med et bestemt tal, fir vi én af losningerne.

Hvis vived at y(2)=5, dvs. at punktet (2,5) ligger pa grafen, s kan vi bestemme c .
Dette kan vi gore med metoden fra ramme 10, men vi kan ogsd blot sette 2 og 5 ind for x og y
i y=c-e"+13 oglese mht. c:

3,7

5=c-e’+13 hvoraf c="-=0500741 .
(]

Losningen hvor y(2)=35, eraltsd y=0,50-¢*+1,3 .

10. Bestem en losning til en differentialligning
nar én funktionsverdi (&t grafpunkt) er givet.

Opgave
En funktion /4 er losning til differentialligningen
dh =0,25(h —x)
dx

og grafen for 4 gir gennem punktet (2,1,6).
Bestem en forskrift for 4.
Besvarelse

Nspire bestemmer forskriften for den lgsning til % =0,25(h—x) hvor h(2)=1,6 og far
X
h(x) = =2,67-1,284" + x + 4

‘ Samme bogstav x for h ‘

;
Vi tastede deSolve(k'=O.25- (h—x) and h(2)=1.6,x,h).
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11. Bestem en lgsning til en differentialligning
nar to funktionsvardier (to grafpunkter) er givet.

Opgave
En funktion p er losning til differentialligningen
dp
—=k-p.
a7

Det oplysesatnar t=0 erp=2,o0gatndrt=1er p=15 .
Bestem en forskrift for p .

Besvarelse
Nspire bestemmer en forskrift for den lesning p til % =k—p hvor p(0)=2, og far
p()=Q2-k)-e'+k
Da p()=15, er (2—k)-e '+k=15.
Nspire lgser denne ligning mht. k og far £ =1,21 .

Den sogte forskrift er altsd  p(r) = (2-1,21)-e”'+1,21 , dvs. Brug to forskellige punkter
p(t) = 0,79-e7'+121 . ©,2)ogd, 1)

N :

Vi tastede deSolve(p'Zk—p and p(0)=2,t,p) og solve((2—k)° e_1+k:1.5,k)

12. Opstil differentialligning. Eksempel 1.

Opgave
En samling celler deler sig sddan at samlingens vagt vokser med en hastighed der er
proportional med samlingens vagt, og proportionalitetskonstanten er 0,02 . Pa et tidspunkt
begynder samlingen at blive spist med en hastighed pd 1,4 gram pr. degn.
Indfer passende variable, og opstil en differentialligning der beskriver hvordan samlingens
vaegt nu @ndrer sig med tiden.

Besvarelse
x =tiden malt 1 degn. y = samlingens vegt maltigram. Celledelingen fir vagten til at stige
med hastigheden 0,02y gram pr. degn. Herfra skal treekkes 1,4 gram pr. dogn.

D _002y-14
dx

13. Opstil differentialligning. Eksempel 2.

Opgave
I hvert punkt pd grafen for en funktion f er der en tangent. Tangentens haldningskoefficient

er proportional med punktets y-koordinat. Proportionalitetskonstanten er 0,8 .
Opstil en differentialligning der har f som legsning.

Besvarelse
Tangenthaldningen f’(x) iet grafpunkt (x, f(x)) erlig 0,8-f(x) , sa f er losning til
differentialligningen

J'(x)=038/(x)
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14a

14. Logistisk differentialligning

Vi opstiller en differentiallicning

14b

For en population af dyr er N(¢) antallet af dyr pé tidspunktet ¢ uger.

Det er oplyst at populationen vokser sadan at

) veeksthastigheden

er proportional med

produktet af antallet og differensen mellem 300 og antallet

Ud fra (1) kan vi opstille en differentialligning:

2) N'=k-N-(300 - N)

Vi finder proportionalitetskonstanten

14¢

Det er oplyst at

l\l = veeksthastigheden
N = antallet

300N = differensen mellem
300 og antallet

veeksthastigheden er 20 pa det tidspunkt hvor antallet er 100

dvs.
3) N'=20 nar N=100

Ud fra (2) og (3) kan vi finde proportionalitetskonstanten £ :

20 =k-100-(300—100)
k =0,001

Antallet N(#) er altsé en losning til differentialligningen

4)  N'=0,001-N-(300—N)

Hvad er en logistisk differentiallicning?

14d

Differentialligning (4) er af typen
y=k-y-(M-y)

En differentialligning af denne type kaldes en logistisk differentialligning.

Hvordan sendres vaeksthasticheden?

Af (4) far vi:
Néar N =30 er N'=8,1

Nar antallet er 70, sa vokser det altsa
hurtigere end nar det er 30.
Grunden er at

sd leenge der er god plads, geelder
at nar der er flere dyr,
vil der komme flere unger.

Af (4) far vi:
Nar N =260 er N'=10,4

haidk=10.4

11 ]| IS Mg

y L

£ haldi=16 .1
oo L " 4
70| ,,,,,,/.—"hcefdk=8.1
30} Uger
=, 3
E | ¥ 10

Skaermbillede fra TI-Nspire

Nér antallet er 260, sd vokser det altsd langsommere end nar det er 70. Grunden er at

ndr der er mange dyr, er der mindre plads pr. dyr,

og sd kommer der ikke sa mange unger.
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14e Hvor stor er populationen nar den vokser hurtigst?

Vi vil finde ud af hvor stort antallet N er nar vaksthastigheden er storst. Vi skal altsa finde
ud af hvad N skal vare for at folgende udtryk er storst:

hast(N) = 0,001-N-(300— N) = 0,3-N —0,001-N'2

Vifar hast'(N) = 0,3-0,002-N sa hast'(N) = 0 netopnar N =150 .
Da hast'(100)= 0,1 og hast'(200) = —0,1 ,

. MAntal A -
er hast voksende i intervallet N <150 og I ‘ heeldk=22.5
aftagende i intervallet 150 < N, si storste M)
vaeksthastighed er hast(150) = 22,5 .
Nar antallet af dyr er 150, -
‘Se figur er veeksthastigheden storst. !
Den storste veeksthastighed er 22,5 100 ¢
14f Vi finder forskrifter for lesningerne til e Uger.
differentialligningen > ’

. . . Skeermbillede fra TI-Nspire
I formelsamlingen star at funktionerne P

M S
(5) y=——"——— erlosningtil ' =k-y-(M-y)
1+ ce MM

Af (5) far vi at funktionerne

300

©) N = ——

er losning til N' = 0,001-N-(300-N)
I+ce

14g Vi finder den af lesningerne der passer med populationen

Det er oplyst at til tiden # =0 er antallet N =10.
300 300

Dette indseatter vii (6) og far 10 = ———— dvs. 10 = sa ¢=29.
1+ce %30 l+c
Antallet af dyr er altsa fastlagt ved

300

(7 NO) = ——357
1429703

14h Hvad sker der med antallet i det lange lob?

Da 29 ¥ er eksponentielt aftagende, er

293" ~ 0 nar ¢ erstor
sé af (7) ser vi at
N(t) ~ 300 nér ¢ erstor Sefigur 1001

Altsd er 300 den gvre grense for hvor mange
dyr der er plads til. Tallet 300 kaldes ";"'""
beereevnen. ) Skaermbillede fra TI-Nspire

Uger

For en logistisk funktion y hvor y' = k-y-(M —y), er M den eovre grense for y,

og % er storrelsen af y nar )’ er storst.
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15. Beviser

15a Hjzelpeszetning: (ek")' = ke

¥ er den ydre funktion el ), og den indre er kx .

Bevis: For e
Differentialkvotienten af den ydre er el ) , og differentialkvotienten af den indre er £,

s differentialkvotienten af den sammensatte funktion er (ekx) = " .k = ke,

15b_Satning

Losningerne til differentialligningen
y' = ky

er funktionerne

y(x) = cekx

Bemeark at

pa k's plads 1 denne forskrift skal sta det tal der star pa k's plads 1 differentialligningen
og at

uanset hvilket tal vi skriver pd c's plads, s far vi en losning.

Det er altsd uendelig mange losninger.

1. del af beviset for s@tningen

For en funktion y(x) med egenskaben ' =ky er

(y ek x)’ = y.et 4y, (—k e k¥ ) regel for at differentiere produkt
= ky-e* 4+ y-(—ke_kx) da vi forudsatte at ' =ky
= 0
Da y- ¢ ¥ differentieret giver 0, mé y- e vere lig en konstant:
ye = ¢
Vi ganger begge denne lignings sider med ek~ og far
y = cel?

Konklusion: Huvis en funktion y(x) har egenskaben y' =ky
sa har denne funktion en forskrift af typen

y(x) = ce* hvor ¢ er et tal.

2. del af beviset for setningen

Vi indsetter ce*™ for y 1iligningen y' = ky og far
(cekx) = kcel”
Venstre side af ligningen giver ck kv Ligningen passer.

Konklusion: Funktionerne y(x) = ce®™ har egenskaben y' = ky .
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