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1. Hvad er en differentialligning?

la. Oplag til differentialligninger.

En plantes hojde y vokser sddan at der pa ethvert tidspunkt ¢ galder at

hgjdes vaeksthastighed = hgjde

Dette kan vi skrive med symboler sédan:

!

y =Y < Her har vi opstillet en differentialligning.
Vi kan ogsé udtrykke dette ved at sige at i hvert punkt pa grafen er

tangentheeldning = y-koordinat

Ligningen ' = y er et eksempel pa en differentialligning.  De fleste differentialligninger er mere indviklede.

For funktionen f(x)=4e" gelderat f'(x)=4e",sd
f(x) opfylder betingelsen y'=y for hvert x.
Dette udtrykker vi ved at sige at

f(x) er en losning til differentialligningen
eller at
f(x) tilfredsstiller differentialligningen

Vi ser at funktionen f(x)=—e" ogsé er en lgsning.

Vi ser at differentialligningen har mange losninger.

Symbolet % betyder det samme som )’
X

Differentialligningen
Y=y
kan ogsa skrives sadan:

dy _
dx

eller sadan:

S 0=f(x) .

y

1b. Hvad er en differentialligning?

En ligning er en differentialligning hvis

den ubekendte er en funktion

0g
funktionens differentialkvotient indgér

En funktion er lesning til en differentialligning hvis

funktionen opfylder differentialligningen for hvert x i funktionens definitionsmangde.
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2. Kontrol af lesning til differentialligning

2a. Undersgg om funktion er lgsning til differentialligning.
Ger rede for at funktion er lgsning til differentialligning.
Eksempel 1.

Opgave
Undersog om funktionen f(x) = x> +x eren losning til differentialligningen

Forskriften forteeller at i hvert grafpunkt far man y-koordinat ved at
/ oplafte x-koordinat til anden og lsegge x-koordinat til resultatet.

Ligningen kraever for hvert grafpunkt at nar
y-koordinat gange 2 treekkes fra tangenthaeldning

skal det give samme tal som nar

Besvarelse x-koordinat i anden gange 2 treekkes fra 1.

Y —2y=1-2x> . <

Viindsatter f(x)=x*+x for y i y'—2y=1-2x*:

(F+x) =207 +x)=1-2x"
2x+1-(2x% +2x) =1-2x7
2x+1-2x2 = 2x =1-2x?
1-2x? =1-2x%

Da dette er sandt, gaelder: f er losning til differentialligningen y'—2y =1— 2x% .

2b. Undersgg om funktion er lgsning til differentialligning.
Gor rede for at funktion er losning til differentialligning.
Eksempel 2.

o Forskriften forteeller at i hvert grafpunkt far man y-koordinat
2pgave / ved at indseette x-koordinat i forskrift og regne ud.

Undersog om funktionen f(x)=x?-Inx+x er en losning til differentialligningen

dy 2y Ligningen kreever for hvert grafpunkt at
—=——+x—-1. <— tangenthzldning

dx  x skal veere det tal man far nar man
Besvarelse indseetter x-koordinat og y-koordinat i hgjre side og regner ud
.. . 2
Vi indsatter f(x)=x>Inx+x for y i d—yz—y+x—l :
dx x
2,
(x2~lnx+x)':w+x—l
2x(x-1 1
2x-lnx+x2-%+1:M+x—l
2x-Inx+x+1=2(x-Inx+1)+x—-1
2x-Inx+x+1=2xInx+2+x-1
2x-Inx+x+1=2x-Inx+x+1
Da dette er sandt, gelder: f er losning til differentialligningen % = 27)/ +x-1.
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3. Bruge oplysningen i differentialligning

3a. Bestem ligning for tangent nar differentialligning er givet.

Opgave
En funktion f er lesning til differentialligningen
dy b Ligningen forteeller at i ethvert grafpunkt far vi
E =X =y tangenthaeldningen dg)%nér vi oplgfter x-koordinaten
til anden og treekker y-koordinaten fra resultatet.

og grafen for f gér gennem punktet P(3,7) .
Bestem en ligning for tangenten til grafen for f i punktet P .

Besvarelse

For en losning til differentialligningen

galder at 1 punktet (x7,);)=(3,7) er tangenthaldningen
a = % =32-7 =2 (Vi har indsat 3 og 7 for x og y i hejre side af %:xz -y ).
X

Ligning for tangenti1 P(3,7):
y=a(x=x)+x
y=2(x-3)+7
y=2x+1

3b. Eksempel pa brug af oplysningen 1 differentialligningen.

Opgave
En funktion f er defineret for ethvert tal x og er losning til differentialligningen
d_y _ 2x+1 Ligningen forteeller at i ethvert grafpunkt er tangenthaeldningen %}%det tal vi
dx y2+ 1 ’ far ved at udregne hgjresiden efter at have indsat grafpunktets koordinater.

Gor rede for at f har et minimum.

Besvarelse

2x+1

y2+1.

I ethvert punkt (x,y) pa grafen for f er tangenthaldningen

Dette tal har samme fortegn som 2x +1 ,

for y2 +1 er altid positivt da et tal i anden ikke kan vere negativt.

2x+1=0 har lesningen x=—%.
For x=—-1 er 2x+1=-1, ogfor x=0 er 2x+1=1.

Tangenthaldningen er altsd negativ for x < —% og positiv for —% <Xx ,sa

f er aftagende i intervallet x < —% og voksende 1 intervallet —% <x.

Heraf folger at f/ har minimum for x = —% .
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3c. Bestem vaksthastighed ud fra differentialligning. Eksempel 1.

Opgave
Udviklingen i et dyrs vaegt kan beskrives ved differentialligningen

Ligningen forteeller at pa ethvert tidspunkt
mellem 0 og 9 geelder:

. 0q, - ot . Nar veeksthastigheden a% leegges sammen
hvor ¢ er tiden malt i uger, og y er dyrets vagt mélt i gram. |4 0,028 gange veegten, s far man 16,2,

%+0,028y=16,2 , 0<¢<9

Bestem vaksthastigheden pa det tidspunkt hvor dyrets vaegt er 180 gram.

Besvarelse

Viindsetter 180 for y i differentialligningen:

d
?y +0,028-180=16,2 Nar vi indseetter en konstant for y, sa skal vi bevare y i dy .
t

@ =16,2-0,028-180
dt

d—y:11,16
dt

Nér dyrets vaegt er 180 gram, er vaeksthastigheden 11,2 gram pr.uge .

Ovenfor lgste vi en ligning ved at treekke samme tal fra begge sider. Hvis vi 1 stedet vil bruge
solve, kan vi taste solve(ym+0.028- 180216.2,ym)

3d. Bestem vaksthastighed ud fra differentialligning. Eksempel 2.

Opgave
En plantes hejde er en funktion af tiden der opfylder differentialligningen

@ _ 0,026-0,93t A L.igningen fortaelle.r atvi fér vaeksthastighedenﬂ % nar vi udregner hgjre
side efter at have indsat tidspunkt og hgjde pa t's og h's pladser.

hvor % er hegjden malt i mm, og ¢ er tidspunktet mélt i degn.
Det oplyses at (1) =3.

Bestem vaksthastigheden til tidspunktet # =1 .

Besvarelse

Viindsetter 1 for ¢ og 3 for & i differentialligningen:

dh_ 0,026-0,93" -3
dt

dh =0,07254
dt

Til tidspunktet # =1 er vaeksthastigheden 0,073 mm pr. degn .
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4. Bestemme losning til differentialligning

4a. Bestem lgsningerne til en differentialligning.

4b Opgave Bestem forskrift for losningerne til differentialligningen y'=y—13 .

Besvarelse

Nspire loser ligningen )’ = y —1,3 mht. funktionen y og far lesningerne  y=c-e*+13 .

deSolve(y'=y—1.3,x,y) » y=cl* e +1.3

Bemarkning I stedet for ¢ skriver Nspire ¢/ eller ¢2 eller ¢3 osv.

4c De enkelte losninger

I besvarelsen ovenfor fandt vi at lesningerne til y'=y—1,3 er y = c-¢ +1,3.
Nérvii y=c-e*+1,3 erstatter ¢ med et bestemt tal, fir vi én af lgsningerne.

Hvis vived at y(2)=5, dvs. at punktet (2,5) ligger pa grafen, sa kan vi bestemme c .
Dette kan vi gore med metoden fra ramme 10, men vi kan ogsé blot sette 2 og 5 ind for x
og yi y=c-e"+13 oglese mht. c:
_5-13
)

Losningen hvor y(2)=5, eraltsi y = 0,50-¢" +1,3. Pa tilsvarende made far vi:

5=c-e’+13 hvoraf ¢ =0,500741 .

Losningen hvor »(2)=3, er y=0,23¢+1,3.

4d. Bestem en losning til en differentialligning
nar en funktionsverdi (ét grafpunkt) er givet.

Opgave
En funktion /4 er losning til differentialligningen
dh _ 0,25(h —x)
dx

og grafen for 4 gar gennem punktet (2, 1,6).
Bestem en forskrift for 4.
Besvarelse
Nspire bestemmer forskriften for den lgsning til % =0,25(h—x) hvor h(2)=1,6 og fér
h(x) = =2,67-1,284" + x + 4

‘Samme bogstav‘ ‘x for h ‘

deSolve(=0.25- (=) and h(2)=1.6.x,1) » h=-2.66873- (1.28403) +x+4.

| stedet kunne vi have startet med at finde alle Igsninger (se 4b).
g Derefter kunne vi have bestemt den af lgsningerne hvor h(2)=1,6 (se 4c).
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4e. Bestem en losning til en differentialligning
nar to funktionsveardier (to grafpunkter) er givet.

Opgave
En funktion p er losning til differentialligningen
d
P - D .
dt
Detoplysesatndr t=0 erp=2,o0gatnartr=1er p=15 .
Bestem en forskrift for p. BEMARK: Vi bruger kun det ene af de to oplyste grafpunkter.
Besvarelse Nar vi har fundet forskriften, bruger vi det andet puEkt til at bestemme k.

Nspire bestemmer en forskrift for den lesning p til % =k—p hvor p(0)=2, og far
p()=2-k)-e'+k

Da p()=1,5, er 2—k)-e '+k=15.

Nspire loser ligningen (2 -k)- e l+k =15 mht. k og far k=121 .

Den sogte forskrift er altsd p(f) = (2—-1,21)-e "+ 1,21 , dvs.

_ Lot Brug to forskellige punkter
p(t) = 0.79 GHQ og (1,15 .
, l et 1
deSolvelp'=k p and pl0}=2,tp) » p=2 K- +k solvel2-k-e ~+k=1.5 » k1.20901

S. Opstille differentialligning.

Sa. Opgave
Pé en skeerm er et stort kvadrat med arealet 500 .
Inden 1 det store kvadrat er et lille kvadrat med siden s.
Den hastighed hvormed det lille kvadrats side vokser pé tidspunktet ¢,
er proportional med forskellen pé det store kvadrats areal og det lille kvadrats areal.
Proportionalitetskonstanten er 0,00792 .

Opstil en differentialligning der har s(¢) som lgsning.
Besvarelse

s = lille kvadrats side

500—.'5.'2 = farskel pa stort og lille kvadrats areal

s' = hastighed hvormed s vokser

s’ er proportional med forskel, dvs.
s' er kostant forskel. Konstanten er 0,00792 , sa
s’ = 0.00792 .;:500—54 ) Jeg har brugt farver til at pege pa det der er det

samme. Du skal ikke bruge farver til eksamen.

Differentialligningen som har s(t) som lgsning, kan skrives pa flere mader, f.eks.

s'=0,00792 * (500-s%) eller s{f)=0,00792 - (500-s()°) eller ? =0,00792 - (500-5°)
t

’Til eksamen skal du kun skrive én af de tre ligninger. ‘
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6. Logistisk differentialligning

6a. Vi opstiller en differentialligning
For en population af dyr er N(¢) antallet af dyr pa tidspunktet ¢ uger.
Det er oplyst at populationen vokser sadan at
) veeksthastigheden  er proportional med
produktet af antallet og differensen mellem 300 og antallet
Ved at skrive (1) med symboler fér vi felgende differentialligning: N' = veeksthastigheden
(2) N' = k- N-(300 — N) <—Her star: det rade er proportional med detbla. N = antallet
300 - N = differens mellem
6b. Vi finder proportionalitetskonstanten 300 og antaliet
Det er oplyst at
veeksthastigheden er 20 pa det tidspunkt hvor antallet er 100
dvs.
3) N'=20 nar N =100
Ud fra (2) og (3) kan vi finde proportionalitetskonstanten £ :
N' =k-N-300- N)
20 = k-100-(300 —100)
k=0,001
Antallet N(z) er altsd en lgsning til differentialligningen
4) N'=0,001-N-(300—-N)
6c. Hvad er en logistisk differentialligning?
Differentialligning (4) er af typen
V=k-y-(M-y)
En differentialligning af denne type kaldes en logistisk differentialligning.
6d. Hvordan sendres vaeksthasticheden?
Af (4) far vi: .
Antal Aheildk=10.4
Nar N =30 er N'=8.1 . I ,"/ —
Nér N=70 er N'=16,1 e 1510 SRR, M)
Nar antallet er 70, sa vokser det altsa - *
hurtigere end nar det er 30. “ ,,»""”5"“"'@ 16.1
Grunden er at /
1001 4
sd leenge der er god plads, geelder O o hRldh=8. 1
at nar der er flere dyr, 30| . | . Uger
vil der komme flere unger-. 3% 0 ’ ' g
Af (4) far vi: Skaermbillede fra TI-Nspire

Nar N=260 er N'=10,4  Sefigur
Nér antallet er 260, s& vokser det altsd langsommere end nar det er 70. Grunden er at

ndr der er mange dyr, er der mindre plads pr. dyr,
og sd kommer der ikke sa mange unger.
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6e. Hvor stor er populationen ndr den vokser hurtigst?
Vi vil finde ud af hvor stort antallet N er nar vaksthastigheden er storst. Vi skal altsa finde
ud af hvad N skal vare for at folgende udtryk er storst:
hast(N) = 0,001-N-(300-N) = 0,3-N—0,001-N?
Vifar hast'(N) = 0,3-0,002-N sa hast'(N) = 0 netopnar N =150 .
Da hast'(100)= 0,1 og hast'(200)= -0,1 , N it
er hast voksende i intervallet N <150 og | Anta ‘;’ﬂ heldk=22.5
aftagende i intervallet 150< N, s4 sterste ' M)
vaeksthastighed er hast(150) = 22,5 .
Nar antallet af dyr er 150,
‘Se figur er veeksthastigheden storst. 150
Den storste veeksthastighed er 22,5 100 1
For en logistisk funktion y hvor Uver
V' =ky(M-y) — “
er % storrelsen af y nar ' er storst. ' Skeermbillede fra TI-Nspire
6f. Vi finder forskrifter for lesningerne til differentialligningen
I formelsamlingen star at funktionerne
6 vy = M er losning til v =k-y-(M-y)
1+ ce "M
Af (5) far vi at funktionerne
300 o ,
6) N@) = 037 er losning til N’ = 0,001-N-(300-N)
I+ce ™
6g. Vi finder den af lesningerne der passer med populationen
Det er oplyst at til tiden # =0 er antallet N =10.
Dette indsetter vii(6) og far 10 = _ 300 dvs. 10 = 300 s& ¢=29.
I+ ce 030 I+c
Antallet af dyr er altsa fastlagt ved
300
(7 NO) = ———37
1+29¢0
6h. Hvad sker der med antallet i det lange lob?
Da 29 ¥ er eksponentielt aftagende, er
297" ~ 0 nar ¢ erstor
sd af (7) ser vi at
N(t) ~ 300 ndr ¢ erstor Sefigur 100
Altsa er 300 den gvre graense for hvor mange Uger
dyr der er plads til. Tallet 300 kaldes ";""' 5
beereevnen. ' Skeermbillede fra TI-Nspire

For en logistisk funktion y hvor )" = k-y-(M —y), er M den evre granse for y .
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7. Beviser

7a. Hjzelpesatning: (ek")' = ke

¥ er den ydre funktion el ), og den indre er kx .

Bevis: For e
Differentialkvotienten af den ydre er el ), og differentialkvotienten af den indre er k.

Differentialkvotienten af e* er ydre differentieret (taget 1 indre) gange indre

differentieret: (ekx)' = e®.k = ke**. Hermed har vi bevist hjzlpesatningen.

7b. Szetning

Losningerne til differentialligningen
(1) ' =ky

er funktionerne

Q) (x) = cekx Pa K's plads i denne forskrift skal sta det tal der star pa k's plads i differentialligningen.
Y Uanset hvilket tal vi skriver pa c's plads, sa far vi en Igsning. Der er altsa uendelig mange lgsninger.

Forste del af beviset: Vi beviser at hvis en funktion er losning til (1), s& er den af typen (2).

Anden del af beviset: Vi beviser at alle funktioner af typen (2) er lgsninger til (1).

1. del af beviset for setningen

Hvis en funktion y(x) har egenskaben (1) er

(y ek ) = et 4y (—k ek ) regel for at differentiere produkt
= ky-e* 4+ y. (—k e_kx) da vi forudsatte (1)
= 0
Da y- e ¥ differentieret giver 0, ma y- e ¥ vaere lig en konstant:
y- e—kx = ¢

Vi ganger begge denne lignings sider med ekx og far
kx ekx .

y = ce da e e hxthr = g0 -

dvs. funktionen er af typen (2).

2. del af beviset for setningen

En vilkérlig funktion cek¥ af typen (2) indsatter vi for y iligningen ' = ky og far
(cekx) = kcel”
Venstre side af ligningen giver ckef*, dvs. ligningen passer, s

funktionen ce* har egenskaben (1).
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