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Differentialkvotient

1. Tangent og reringspunkt.

Pa figuren har vi tegnet grafen for en funktion f(x) "
og en ret linje /.
Linjen / er tangent til grafen i punktet P
fordi / er den linje gennem P som folger grafen ner P .
Den viste graf har kun ét punkt feelles med /.
Punktet P kaldes tangentens reringspunkt .
X
2. Funktionsvaerdi og differentialkvotient.
Pa figuren har vi tegnet grafen for en funktion f(x)
og tangenten i grafpunktet med x-koordinat 7 .
y :
Funktionsveerdien i » er lig a
v-koordinaten ¢ til grafpunktet med x-koordinat 7. 1
Differentialkvotienten i r er lig t 4 J
haldningskoefficienten a for tangenten
1 grafpunktet med x-koordinat r . /
Funktionsveerdien i » betegnes f(r) . f(r=t.
Differentialkvotienten i » betegnes f'(r) . f'(r)=a . : x

Symbolet f(r) lases: f af r.
Symbolet f'(r) lases: f marke af r.

Opgavetyperne i rammerne 13-16, 27-30 loses med folgende metode:

Skriv en ligning af en af typerne
f(m)=n celler f'(m)=p .

Brug ligningen til at bestemme m eller n eller p .
Denne metode indgdr som en del af opgavetyperne i mange af de andre rammer.
Bemerk:

Tallet pa m's plads er en x-veerdi .

Talletpa n's plads er en y-vaerdi.

Tallet pd p's plads er en tangenthaldning eller vaeksthastighed .
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3. Afles tallet f(r) pa figur.

Opgave
Aflees tallet f(4) pa figuren.

Sadan tenker vi

Der star 4 i parentesen, sa vi skal vi finde det punkt pa grafen
hvor x-koordinaten er 4.

Der stdr f( ), sé y-koordinaten er facit.

Besvarelse

f(4) = y-koordinat til grafpunkt med x-koordinat 4
f(4) = 3. Semarkering pa figur.

Husk
Naér vi aflaeser et tal pa en figur, skal vi skrive tallet pa
figuren der hvor vi har aflast det.
Hvis der ikke er plads, kan vi lave en pil fra tallet til det
sted hvor det er aflest.

4. Aflzs tallet f'(r) pa figur.

Opgave
Afles tallet 7'(4) pa figuren.

Sadan tenker vi
Der stér 4 1 parentesen, sa vi skal finde det punkt pd
grafen hvor x-koordinaten er 4.
Der star f'( ), satangenthaldningen er facit.

Besvarelse

f'(4) = haldningskoefficient for tangent / i
grafpunkt med x-koordinat 4.

Vi tegner /.
Vi afleser punkterne (4,3) og (6,7) pa /.
['s haeldningskoefficient er

7__3:2
6—4
sa

[ =2 .

6.7

£(4.3)
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5. Afl®s lgsninger til f(x)=t pa figur.

Opgave
Aflas losningerne til ligningen f(x) =6 pa figuren 7

Siadan tenker vi \ /
Derstar f( )=6, saviskal finde de punkter pa grafen
hvor y-koordinaten er 6 .
Der stér x 1 parentesen, sé facit er x-koordinaterne til de )
punkter vi har fundet.

Besvarelse y
Vi skal lose  f(x)=6 . \ [
f(x) ery-koordinaten til et grafpunkt. O AT ]'[
Vi finder de grafpunkter hvor y-koordinaten er 6 . \ /

Vi afleser x-koordinaten til hvert af disse punkter

og far 3 og 7. Se markeringen pd figuren.

Losningerne til f(x)=6 er x=3 eller x=7 . 3 ;

6. Afles losninger til f'(x)=s pa figur.

Opgave y
Afles losningerne til ligningen f'(x)=0 pa figuren. J

Sddan tenker vi \ /
Derstar f'( )=0, sa viskal finde de punkter pa
grafen hvor tangenthaldningen er 0 .

Der stér x 1 parentesen, sé facit er x-koordinaterne til
de punkter vi har fundet.

Besvarelse Y
Viskal lese f'(x)=0 . \ [r
f'(x) er tangenthaldningen i et grafpunkt.

Vi finder det grafpunkt hvor tangenthaldningen er 0. \ /

Vi afleser x-koordinaten til dette punkt og far 5 .

Se markeringen pé figuren.

Losningen til f'(x)=0 er x=5 . 5

Husk at tegne tangenten og skrive at det givne tal er denne linjes haldningskoefficient.
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7. Bestem f'(x) med Nspire.

For at fa Nspire til at

differentiere f(x) = mht. x
x+2

bruger vi skabelonen %{:’_’j) til at taste

Symbolet di kan IKKE skrives ved hjelp
X

af en brekstreg. Brug skabelonen %{ )

Skabelon-paletten far vi frem sadan:

d ([ x+1 . , 1 Lommeregner:
E[)sz ogfar  f'(x)= e Trykpa
Computer:
Klik pd [ og pd [ matematikskabeloner
Eksempel
Nar g(x) = x-In(x)
er g'(x) =In(x)+1 udregnet med Nspire < Husk at skrive dette!

Nspire: difr ln(x)) = 111(:f)+1
X

8. Reglerne for at bestemme f'(x) uden hjelpemidler.

8 k' = 0 nirkerenkonstant. feks. 4" = 0 og (ln(Z))l =0

8b (kx)' =k feks. x'=1 og (4x) =4

8c (x?) = g-x?! feks. (x*) = 4x3 og (x30) = —3,6x7*°

8d (e*) = e* eeretbestemttal (ligesom ). e~2,71828. e er pa Nspire, men er ikke den sedvanlige e-tast.
8e (ln(x))' = % Funktionen In(x) kaldes "den naturlige logaritmefunktion”. In er p& Nspire.

8f (k-f(x)) = k-f'(x) feks. (7x%) = 7-4x3 = 28x3 og (7In(x)) = 7-% = %
8g (f(0)+g(x) = f'()+g'(x)  feks.  (In(x)+4+7x4) = %+O+28x3 _ %+28x3
$h (f()-g) = f(x)-g'(x)  feks. (In(x)+4—-Tx*) = %+0—28x3 _ %—28x3

1

8i Da %:x_1 og \/}:x2 kan vi udregne (%)' og (\/})’ med reglen (x%) = a-x¢7!.

Pé naeste side er der flere eksempler vedrerende reglerne 8a-8i.
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9. Advarsler om regler fra ramme 8.

(@) er IKKE x-a*!

(x2 -eX) er IKKE 2x-e*

((1 —x)3), er IKKE 3(1-x)?

(1n(1+x2 )) er IKKE
1+x2

") er IKKE !t

0g

0g

0g

(4%) er IKKE x-4° .

)

((l—x)3), er IKKE 3(-1)2 .

2x
er IKKE — .
ex

(1n(l+x2)), er IKKE Lx

") er IKKE ¥ |

10. Eksempler pa brug af regel 8a-8h.

Over lighedstegnene star nummeret pé den regel der er anvendt. Et r betyder “reduktion”.

8c

8b
100 (32448 2 (2302 o+ () +(8) T —3(2) + (o) (8] Z -3204140 = —6x+1

s 5
10b  (2x-3+5In(x) = (2x) —(3) +(SIn() = (24) = (3f +5(Inx)) = 2-0+5L & 243
8c
10¢ (x2,4_ex) §h (x2,4) _(ex) 8d 2.4x14 _ X
&d

10d (20 +4e7) 2 (20 +(ae) ¥ 2(w3) rafer) & 2302 14ev L 2x? 4aer

11. Eksempel pa brug af regel 8i.

Opgave

En funktion f er givet ved f(x)= % ++/x .

Bestem f7(4).
Besvarelse

1
fx)=8-x""+x2
s

1_
f'(x)=8- (—l)x(_l)_1 +%x2 :

f'(x)=-8x"%+ %x_z
! _ 1 1.1
f(x)——8'7+§'x—%
()= =84+ 1
O

Heraf far vi
fAy—= -8, 1
f(4)= R
' _ =8 1
B =7+35
S @)= -5
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Tangent

12. Bestem ligning for tangent.

Opgave
Funktionen fer givet ved

f(xX)=x?-x+2 .

Bestem en ligning for tangenten til grafen for f i punktet (2, £(2)).

Besvarelse
fl(x)=2x-1
v-koordinaten til grafpunktet med x-koordinat x; =2 er
n=Ff2)=22-2+2=4

Tangentheldningen 1 grafpunktet med x-koordinat x; =2 er

a=f'2)=2-2-1=3
Tangenten i grafpunktet med x-koordinat x; =2 har ligningen

y=a(x—x1)+y Fra formelsamlingen:
y=3(x-2)+4 Linjen gennem punktet (x;,y1)
y=3x-6+4 med haldningskoefficienten a
y=3x-2 har ligningen
y=a(x—xi)tyr.

Tangenten til grafen for f i punktet (2, £(2))
har ligningen y =3x-2 .

13. Bestem punkt pd graf nar vi kender x-koordinat .

Opgave
En funktion f er givet ved

f(x)=x3-3x2.
Bestem y-koordinaten til det punkt pa grafen for f hvor x-koordinaten er 5 .
Bevarelse
f(5) er punktets y-koordinat:
f(5)=53-352=50

Det punkt pa grafen for f hvor x-koordinaten er 5, har y-koordinaten 50 .

Differentialregning for B-niveau i hf Side 6 2013 Karsten Juul



14. Bestem punkt pa graf nér vi kender y-koordinat .

Opgave
En funktion f er givet ved

f(x)=x3-3x2.
Bestem x-koordinaten til hvert af de punkter pd grafen for f hvor y-koordinaten er —4 .
Bevarelse
f(x) er punktets y-koordinat:
fw)=—4
x3-3x2=—4
Nspire lgser denne ligning mht. x og far

x=-1 eller x=2

De punkter pa grafen for f hvor y-koordinaten er —4 , har x-koordinaterne —1 og 2 .

15. Bestem punkt péd graf nir vi kender tangentheldning .

Opgave
En funktion f er givet ved

f(x)=x3-3x2.

Bestem koordinatsettet til hvert af de punkter pa grafen for /" hvor tangenthaldningen er 9 .

Bevarelse
f(x)=3x% —6x
f'(x) er tangenthaldningen i punktet:
f'(x)=9
3x% —6x=9
Nspire loser denne ligning mht. x og far

x=-1eller x=3
f(x) er punktets y-koordinat:
SED=(DP-3(-D2=—4 og f(3)=3'-332=0
De punkter pa grafen for f hvor tangentheldningen er 9, har koordinatsattene

(-1,-4) og (3,0) .
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16. Bestem tangenthaldning.

Opgave
En funktion g er givet ved

g(x) = %-x3 +3x .
Bestem tangenth@ldningen i graf-punktet med x-koordinat 1

Bevarelse
g'(x) = x2+3
g'(1) er tangenthaldningen i punktet:
g(1) =12+3 =4
Tangenthaldningen i graf-punktet med x-koordinat 1 er 4.

17. Har grafen en tangent med haldningskoefficienten a?

Opgave
En funktion g er givet ved
g(x) = %-x3 +3-x .
Er der et punkt pd g-grafen sa tangenten i dette punkt har haeldningskoefficienten 2 ?

Bevarelse
g'(x) er tangenthaldningen i punktet:
g'(x) = x2+3
Hvis tangenthaldningen er 2:
g'x) =2
x2+3 =2
x2 = -1
Dette er ikke opfyldt for noget tal x da et tal i anden aldrig er negativt.
Der er ikke et punkt pd grafen sa tangenten i dette punkt har haeldningskoefficienten 2.

18. Bestem f(xo) ud fra tangents ligning.

Opgave
Linjen [/: y=4x—1 ertangent til grafen for f i1 punktet med x-koordinat 7 .

Bestem f(7).

Bevarelse
f(7) er y-koordinaten til grafpunktet med x-koordinat 7 .

Da dette punkt ligger pd /, kan dets y-koordinat bestemmes af /'s ligning:

y=47-1
y=27
Dvs. f(7)=27
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19. Bestem reringspunkt for tangent.

Opgave
Linjen /: y=9x+17 er tangent til grafen for funktionen f(x)=x>-3x+1 .
Bestem koordinatsettet til reringspunktet.
Besvarelse
f'(x)=3x2-3
I reringspunktet skal f-grafens tangenthaldning f'(x) veere lig
['s haldningskoefficient som er 9:

f'(x)=9
3x2-3=9

Nspire lgser denne ligning mht. x og far
x=-2 eller x=2

Hvis x=2 er
y-koordinat pd f-graf lig f(2) = 23-3.241 =3
y-koordinat pa /lig y =92+17 = 35

sd y-koordinaterne er ikke ens,

sé grafpunkt med x-koordinat 2 er ikke roringspunkt.

Hvis x=-2 er
y-koordinat pa f-graf lig f(-2) = (—2)3— 3(-2)+1 = -1
y-koordinat pd /lig y =9(2)+17 = -1

sd& y-koordinaterne er ens, og vi vidste i forvejen at tangentheldningerne er ens,

sa grafpunkt med x-koordinat —2 er reringspunkt.

Koordinatsattet til reringspunktet er (-2, -1) .
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20. Er linjen tangent?

En linje er tangent til grafen for en funktion 1 et punkt netop hvis der bade gaelder at
y-koordinat er ens

0g
tangenthaeldning er ens.

Dette er vist pé de tre figurer.

y y y
y=ax+b y=ax+b
y=ax+b
o ) /)
f J(x)= f X)=
J() ax+b ax+b
x x x
x x x

y-koordinat er forskellig: f(x)#ax+b  y-koordinat er ens: f(x)=ax+b y-koordinat er ens: f(x) =ax+b
Tangenthzldning er ens: f'(x)=a Tangenthzldn. er forskellig: f'(x)#a  Tangenthzldning er ens: f'(x)=a
Linjen er ikke tangent. Linjen er ikke tangent. Linjen er tangent.
Opgave

Er linjen /: y=9x+17 tangent til grafen for funktionen f(x)=x>-3x+1?
Besvarelse

f'(x)=3x2-3

I reringspunktet skal f-grafens tangenthaldning f'(x) veere lig
['s haldningskoefficient som er 9:

f'(x)=9
3x2-3=9

Nspire lgser denne ligning mht. x og far
x=-2 eller x=2

Hvis x=2 er
y-koordinat pa fgraflig  f(2) = 2°-3-2+1 = 3
y-koordinat pa /lig y =92+17 = 35

sd& y-koordinaterne er ikke ens,
sé [ er ikke tangent 1 grafpunktet med x-koordinat 2.

Hvis x=-2 er
y-koordinat pa fgraflig — f(=2) = (=2)°=3(=2)+1 = -1
y-koordinat pd /lig vy =9(2)+17 = -1

sd y-koordinaterne er ens, og vi vidste i forvejen at tangenthaldningerne er ens,
sa [ er tangent i grafpunktet med x-koordinat 2.

Linjen / er tangent til grafen for f.
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Vaksthastighed

21. Fortolkning af f'(x) nar x ikke er tiden.

Opgave Fortolkning af /' nar x ikke er tiden.

Om et tegnet dyr pd skaermen geelder at
f(x) ==0,05x% +4x-30

hvor f(x) er dyrets hejde,
og x er dyrets leengde.

Bestem f'(20) , og ger rede for hvad ca. 2h

dette tal forteller om dyret. v
Besvarelse
f'(x)=-0,1x+4 udregnet med Nspire

Heri satter vi x lig 20:

£1(20)=—0,1-20 + 4 101

f(20)=2

Dette forteeller at nar dyrets leengde er 20

og vi legger et lille tal til leengden,

sé leegges ca. 2 gange dette tal til hgjden.

22. Fortolkning af f'(x) nir x er tiden.

Opgave Fortolkning af /" nar x er tiden.
Om et tegnet dyr pa skeermen gelder at

F(x) ==0,05x% +4x-30

hvor f(x) er dyrets hojde mélt i mm,
og x er tiden malt i minutter.

Bestem f'(20) , og ger rede for hvad
dette tal forteller om dyret.

Besvarelse
f'(x)=-0,1x+4 udregnet med Nspire

Heri satter vi x lig 20:
f'(20)=-0,1-20+4

f'(20)=2

Dette forteller at pa tidspunktet 20 minutter

vokser dyrets hgjde med hastigheden 2 mm pr. minut.
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23. V&ksthastighed.

Figuren viser grafen for en funktion f(x) hvor Y
x = antal dage efter at vi begyndte at male mm
f(x) = plantens hgjde i mm /

P& figuren ser vi at /
f'(30)=0,5

og at omkring tidspunktet 30 dage vil plantens

hgjde blive ca. 0,5 mm hgjere pr. dag.

Vi siger at

pa tidspunktet 30 dage efter at vi begyndte at _—
male, er vaeksthastigheden lig 0,5 mm pr. dag.

I et lille tidsum pa x-aksen er grafen nasten sammen
faldende med den tegnede tangent. Det er i dette tids
rum at vaeksthastigheden er ca. 0,5 mm pr. dag. 30 dage

24. Afles storrelsen nar tidspunktet er kendt.

Opgave T/°C _—

Grafen viser hvordan temperaturen 7' er vokset.
Tiden ¢ maéles i sekunder. /
Bestem temperaturen pa tidspunktet 13 sekunder.

Besvarelse T/°C

Vi finder grafpunktet hvor #=13, og 4
aflaeser at for dette punkter 7 =24 . /
Dette har vi vist pd skitsen.

Pa tidspunktet 13 sekunder er temperaturen 24 °C . 5 /
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25. Afles vaeksthastigheden nar tidspunktet er kendt.

Opgave

T/°C el
Grafen viser hvordan temperaturen 7" er vokset. e
Tiden ¢ males i sekunder. -/
Bestem temperaturens vaksthastighed pa tidspunktet 13 sekunder. /
/I
/
51/
5 t/s
Besvarelse
—_— T/°C e
Vi finder grafpunktet hvor =13, og o
vi tegner tangenten / i dette punkt, og 1/

pa [ aflaeser vi punkterne A(1,15) og B(17, 27).

Alt dette har vi vist pa skitsen.

[''s haeldningskoefficient er temperaturens
vaeksthastighed pé tidspunktet 13 sekunder.

[ 's heldningskoefficient er
27-15 12 _ 3

=2 =2-075
17-1 16 4

S

T~

Temperaturens vaksthastighed pa tidspunktet 13 sekunder er 0,75 °C pr.sekund .

26. Aflas tidspunktet nér sterrelsen er kendt.

Opgave T/°C —
Grafen viser hvordan temperaturen 7' er vokset.
Tiden ¢ maéles i sekunder.
Bestem det tidspunkt hvor temperaturen er 24 °C.
//
/
51/

5 t/s
Besvarelse T/°C
Vi finder grafpunktet hvor T =24, og 28y
aflaeser at for dette punkter =13 . /

Dette har vi vist pd skitsen.

Temperaturen er 24 °C pa tidspunktet 13sekunder .
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27. Afles tidspunktet nar vaeksthastigheden er kendt.

Opgave

T/°C

s
Grafen viser hvordan temperaturen 7' er vokset.
Tiden ¢ maéles i sekunder.
Bestem det tidspunkt hvor temperaturens vaeksthastighed er
0,75 °C pr. sekund.
s/

5 t/s
Besvarelse T/°C //,.
Vi tegner en linje m som har haldningskoefficient 0,75, og P
vi leegger en lineal langs m og parallelforskyder til linjen er en L7 L
tangent / til grafen, og B
vi aflaeser at for reringspunkteter =13 . y
Alt dette har vi vist pa figuren. S / : 20

Veaksthastigheden for 1 =13 er /'s haldningskoefficient:

P& tidspunktet 13 sekunder er temperaturens vaksthastighed

0,75 °C pr. sekund.

1'3 t/s
20-0,75=15

28. Udregn storrelsen nar tidspunktet er kendt.

Opgave
Veagten af et dyr kan beskrives ved funktionen

f(x)=56-1,02" +240
hvor x er dage og f(x) er vaegten i gram.
Bestem dyrets vaegt pa tidspunktet 30 dage.
Besvarelse
£(30) = 56-1,02°° +240 = 341,436
Dyrets veegt er 341 gram pé tidspunktet 30.
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29. Udregn vaeksthastigheden nar tidspunktet er kendt.

Opgave
Veagten af et dyr kan beskrives ved funktionen

f(x)=56-1,02" + 240
hvor x er dage og f(x) er vaegten i gram.

Bestem den hastighed hvormed dyrets vaegt vokser pa tidspunktet 30 dage.

Besvarelse
f'(x)=1,10895-1,02%  udregnet pc Nspire
7'(30) = 1,10895-1,02°° = 2,0087
P4 tidspunktet 30 dage vokser dyrets vaegt med hastigheden 2,0 gram pr. dag .

30. Udregn tidspunktet nar sterrelsen er kendt.

Opgave
Veagten af et dyr kan beskrives ved funktionen

f(x)=56-1,02" + 240
hvor x er dage og f(x) er vaegten i gram.

Bestem det tidspunkt hvor dyrets veegt er 500 gram.

Besvarelse
f(x)=500
56-1,02% +240 = 500
Nspire loser denne ligning mht. x og far x = 77,5316 .
Dyrets veegt er 500 gram pa tidspunktet 78 dage.

31. Udregn tidspunktet nar vaeksthastigheden er kendt.

Opgave
Veagten af et dyr kan beskrives ved funktionen

f(x)=56-1,02" + 240
hvor x er dage og f(x) er vaegten i gram.

Bestem det tidspunkt hvor dyrets vegt vokser med hastigheden 4 gram pr. dag.

Besvarelse
f'(x)=1,10895-1,02"  udregnet pi Nspire
Vi fér
fi(x)=4
1,10895-1,02" = 4
Nspire lgser denne ligning mht. x og far x = 64,7834 .
Pé tidspunktet 65 dage vokser dyrets vaegt med hastigheden 4 gram pr. dag.
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Monotoni

32. Voksende og aftagende.

Figuren viser en interaktiv figur fra en computerskaerm. Nar vi treekker x-punktet hen pa et tal x
kan vi aflese funktionsverdien f(x).

P4 figuren kan vi se:
Naér vi trekker x gennem tallene fra og med 2 til og med 9, vil f(x) hele tiden blive storre.

Nér vi trekker x gennem tallene fra og med 9 til og med 14, vil f(x) hele tiden blive mindre.

)

%)

p <

e e (1)
2 14

Som bekendt siger man:
f(x) er voksende i intervallet 2<x<9

f(x) er aftagende i intervallet 9 < x <14

Er f(x) bdde aftagende og voksende 19 ?

Nej, vi taler ikke om at en funktion er voksende 1 ét tal. Vi taler om at en funktion er voksende i et
interval. Der skal vaere mindst to y-vardier hvis vi skal kunne tale om at y er blevet storre eller
mindre.

At f(x) er voksende i intervallet 2<x<9

betyder at ndr vi 1 intervallet veelger storre og storre x-vardi,
sa bliver y-vaerdien f(x) sterre og storre.

At f(x) er aftagende i intervallet 9<x <14

betyder at ndr vi 1 intervallet velger storre og storre x-vardi,
sa bliver y-vardien f(x)mindre og mindre.
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33. Hvad er monotoniforhold?

I nogle opgaver star at vi skal y
bestemme monotoniforholdene for en funktion.

Det betyder at vi skal skrive f
1 hvilke x-intervaller funktionen aftager, og
1 hvilke x-intervaller funktionen vokser. P(=3,4)

P& figuren er vist grafen for et tredjegradspolynomium.
Monotoniforholdene kan vi skrive sddan:
f(x) er voksende i intervallet x < -3 1+ 02, 1)

f(x) aftagende i intervallet -3 < x <2 /

f(x) voksende i intervallet 2 < x

34. Regel for at finde monotoniforhold.

Hvis f'(x) er positiv

()  tangentheldningen f'(x) er positiv for hvert
tal x 1intervallet 1<x<4.
(*%)  f(x) er voksende i intervallet 1 <x <4.

Hvis man prover at tegne grafen sddan at (x), men ikke (%) gaelder,
sa bliver man overbevist om at det ikke kan lade sig gore. 1t

Hvis der er undtagelser fra at f"(x) er positiv = : X
Funktionen f(x) pa nederste figur er voksende selv om der er
¢t punkt hvori tangentheldningen er 0. Selv om der er enkelte
undtagelser fra (x), kan man slutte at (x*) gaelder. Y

._
N

Saetning 34a

Hvis f'(x) er positiv for alle x i et interval,
evt. med endeligt mange undtagelser,

s er f(x) voksende i intervallet. 1+

Hvis f"(x) er negativ for alle x i et interval, : : X
evt. med endeligt mange undtagelser,

sa er f(x) aftagende i intervallet.

—
N

35. Gor rede for at f er voksende (eller at f er aftagende).

Opgave
f(x)=22+14x- e . Bestem f'(x) og ger rede for at f er voksende.

Besvarelse

F(x)=4e*+14  udregnet pi Nspire

Da ¢ altid er positiv, er f'(x) positiv, og sa er f voksende.
Bemarkning

Hvis f(x)=e¢ ™ —x, er f'(x)=—-4e 1.

Da e altid er positiv, er f'(x) negativ, si / er aftagende.
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36. Tegn f-grafud fra f’-fortegn m.m.

Opgave
Tegn for —6 < x <10 en mulig graf for en funktion f der opfylder at

f(=3)=6 og f(8)=-2

og hvor fortegn og nulpunkter for f'er som vist pa tallinjen:

S B B B W
f1(x): 40 - 0 - 0+
Besvarelse “5’6‘_
Nér f(m)=n, gar f-grafen gennem punktet (m,n) . /\
f er aftagende i x-intervaller hvor f”'(x) er negativ. .
f er voksende i x-intervaller hvor f'(x) er positiv. 14 S /
For de x-veerdier hvor f’(x) er 0, har grafen 5 5 T3 \%/ o x
vandret tangent. 27 Y-

37. Bestem monotoniforhold.

Opgave
Bestem monotoniforholdene for funktionen

f(x) =%x4+%x3+% .
Besvarelse

f'(x)= x°+2x? udregnet pd Nspire

f'(x) kan kun skifte fortegn i de veerdier af x hvor f'(x)=0 :
f'(x)=0
X +2x2 =0

Nspire lgser denne ligning mht. x og far
x=-2 eller x=0.

Disse to tal deler tallinjen op i tre intervaller. I hvert af disse veelger vi et tal og udregner f":

f'(-3) = (—3)3+2(—3)2 = -9 sa f'(x) negativ for x < -2

7= = (=D)*+2(=1* =1 s&  f'(x) positivfor —2<x<0
') = 1°+212 = 3 s&  f'(x) positiv for 0<x
Af dette folger:

f(x) eraftagende i intervallet x <-2

f(x) ervoksendeiintervallet —2 <x

Oversigt: X —2 0
| |

Y

()

- 0 + 0 +
f(x) - \ 
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38. Bestem monotoniforhold for f ud fra f-graf.

Opgave
Figuren viser grafen for en funktion f.

Bestem monotoniforholdene for f i intervallet -4 <x<6.

Besvarelse
P& figuren har vi vist hvordan vi afleser at x-verdierne
for de lokale ekstremaer x=-1 og x=4 .

Pa figuren ser vi at

f er aftagende i intervallet —4 < x < -1

f ervoksende i intervallet —1< x <4

f er aftagende i intervallet 4 <x <6

\

—

\f

39. Bestem monotoniforhold for f ud fra f'-graf.

Opgave
Figuren viser grafen for den afledede funktion /' for
en funktion f.

Bestem monotoniforholdene for /i intervallet -4 <x<6.

Besvarelse
Pa figuren har vi vist hvordan vi afleeser at f'(4)=1,5 .

Pa naesten samme made kan vi afleese f'(x) for andre
vardier af x end 4. F.eks. ser vi at

f'(x) er 0 nar x er -3 eller 2
og at

f'(x) er positiv for -4 < x <=3

f'(x) ernegativ for -3 <x<?2

f'(x) erpositiv for 2<x<6

Heraf folger at

f er voksende i intervallet —4 <x<-3

f er aftagende i intervallet —3<x <2

f er voksende i intervallet 2<x <6

Y

_.
—n
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Ekstrema

40. Maksimum og minimum.

Y y
11 : ' ) L :

og

S
—
e
e,
—
PT—t

o
SN

1 1
Maksimum for f er den storste y-koordinat til et punkt pd f-grafen. Vi ser at

maksimum for f er 11.

Minimum for f er den mindste y-koordinat til et punkt pa f~grafen. Vi ser at

minimum for fer 2.

Grafen for g er en parabel hvor grenene gar uendelig hojt op.

Der er ikke noget punkt pa grafen der har den sterste y-koordinat
da man altid kan afsette et punkt hgjere oppe pa grafen, sa

funktionen g har ikke noget maksimum.

Nar vi skriver hvad maksimum eller minimum er,
sa skriver vi normalt ogsa hvad punktets x-koordinat er:

f har maksimum for x =4 og maksimumer y =11

/ har minimum for x =1 og minimum er y =2
Undertiden er det skrevet kortere, f.eks:

f har maksimum i 4 og maksimum er 11 .

/ har minimum i 1 og minimum er 2.

Stersteveerdi og mindstevaerdi for en funktion er det samme som hhv. maksimum og minimum.

I nogle opgaver star at vi skal bestemme ekstrema. Dette betyder at vi skal finde maksimum hvis
der er et maksimum, og minimum hvis der er et minimum.

Ekstremum er en faellesbetegnelse for maksimum og minimum. Ordet ekstremum hedder 1 flertal
ekstremummer eller ekstrema. Det er den sidste form der bruges i eksamensopgaver.
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41. Bestem med f'(x) den verdi af x hvor y er storst.

Opgave
Heojden af en figur er givet ved
_ g2 _10 1
f(x) = 86—x P 5<x<9.

hvor x er figurens bredde, og f(x) er figurens hgjde.
Bestem bredden sa hegjden bliver storst mulig.

Besvarelse
' 16 . .
f'(x) = — —2x udregnet pd Nspire
X

Vi bestemmer de vardier af x hvor f'(x) kan skifte fortegn:

f'(x) =0
16 9r =0

x2

Vi far Nspire til at
lose denne ligning mht. x for % <x<9

ved at taste

solve(%—2x=0,xj|l<x<9
X 5
og far

x=2.

Vi bestemmer monotoniforholdene for f:

Viudregner f'(x) i enx-verdi pa hver side af 2:

1) = 11—3—2-1 =14 si f'x) erpositiv for L<x<2

f'(4) = %—2-4 =-7 sa f'(x) ernegativ for 2<x<9 .
Heraf slutter vi folgende monotoniforhold:

f er voksende i intervallet % <x<2

f er aftagende i intervallet 2<x<9 .

Af monotoniforholdene folger:

f(x) erstorstnar x =2, dvs.

Hojden bliver sterst mulig nar bredden er 2 .
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42. Bestem med f'(x) den sterste vaerdi af y.

Opgave
Heojden af en figur er givet ved
_ g2 _10 1
f(x) = 86—x P 5<x<9.

hvor x er figurens bredde, og f(x) er figurens hgjde.
Bestem den sterst mulige hojde..

Besvarelse
' 16 . .
f'(x) = — —2x udregnet pd Nspire
X

Vi bestemmer de vardier af x hvor f'(x) kan skifte fortegn:

f'(x) =0
16 9r =0

x2

Vi far Nspire til at
lose denne ligning mht. x for % <x<9

ved at taste

solve(%—2x=0,xj|l<x<9
X 5
og far

x=2.

Vi bestemmer monotoniforholdene for f:

Viudregner f'(x) i enx-verdi pa hver side af 2:

1) = 11—3—2-1 =14 si f'x) erpositiv for L<x<2

f'4 = %—2-4 =-7 s& f'(x) ernegativ for 2<x<9 .

Heraf slutter vi folgende monotoniforhold:

f er voksende i intervallet % <x<2

f er aftagende i intervallet 2<x<9 .

Af monotoniforholdene folger:

f(x) erstorst ndr x =2, sa den storst mulige vaerdi af f(x) er

16 _

f(2) = 86-22 - 5

74

dvs.
Den storst mulige hejde er 74 .
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43. Bestem med f'(x) den veerdi af x hvor y er mindst.

Dette gores som vist i ramme 41 bortset fra at monotoniforholdene nu er aftagende-voksende 1
stedet for voksende-aftagende, og at vi nu skriver mindst i stedet for sterst.

44. Bestem med f'(x) den mindste verdi afy .

Dette gores som vist i ramme 42 bortset fra at monotoniforholdene nu er aftagende-voksende 1
stedet for voksende-aftagende, og at vi nu skriver mindst i stedet for sterst.

45. Bestem ekstrema.

Naér der star "Bestem ekstrema”, s skal vi bestemme minimum hvis der er et minimum, og vi skal
bestemme maksimum hvis der er et maksimum. Se ramme 42 og 44.

46. Gor rede for at funktionen har et minimum (eller maksimum).

Opgave
Gor rede for at funktionen

f(x)=x3—9x+12 , x>0

har et minimum.

Metode
Vi bestemmer monotoniforhold for f(x) med metoden fra ramme 37. Herefter skriver vi:
Da f(x) er
aftagende i intervallet 0 < x < NE) og  voksende i intervallet J3<x

kan vi slutte at

f(x) har minimum for x = NER
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47. Lokalt maksimum og minimum.

10
Figuren viser grafen for en funktion f. I de to ender fortsatter grafen uendelig hejt op.

P er grafpunktet med x-koordinat 20 og y-koordinat 15.

Vi kan vaelge et stykke af grafen omkring P sédan at 15 er mindste y-koordinat pa dette stykke.
Vi siger derfor at

f har lokalt minimum for x = 20 og det lokale minimum er y =15 .

15 er ikke minimum da der andre steder pa grafen er y-koordinater som er mindre.

Hvis O(x,,);,) er et punkt pd grafen for en funktion, og vi kan velge et stykke af grafen omkring

0 sadan at y, er mindste y-koordinat pa dette stykke, sd siger vi at

funktionen har lokalt minimum for x = x, og det lokale minimumer y =y,

Hvis O(x,,);,) er et punkt pd grafen for en funktion, og vi kan velge et stykke af grafen omkring

O sddan at y, er storste y-koordinat pa dette stykke, sd siger vi at

funktionen har lokalt maksimum for x = x, og det lokale maksimumer y =y,

Om funktionen fra figuren ovenfor gelder:
f har lokalt minimum for x = 20 og det lokale minimum er y =15 .
f har lokalt maksimum for x =40 og det lokale maksimum er y =35 .
f har lokalt minimum for x =70 og det lokale minimumer y =35 .
f har minimum for x =70 og minimumer y=35 .
Undertiden er det skrevet kortere, f.eks:
f har minimum i 70 og minimum er 5.

f har lokalt maksimum i 40 og det lokale maksimum er 35.

I nogle opgaver stér at vi skal bestemme lokale ekstrema. Dette betyder at vi skal finde bade de
lokale minimummer og de lokale maksimummer.

Ordet ekstremum hedder i flertal ekstremummer eller ekstrema. Det er den sidste form der bruges 1
eksamensopgaver.
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48. Bestem lokale ekstrema.

Opgave
Bestem de lokale ekstrema for funktionen

f)=1x+3x>-18x-90 .

Besvarelse

I hvilke x-verdier er der lokale ekstrema?
Det kan vi se nar vi har fundet monotoniforholdene for f(x).

Nspire

differentierer f(x)= x += x2 18x—90 mht. x
og far f(x):x +3x—18 .
Nspire

loser ligningen f'(x) =0, dvs. ligningen x*+3x—18=0 mht. x

og fér lesningerne —6 og 3 .

Heraf folger at f'(x) kun kan skifte fortegn i x-vaerdierne —6 og 3. Disse to tal deler
tallinjen op i tre delintervaller. I hvert af disse valger vi et tal og udregner /' i tallet:
Da f'(-7) = (—7)2 +3(-7)—-18 =10 er f'(x) positiv for x <—6

Da 7'0) = 0*+3:0-18 = —18 er /'(x) negativ for —6<x<3
Da f'(4) = 42+34-18 = 10 er f'(x) positiv for 3 < x

Vi kan slutte folgende:

x 6 ;
| | _
f(x) - + (I) 3 (') N
f(x) / \ /
Da
JE6) = 16’ +2 (-6)-18 (-6)-90 = 0
f3) = 1343.3°-18.3-90 = - 28
far vi

f(x) har lokalt maksimum for x =—-6 og det lokale maksimum er y= 0

f(x) har lokalt minimum for x =3 og det lokale minimum er y = — %
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Beviser

49. Differentiabel.

Grafen for f har et knek i punktet med x-koordinat 2.

Derfor har grafen ikke nogen tangent i dette punkt.
(Tangenten er en linje der folger grafen ner punktet).

Funktionen f har ikke nogen differentialkvotient i 2, for

differentialkvotienten er tangentens haldningskoefficient,
og der er ikke nogen tangent.

Der geelder altsd at f'(2) ikke eksisterer.

Grafen for g har en lodret tangent 1 punktet med x-koordinat 2.

En lodret linje har ikke nogen heldningskoefficient.

Funktionen g har ikke nogen differentialkvotient i 2, for

differentialkvotienten er tangentens haldningskoefficient,
og tangenten har ikke nogen haldningskoefficient.

Der geelder altsa at g'(2) ikke eksisterer.

Definition 49a

Man siger at en funktion er differentiabel i et tal x,
hvis funktionen har en differentialkvotient i x,

dvs. hvis f'(x,) eksisterer.
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50. Greaenseverdi.

2 —
Udtrykket u = % kan vi ikke regne ud for x =2 da navneren bliver 0.
x f—

Vi kan udregne u for vaerdier af x som er tet pa 2 :

X 1,98 | 1,999 2 2,001 | 2,02
u 5,94 | 5,997 6,003 | 6,06

Ved at vaeelge verdien af x tilstreekkelig tet pa 2 kan vi fa vaerdien af u sa taet det skal vaere pa 6.

Visiger: greenseveerdien for x gdende mod 2 af u erlig 6

2 _
Med symboler skriver vi dette sadan: lim 3x —6x = 6
=2 x—=2

Metode 50a

Vi kan regne os frem til denne grensevardi ved at bruge folgende teknik: Vi faktoriserer brokens
teller og forkorter broken. Sa far vi et udtryk som vi kan udregne nar x er 2:

3x% —6x 3x(x-2)

For x#2 er = = 3x
x=2 x=2
2 _
sé lim 2 =% _ jim 3¢ og lim3x = 3.2 = 6
=2 x=2 x—2 x—2
Szetning 50b  lim (k -udtryk) = k- lim udtryk nar k er en konstant
X—>X, X—>X,

Seetning 50c  lim (udtrykl + udtryk2) = lim udtrykl + lim udtryk?2

X—>X, X=X, X—>X,
Metode 50d
Y Yy Y Yy
3,19+
1,724
11 | 1,301 ‘ 1,114+
t X X X J_'— X
1 2 1 0,5 0,2

e’-1
X
stolpens hgjde nermer sig 1 nar vi trekker stolpen hen mod x =0, hvor stolpen ikke eksisterer.

Vi fir Nspire til at udregne graensevardien af hejden for x gdende mod 0:

Hojden af stolpener /4 = hvor x er det tal stolpen star i. P4 figuren ser det ud til at

§Pé Nspire kan vi veelge greensevaerdi-skabelonen pé skabelonpaletten.
=1 Skabelonen ser sadan ud: ~ lim _ (73} Vi behover ikke skrive noget
i det tredje felt - ;

|
lim
x>0 X
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51. Vi kan finde en differentialkvotient ved at

udregne en grenseverdi.

Figuren viser grafen for funktionen

f(x) = —%xz + 3x

Linjen ¢ er tangenten i grafpunktet med x-koordinat 1.

Linjen s skarer grafen i punkterne med x-koordinaterne

log x.

Healdningskoefficienten for s er

S =)

x—1

Pa figuren er x = 2,8

Nar x=28 er

S -f) _ 448-25 _ .

x—1 1,8

dvs. linjen s har heldningskoefficienten 1,1

/
S ()

O

Forestil dig at du tager fat i skeeringspunktet med x-koordinat x og ferer det langs grafen ned mod
det andet skaringspunkt. S& vil s dreje og n@rme sig mere og mere til ¢.
Viser at hvis x =1,01 vil s og ¢ have nasten samme haldning.

Nar x=1,01 er
x—1 0,01

Altsa er 1,995 en god tilnaermelse til 1'(1).

S)-f() _ 251995-25

Viser at vi for at fa f'(1) helt ngjagtigt skal udregne lim

f@-fQ) _ 343 -5

S - fA)

x—1

Den sidste omskrivning kan vi
f.eks. fa Nspire til at lave. Vi

For x#1 er
x—1 x—1
s limd P =SD 5=
x—1 x—1 x>l 2
dvs. f'(h=2

—:—:2

kan ogsa bruge reglen om at
faktorisere et andengrads-
polynomium og derefter for-
korte. Vi kan kontrollere lig-
hedstegnet ved at gange begge
sidermed 2 og x—1 .

Saetning 51a

For en funktion f er

f'(xo) = lim f(x)_f(xo)

XX, X=X
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52. Udledning af formlen for at differentiere x°.

Nar f(x)=x?er

J'(%)

e S0~ f(x0)

ifolge saetning 51a

XX, X —=Xo
2
CoxZ—x,
lim —————
x—>x, X~ Xo
Lo Hxy)(x—x0)
lim ° 0
XX, X=X
lim (x +x,)
X=X,
Xo + X
2x,

Vi har nu fundet frem til folgende:

Saetning 52a: (xz), = 2x

ifolge en af kvadratsatningerne
vi har forkortet med x — x,

ifolge metode 50a

53. Udledning af formlen for at differentiere udtryk plus udtryk .

Néar f(x) = g(x)+h(x) er

J'(x)

lim

X=X, X —Xo

S )= f(x)

ifolge s@tning S1a

i (8O +A())—(8(%) +/(x) )

XX, X=X
i (&)= 800) )+ (h(x) ~ h(xo) )
XX, X=X

e (g(x)—g(xo) | )~ hxo) ]
X=X

XX, X —Xo
= lim &) =8(%) + lim 0 = %) ifelge satning 50c
XX, X=X XX, X=X
= g'(x)+h'(x,) ifolge satning 51a
Vi har nu fundet frem til folgende:
Setning 53a:  (g(x)+h(x)) = g'(x)+h'(x)
Differentialregning for B-niveau i hf Side 29 2013 Karsten Juul




Stikordsregister

aftagende........ccoeeveiiiiciiie 16, 17
differentiabel .............ccoeeviiiiiiiiicieeeeeeee, 26
differentialkvotient.........ccocovvvveiieeviiiinnnnnen. 1,4,28
differentialkvotient pa graf ...........ccoeoveviiieniennns 2
differentialkvotient, udledning...........c.ccccveenneee. 29
differentialkvotients forskrift...............cccceeenein. 4
differentialkvotients fortolkning......................... 11
differentiationsregler.........cocevvieriiienieniieeniieninn, 4
EKSTIEMA ... 20, 23
EKSTrEMUML.....ccvviiiiiiieiie e 20
fortolkning af differentialkvotient....................... 11
funktionSvaerdi .........ccoveeeiiiiiiiie e 1
funktionsveerdi pa graf.........cccceeeeivieiiieniiieee, 2
GEAT i 18
EIrENSEVRTAL ..eevvvieiiieeieeeiee e 27,28
haldningskoefficient................... 1,6, 8,13, 14, 26
lokale eKStrema ..........ccoeevvvveeeeeiiiiiciiieeeeeenn, 24,25
lokalt maksSimum.........ccoevvvveeeiiiiiiiiiiieeeeeenn, 24,25
lokalt minimum..........oooevvvvveeeieiiiiiiiiieeeeeeen, 24,25
los ligning ud fra graf...........cccoooveviiiiiiniiieie, 3
MaKSIMUML......ooeivriiiiieeeeeeeeeeeee e, 20, 23
MINAStEVERIL....evvveiiiieiiiieeieieeeeeeee e, 20, 23
IMINIMUIN .. 20, 23
monotoniforhold ...........ccceeevvvviiiiiiinnnnnnn. 17, 18, 19
NSPITC et 4,21,22,27
TOTINESPUNKL ..oooviiiiiiiiiiiiiee e 1,9,10
STOTSLEVETAL v 20,21, 22
tANZENT....oiiiiiiieeiiiiee e 1,6,8,12,26
tangenthaeldning...........c.cocceeveiiiiiiniiienienins 6,7,8
VOKSENAE oo 16, 17

vaeksthastighed..........ccccceevieninenene 12, 13, 14, 15



