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Differentialkvotient

l.

Tangent og reringspunkt.

la. At [ er tangenti P f
betyder at [ er linjen gennem P som folger grafen ner P.
Ib. P kaldes tangentens reringspunkt. s
P
lc. Grafpunkterne ner P ligger normalt ikke pa tangenten
(selv om det ser sddan ud pa en tegning da stregen ikke er uendelig tynd). /
1d. P4 figuren er linje / tangent til f~graf i P.
X
2. Funktionsvardi og differentialkvotient.
2a. At t er funktionsvaerdien af r y :
betyder at t er y-koordinaten til grafpunktet a
med x-koordinat r
og skrives t=f(r) !
som lases t erlig f af r p P S
2b. At a er differentialkvotienten i r !
betyder at a er tangenthaeldningen i grafpunktet
med x-koordinat r
og skrives a=f"'(r) .
som leses a erlig fmeerke af r r
2¢c.  f(r) = y-koordinat til /~grafs punkt med x-koordinat r. 2c 0g 2d er vedtaegter.
2d. f'(r) = tangents hzeldning i f~grafs punkt med x-koordinat . 26 0g 2f er begrundet | ramme 6.
2e. f'(r) = vaeksthastighed for f(x) pa tidspunkt ». (Hvis x er tid).
2f. Nérx erlig r, ogvilaegger etliletal til x, sdleggesca. f'(r) gange dette lille tal til y.
2g. Iligninger af typerne
fmy=n og f'm=p
galder:
Tallet pa m's plads er en x-veerdi .
Tallet pa n's plads er en y-vaerdi .
Tallet pa p's plads er en tangentheldning eller vaksthastighed .
2h. Opgavetyperne i rammerne 18-22, 28-31 loses med folgende metode:

Skriv en ligning af en af typerne f(m)=n og f'(m)=p.
Brug ligningen til at bestemme m eller n eller p eller en konstant i forskriften .

Denne metode indgar som en del af opgavetyperne i mange af de andre rammer.




3. Fortolkning af f'(x) vedr. graf.

Opgave Fortolkning af ' vedr. grafen.
Losningerne til ligningen f'(x)=2 er x=3 og x =7. Hvad forteller dette om grafen?
Besvarelse

f'(x) = tangenthaldning (se 2d) sa det at losningerne er x =3 og x =7, forteller:
Det er grafpunkterne med x-koordinat 3 og 7 hvor tangentheldningen er 2.

4. Fortolkning af f'(x) nédr x er tiden.

Opgave Fortolkning af f' vedr. noget fra virkeligheden nar x er tiden.
Der er et tegnet dyr pa skermen. f(x) er dyrets hgjde mélt i mm, og x er tiden mélt i
minutter. Det er oplyst at f'(20) =2 . Geor rede for betydningen af dette.
Besvarelse Jeg har brugt bla farve for at pege pa
udskiftningen. Du skal ikke bruge farve.
Regel (se 2e):

f(r) er veksthastighed for f (x) pa tidspunkt r. Hvis du glemmer ordet "hastighed”, sa betyder
setningen at hgjden i labet af et minut vokser

I denne regel indsaetter vi de aktuelle ord og tal: 2 mm, og det er ikke det der er meningen.

2 er vaeksthastighed for hejden pa tidspunktet 20.
Dvs. Pé tidspunktet 20 minutter vokser dyrets hgjde med hastigheden 2 mm pr. minut.

5. Fortolkning af f'(x) ndr x ikke er tiden.

Opgave Fortolkning af f' vedr. noget fra virkeligheden nar x ikke er tiden.
Der er et tegnet dyr pa skermen. f(x) er dyrets hgjde mélt i mm, og x er lengden malt i
mm. Det er oplyst at f"(20) =2 . Ger rede for betydningen af dette.

Besvarelse Jeg har brugt bla farve for at pege pa
Regel (Se 20): udskiftningen. Du behgver ikke bruge farve.

Nar x erlig , og vi laegger et lille tal til x, s& leggés ca. f'(r) gange dette lille tal til y.
I denne regel indsetter vi de aktuelle ord og tal:

Naér lzengde lig 20, og vi legger et lille tal til lzengde, sé leegges ca. 2 gange det lille tal til hojde.

6. Fortolkninger af f'(x) begrundet.

y

Symbolet /'(20) betyder tangenthzldning, l 7
sd /'(20) =2 betyder tangenthaldning er 2,
sé pa tangenten geelder:

nar x bliver 1 sterre, sa vil y blive 2 storre. A
For x ner 20 er graf og tangent nasten ens, sa ca.2h
( nar x er ca. 20 og x bliver 1 storre, v

sa vil f(x) blive ca. 2 storre.

I ramme 4 betyder (*) :

Nar tidspunktet er ca. 20 minutter og der gar ét minut,
vil dyrets hejde blive ca. 2 mm storre.

dvs. vaksthastigheden er ca. 2 mm pr. minut.

101
I ramme 5 betyder (%) :

Nar x er naer 20 og vi leegger et lille tal til x, sé bliver der
lagt ca. 2 gange dette lille tal til y, dvs. nar vi legger et lille . h
tal til lengden, sa legges 2 gange dette lille tal til hgjden. 10 20
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7. Bestem f'(x) med Nspire.

7a For at {4 Nspire til at differentiere f(x) = x+; mht. x bruger vi skabelonen a’_( 777777 ) :

d([x+1 1 T
o) w LM
/ (x) dx(.r+2

Udregnet af Nspire
('1,_,_2)2 \{HUSK at skrive dette! |

7b_For at udregne f'(3) skal vi forst bestemme forskriften for f'(x) somvisti 7a.
Sa indsetter vi 3 for x idenne forskrift:

J '(3) - 1 2 - % Symbolet d kan IKKE skrives ved hjeelp af en brokstreg.
(3+2)° ° dx
7c¢ Eksempel /Dette er bade korrekt matematiksprog og korrekt Nspiresprog.
f(x)=x- ln(x) f'(x)= O%(x ln(x)) = ln(x)+1 f'(2)= 111(2)+1 = 1.69315
7d Eksempel | V4 Her forteeller vi til Nspire og til leeseren at fm betyder .

f(_r}:=.r- 111(.1') » Udfort fnt(t‘):=d£(ftt')) » Udfort fm(Z) =1.69315 fm(.r) = In(x)+1
x

1= bevirker at f(x) kommer til at betyde x-In(x) sa vi kan skrive f(x) oa f(3) istedet for x:In(x) og 3-In(3).

8. Reglerne for at bestemme f’(x) uden hjelpemidler.

8 k' = 0 nirkerenkonstant. feks. 4" = 0 og (ln(2))' =0
8b (kx)' =k feks. x'=1 og (4x) =4
8c (x?) = aq-x! feks. (x*) =4x3 og (x30) = —3,6x7*°

8d (e*) = e* eeretbestemt tal (ligesom ). e~2,71828. e erikke den sedvanlige e-tast. Brug tegn-palet.

d 1 . . . .
8e (ln(x)) = X Funktionen In(x) kaldes "den naturlige logaritmefunktion".

8t (k- f(x) = k- f'(x) feks. (7x%) = 7-4x3 = 28x3 oy (7In(x)) = 7-% _ %
8¢ (f(0)+g(x) = f'()+g'(x)  feks.  (In(x)+4+7x%) = %+O+28x3 _ %+28x3
8h (f()—g(x)) = f(x)—g'(x)  feks. (In(x)+4—Txt) = %+O—28x3 _ %—28x3

1
8i Da %=x_l og \/}:xZ kan vi udregne (%)' og (\/})' med reglen (x¢) = a-x¢71 .

P& de to neeste sider er der flere eksempler pé brug af reglerne 8a-8i.

9. Advarsler om regler fra ramme 8.

X\ x—1 ! ,
(@) erIKKE 32 ((-2)") ertkKE 3(1-x)° (In1+22)) erIKKE -
(47) er IKKE x-4*" ' 2y

: ((1=x)*) er KKE 3(~1)* v e
(2 -e*) erIKKE 2x-e* , (") erIKKE e
1 ' o (ln(l+x2 )) er IKKE i (el+x2 )' er IKKE ¢2*
— | erlKKE —
(ex j ex
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10a. Eksempel pé brug af regler fra ramme 8.

Opgave En funktion f er givet ved
f(x)=2x"+4.
Bestem f'(3) .
Besvarelse Da f(x)=2-x"+4

er f'(x) = 2-x°)+4

=2-(x*)+0

(regel 8f) , og konstant differentieret er 0 (regel 8a) .
= 2.3x"

den oprindelige eksponent (regel 8c) .
= 6x°

sa f'(3)=6-3" = 6-9 = 54

Vi differentierer pa hver side af + (regel 8g) .

< Her ma vi farst finde f '(x). Derefter indseetter vi 1 for x i det differentierede udtryk.

Konstant skal ikke differentieres nar den er ganget med x-udtryk

Potens differentieres ved at gere eksponent 1 mindre og gange med

10b. Eksempel pa brug af regler fra ramme 8.

Opgave En funktion f er givet ved f(x)= % ++/x.
Bestem f7(4).
Besvarelse

f(x)=8-x_1+x%

f4)=73+

< Her ma vi ferst finde f'(x). Derefter indseetter vi 4 for x i det differentierede udtryk.

3 1_
=8 (-Dx T LT Heraf far vi
’ _ Qv 2.1 _% ' _ -8 1
S(x)==8x"+3x f(4)_42+_2ﬁ
)= gL 1 1
f(x)=-8 St x%

S @)= -5

11. Vinkel og tangent.

Opgave Linjen / er tangent til grafen for f(x)= 1ipunktet P(4, 3).
Bestem vinklen v mellem vandret og tangenten /.
Besvarelse

Figuren viser grafen for f(x)= 0,1875x> og tangenten / i
punktet P(4,3) og vinklen v mellem vandret og /.
f'(x)=0,1875-2x=0,375x sa ['s heldningskoefficient er
f'(4)=0375-4=15 .

Af den viste trekant far vi I
tan(v)=1,5 sa v=tan'(1,5)=56,3099°
dvs. v=156,3°. pA
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12. Aflaes tallet f(r) pa figur.

Opgave
Afles tallet f(4) pa figuren.

Sddan teenker vi

Der stér 4 1 parentesen, sa vi skal vi finde det punkt pé grafen
hvor x-koordinaten er 4.

Der stdr f( ), sé y-koordinaten er facit.

Besvarelse
NAC))
S(4)

3. Se markering pa figur.

y-koordinat til grafpunkt med x-koordinat 4

Husk
Naér vi aflaeser et tal pd en figur, skal vi skrive tallet pa
figuren der hvor vi har aflest det.
Hvis der ikke er plads, kan vi lave en pil fra tallet til det
sted hvor det er aflest.

13. Afles tallet f'() pa figur.

Opgave
Afles tallet 1'(4) pa figuren.

Sddan teenker vi
Der stér 4 1 parentesen, sa vi skal finde det punkt pa
grafen hvor x-koordinaten er 4.
Der star f'( ), satangenthaldningen er facit.

Besvarelse

f'(4) = haldningskoefficient for tangent / i
grafpunkt med x-koordinat 4.

Vi tegner /.
Vi afleser punkterne (4,3) og (6,7) pa [ .
['s haeldningskoefficient er

7__3:2
6—4
sa

4 =2,

6.7

£(4.3)
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14. Afles lgsninger til  f(x)=¢ pa figur.

Opgave
Aflaes losningerne til ligningen f(x) =6 pa figuren

Sadan tenker vi
Derstar f( )=6, saviskal finde de punkter pa grafen
hvor y-koordinaten er 6 .
Der stér x 1 parentesen, sé facit er x-koordinaterne til de
punkter vi har fundet.

Besvarelse
Viskal lese f(x)=6 .
f(x) ery-koordinaten til et grafpunkt.
Vi finder de grafpunkter hvor y-koordinaten er 6 .

Vi afl@ser x-koordinaten til hvert af disse punkter

og far 3 og 7. Se markeringen pa figuren.

Losningerne til f(x)=6 er x=3 eller x=7 .
15. Aflaes losninger til f'(x)=s pé figur.
Opgave
I

Afles losningerne til ligningen f'(x)=0 pa figuren.

Sadan tenker vi
Der star f'( )=0, sa viskal finde de punkter pa
grafen hvor tangenthaldningen er 0 .
Der star x 1 parentesen, sé facit er x-koordinaterne til
de punkter vi har fundet.

Besvarelse
Viskal lese f'(x)=0 .
f'(x) ertangenthaldningen i et grafpunkt.
Vi finder det grafpunkt hvor tangenthaldningen er 0.

Vi afleser x-koordinaten til dette punkt og far 5.

Se markeringen pé figuren.

Losningen til f'(x)=0 er x=5 .

[r

5

Husk at tegne tangenten og skrive at det givne tal er denne linjes h@ldningskoefficient.
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16. Er det grafen for den afledede, dvs. f'?

16.1 Opgave /]}_ y
Gor rede for at g ikkeer f”. X
4 k >

Besvarelse Se figur.
g(xo) = P's y-koordinat  sd g(x,) er positiv
f'(xo) = tangenthaldning 1 O

Da g(xo) # f"(xo) er g ikke den afledede aff".

sd f'(xo) er negativ

16.2 Opgave
Figuren viser grafen for to funktioner f(x) og f'(x).

Gor rede for hvilken graf der herer til hvilken funktion.

Besvarelse

Tangenten i1 P har haldningskoefficient 0, s& hvis 4 var
f-graf, og B var f'-graf, s skulle y-koordinaten til Q vare
0. Det er den ikke. Sa mé det omvendte galde:

B er f-graf, og A er f'-graf .

| opgaver af disse typer skal man altid vise at det ene ikke
kan veere rigtigt. Sa har man vist at det modsatte geelder.

v
A
B
X
S INT—L
v
A
‘B
X
N ~

16.3 Opgave
Figuren viser graferne for tre funktioner f, g og .

Gor rede for hvilken af funktionerne g og 4 derer f'.

Besvarelse
Se figur.
For x <t er f-grafens tangenthaldning f'(x) negativ.

For x <t er g(x) positiv
sd g(x) kan ikke vere f'(x).

Det er i der er den afledede af f

-~
~ h X
///
-
V\\ .f/
/_/
3 f
- e
£ . e .
TN 20
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Tangent

17. Bestem ligning for tangent.

Opgave En funktion f er givet ved f(x)=x2-x+2 .
Bestem ligning for tangent til graf for f i punktet (2, f(2)).

f(x)=x%—x+2 eroplyst

Besvarelse med brug af formel Granne kommentarer er ikke en del af besvarelsen.
/ Du skal IKKE bruge tallene 2 og -1 i andre

opgaver. | stedet skal du bruge de tal du finder

S(x)=2x-1 ‘% ved at differentiere den givne funktion.

(x1,y1) og a er reringspunkt og haeldning for tangent:

X = 2 eroplyst
n=,f2)=22-2+2=4 Se 2c og ramme 18.

a=f'2)=2-2-1=3 Se 2d og ramme 21.
Tangent:
y=alx—x;)+y Fra formelsamlingen:
y=3(x-2)+4 Linjen gennem punktet (x1,y1)
y=3x—-6+4 med haldningskoefficienten a
p=3x-2 har ligningen
y=a(x—x1)tyr.
Tangenten til grafen for f i punktet (2, £(2))

har ligningen y =3x-2.

Besvarelse med brug af Nspire-kommando
f(x)=x%—x+2 eroplyst
Vi skal bestemme en ligning for tangenten til grafen for f i punktet (2, f(2)).
Nspire bestemmer tangentligning ud fra forskriften x2—x +2 og x-koordinaten 2 :
Nspire: tange111Line(.r2—x+2,x,2) » 3ug—2

Tangenten til grafen for f i punktet (2, (2)) har ligningen y=3x-2.

18. Bestem punkt pad graf nér vi kender x-koordinat .

Opgave En funktion f er givet ved f(x)=x3 —3x2 .
Bestem y-koordinaten til det punkt pa grafen for f hvor x-koordinaten er 5 .

Bevarelse
f(x)= x2-x+2 er oplyst
Vi skal bestemme y-koordinat til grafpunkt med x-koordinat 5.
y-koordinat = f(5) Se 2c.
y-koordinat = 53-3.52
y-koordinat = 50
Det punkt pa grafen for f hvor x-koordinaten er 5, har y-koordinaten 50 .
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19. Bestem punkt pa graf nér vi kender y-koordinat .

Opgave En funktion f er givet ved f(x)=x3 —3x2 .
Bestem x-koordinaten til de punkter pa grafen for /" hvor y-koordinaten er —4 .
Bevarelse  f(x) = x3 —3x2
y-koordinat = —4
flx) =4 Se 2c.
¥ —3x = 4
Nspire loser ligningen x* —3x? = —4 mht. x og far
x=-1 eller x=2

. 3 2
Nspire: solve(x -3 x ='4Jx) + x=-1or x=2

De punkter pa grafen for f hvor y-koordinaten er —4 ,
har x-koordinaterne -1og 2.

20a. Bestem x-koordinat ndr vi kender tangentheldning .

Opgave En funktion f er givet ved f(x)=x3 —3x? .
Bestem x-koordinat til hvert punkt pa grafen for f hvor tangenthaldningen er 9 .

Bevarelse f(x)=x3—3x?.
tangenthaldning = 9
f'(x)=9 Se 2d.
3x—6x=9 Se ramme 7 og 8.
Nspire loser ligningen 3x>— 6x = 9 mht. x og far

x=-1 eller x=3

. 2
Nspire: solve(?rx —6-x=9x] » x="1 orx=3

Det er punkterne med x-koordinat —10g3 —1 hvor tangenthaldning er 9 .

20b. Bestem punkt p graf nar vi kender tangenthaldning .

Opgave En funktion f er givet ved f(x)=x3—3x2 .
Bestem koordinatsattet til hvert punkt pa grafen for f hvor tangenthaldningen er 9 .

Bevarelse Forst bestemmer vi x-koordinat som i 20a. Derefter:

y-koordinat = f'(—1) y-koordinat = f'(3) Se 2c.
y-koordinat = (—1)* — 3(-1)? y-koordinat = 3° — 3.3
y-koordinat = —4 y-koordinat =0

De punkter pa grafen hvor tangenthaldningen er 9, har koordinatsettene

(-1,-4) og (3,0) .
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21. Bestem tangenthaldning.

Opgave
En funktion g er givet ved
g(x) = %-x3 +3x .

Bestem tangenthaldningen 1 graf-punktet med x-koordinat 1

Bevarelse
g(x) = %-x3 +3-x .
tangentheldning = g'(1) Se 2d.
tangentheldning = 1>+3  da g'(x) = x2+3 Se ramme 7 og 8.
tangenthaldning = 4

Tangentheldningen i graf-punktet med x-koordinat 1 er 4 .

22. Bestem raringspunkt for tangent.

Opgave
Linjen /: y=9x+17 er tangent til grafen for funktionen f(x)=x>-3x+1 .
Bestem koordinatsattet til raringspunktet.
Besvarelse
I: y=9x+17 ertangenttil graf for f(x)=x>-3x+1.
f'(x)=3x2-3
I reringspunktet skal f-grafens tangenthaldning f'(x) veere lig
['s haldningskoefficient som er 9:

f(x)=9
3x2-3=9

Nspire loser ligning 3x%> —3 =9 mht. x og far
x=-2 eller x=2
Nspire: soI\=c(3-x2—3=9‘x) » x="2 or x=2
Hvis x=2 er 3
y-koordinat pa f-graf lig f2)= 27-3-2+1=3
y-koordinat pd [/ lig y= 9-2+17 =35
sd& y-koordinaterne er ikke ens,
sé grafpunkt med x-koordinat 2 er ikke reringspunkt.

Hvis x=-2 er
y-koordinat pd f-graf lig f(-2) = ('2)3_3' 241 =-1 Hvis du skriver i handen, skal der
y-koordinat pd [/ lig y= 9--2+17 = -1 parentes om -2 efter gangetegn.
sd& y-koordinaterne er ens, og vi vidste i forvejen at tangenthaldningerne er ens,
sé grafpunkt med x-koordinat —2 er roringspunkt.

Koordinatsattet til reringspunktet er (-2, -1) .
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Vaksthastighed

23. V&ksthastighed.

Figuren viser grafen for en funktion f(x) hvor

x = antal dage efter at vi begyndte at male
f(x) = plantens hgjde i mm

P& figuren ser vi at
f'(30)=0,5
og at omkring tidspunktet 30 dage vil plantens
hejde blive ca. 0,5 mm hgjere pr. dag.
Vi siger at
pa tidspunktet 30 dage efter at vi begyndte at
male, er vaeksthastigheden lig 0,5 mm pr. dag.

I et lille tidsum p& x-aksen er grafen nasten sammen
faldende med den tegnede tangent. Det er i dette tids
rum at veksthastigheden er ca. 0,5 mm pr. dag.

30 dage

24. Afles storrelsen nar tidspunktet er kendt.

Opgave

Grafen viser hvordan temperaturen 7' er vokset.
Tiden ¢ males i sekunder.
Bestem temperaturen pa tidspunktet 13 sekunder.

T/°C —

N

i .
™~

Besvarelse

Vi finder grafpunktet hvor =13, og
aflaeser at for dette punkter 7 =24 .
Dette har vi vist pd skitsen.

P& tidspunktet 13 sekunder er temperaturen 24 °C .

T/°C L

24 FHEE 7

Differentialregning for B-niveau i stx

Side 11

2017 Karsten Juul




25. Afles vaeksthastigheden nér tidspunktet er kendt.

Opgave T/°C

Grafen viser hvordan temperaturen 7' er vokset.

Tiden ¢ males i sekunder. g

Bestem temperaturens vaksthastighed pa tidspunktet 13 sekunder. /

Besvarelse

T/°C
Vi finder grafpunktet hvor =13, og

vi tegner tangenten / i dette punkt, og 1

pa [ aflaser vi punkterne A(1,15) og B(17, 27). /

Alt dette har vi vist pa skitsen.

— =

[ 's heeldningskoefficient er temperaturens 5

T~

vaeksthastighed pa tidspunktet 13 sekunder.

['s haeldningskoefficient er

27-15 12 3 _ 0.75
17-1 16 4

Temperaturens vaksthastighed pa tidspunktet 13 sekunder er 0,75 °C pr.sekund .

13

t/'s

26. Aflas tidspunktet nér sterrelsen er kendt.

Opgave T/°C

Grafen viser hvordan temperaturen 7" er vokset.

Tiden ¢ males i sekunder.

Bestem det tidspunkt hvor temperaturen er 24 °C.

™~
N

<
~

t/s

Besvarelse T/°C

Vi finder grafpunktet hvor 7 =24, og 24 frrii

aflaeser at for dette punkter =13 . /

Dette har vi vist pa skitsen.

Temperaturen er 24 °C pa tidspunktet 13sekunder .

t/s
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27. Aflas tidspunktet ndr vaeksthastigheden er kendt.

Opgave T/°C e

Grafen viser hvordan temperaturen 7" er vokset.

Tiden ¢ males i sekunder.

Bestem det tidspunkt hvor temperaturens vaeksthastighed er
0,75 °C pr. sekund.

Besvarelse T/°C

Vi tegner en linje m som har haldningskoefficient 0,75, og B
vi leegger en lineal langs m og parallelforskyder til linjen er en LA im
tangent / til grafen, og vi aflaeser at for reringspunkteter =13 . anih
Alt dette har vi vist pad figuren.

Veaksthastigheden for # =13 er /'s haldningskoefficient:
Pé tidspunktet 13 sekunder er temperaturens vaksthastighed /

120

0,75 °C pr. sekund. 20.0,75=15 5 13 t/s

28. Udregn sterrelsen nér tidspunktet er kendt.

Opgave
Veagten af et dyr kan beskrives ved funktionen

f(x)=56-1,02" + 240
hvor x er dage og f(x) er vaegten i gram.

Bestem dyrets vaegt pa tidspunktet 30 dage.
Besvarelse
f(x)=56-1,02" +240 er dyrets veegt pa tidspunktet x dage.
30 Hvis du skriver i handen, skal
f(30) = 56- (1-02) +240 = 341.436 der ikke parentes om 1,02 .

Dyrets vaegt er 341 gram pa tidspunktet 30 dage.

29. Udregn vaeksthastigheden nar tidspunktet er kendt.

Opgave
Veagten af et dyr kan beskrives ved funktionen
f(x)=56-1,02" + 240
hvor x er dage og f(x) er vaegten i gram.

Bestem den hastighed hvormed dyrets vaegt vokser pa tidspunktet 30 dage.

Besvarelse
f(x)=56-1,02" +240 er dyrets vaegt pa tidspunktet x dage.
)x+240) ~ 1.10895- (1.02]"  udregnet af Nspire

30 Hvis du skriver i handen, skal
£1(30) = 1.10895-(1.02)”" = 2.00871 der ikke parentes om 1,02 .

P4 tidspunktet 30 dage vokser dyrets vaegt med hastigheden 2,0 gram pr.dag .

f'(x) = i(_56- (1.02
dx
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30. Udregn tidspunktet nar sterrelsen er kendt.

Opgave
Veagten af et dyr kan beskrives ved funktionen
f(x)=56-1,02" + 240
hvor x er dage og f(x) er vaegten i gram.
Bestem det tidspunkt hvor dyrets veegt er 500 gram.

Besvarelse
f(x)=56-1,02" +240 er dyrets vaegt pa tidspunktet x dage.
vegt =500
S (x)=500
56-1,02% + 240 = 500 solve(56- (1.02)+240=500,x] » x=77.5316

Nspire loser ligning 56-1,02% +240 = 500 mht. x og far x = 77,5316 .
Dyrets vaegt er 500 gram pa tidspunktet 78 dage.

31. Udregn tidspunktet nar vaeksthastigheden er kendt.

Opgave
Veagten af et dyr kan beskrives ved funktionen
f(x)=56-1,02" + 240
hvor x er dage og f(x) er vaegten i gram.
Bestem det tidspunkt hvor dyrets veegt vokser med hastigheden 4 gram pr. dag.

Besvarelse
f(x)=56-1,02" +240 er dyrets veegt pa tidspunktet x dage.
fi(x) = di(_56- (1.02)x+240) ~1.10895-(1.02]"  udregnet af Nspire
I

Vi far Hvis du skriver i handen, skal

. der ikke parentes om 1,02 .
hastighed = 4 P

fix)=4 Se 2e.
1,10895-1,02* =4 solve(L 10895- (1.02)X:4,XJ » x=64.7834
Nspire loser ligningen 1,10895-1,02° = 4 mht. x og far x = 64,7834 .
Pé tidspunktet 65 dage vokser dyrets vaegt med hastigheden 4 gram pr. dag.

32. Du skal ikke altid differentiere for at finde hastighed!

Opgave Et linjestykkes leengde @ndres sddan at f(x) = x> hvor f(x) er lengden pa tidspunktet x .
Hvor hurtigt @ndres lengden pé tidspunktet 3 ?

Besvarelse f(x) er l&ngden pa tidspunktet x .
@) =x>. f'(x)=2x. f'(3)=2-3 = 6 . P4 tidspunktet 3 ndres leengden med hastigheden 6.

Opgave Et linjestykkes leengde @ndres sddan at f(x) = x? hvor f(x) er den hastighed som
leengden @ndres med pa tidspunktet x .

Hvor hurtigt endres lengden pa tidspunktet 3 ?
Besvarelse f(x) er den hastighed som l&ngden a&ndres med pé tidspunktet x .
fx)=x*. f(3)=3%=9. Patidspunktet 3 @ndres lengden med hastigheden 9.
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Monotoni

33. Voksende og aftagende.

Figuren viser en interaktiv figur fra en computerskaerm. Nér vi trekker x-punktet hen pa et tal x
kan vi afleese funktionsverdien f(x). Pé figuren kan vi se:

Nér vi trekker x gennem tallene fra og med 2 til og med 9, vil f(x) hele tiden blive sterre.
Naér vi trekker x gennem tallene fra og med 9 til og med 14, vil f(x) hele tiden blive mindre.

()
/(%)
1
\‘”‘\””\””\””\””\””g‘w”‘w””\””\””\”w””w”\””\”” (1)
2 14
Som bekendt siger man: f(x) er voksende i intervallet 2<x<9

f(x) er aftagende 1 intervallet 9 <x <14

Er f(x) bade aftagende og voksende i 9 ? Nej, vi taler ikke om at en funktion er voksende i ét tal. Vi
taler om at en funktion er voksende i et interval. Der skal vaere mindst to y-vardier hvis vi skal
kunne tale om at y er blevet storre eller mindre.
At f(x) ervoksende i intervallet 2<x<9
betyder at ndr vi 1 intervallet veelger storre og storre x-vardi,

sa bliver y-vardien f(x) storre og storre.
At f(x) er aftagende 1 intervallet 9 <x <14

betyder at ndr vi 1 intervallet veelger storre og storre x-vaerdi,
s bliver y-vardien f(x)mindre og mindre.

34. Hvad er monotoniforhold?

I nogle opgaver star at vi skal y
bestemme monotoniforholdene for en funktion.

Det betyder at vi skal skrive S
1 hvilke x-intervaller funktionen aftager, og
i hvilke x-intervaller funktionen vokser. P(-3,4)

Pé figuren er vist grafen for et tredjegradspolynomium.

Monotoniforholdene kan vi skrive saddan:

0, 1)

f(x) er voksende i intervallet x < -3 ,
f(x) aftagende i intervallet -3 < x <2 / 1
f(x) voksende i intervallet 2 < x
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35. Regel for at finde monotoniforhold.

Hvis f'(x) er positiv

(*)  tangenthaldningen f'(x) er positiv for hvert
tal x iintervallet 1< x<4.

(x%)  f(x) er voksende i intervallet 1 < x < 4.
Hvis man prever at tegne grafen sadan at (x), men
ikke (xx) geelder, s bliver man overbevist om at det

ikke kan lade sig gare. Man kan bevise at hvis (x)
gelder, sa gelder (x*) ogsa.

Huvis der er undtagelser fra at f'(x) er positiv

Funktionen f(x) pé nederste figur er voksende selv om der er
ét punkt hvori tangenthaldningen er 0.

Selv om der er enkelte undtagelser fra (x), kan man
slutte at (xx) geelder.

Seetning 35.1

[

—

Hvis f'(x) er positiv for alle x i et interval, evt. med endeligt mange undtagelser,

sa er f(x) voksende i intervallet.

Hvis f'(x) er negativ for alle x i et interval, evt. med endeligt mange undtagelser,

sa er f(x) aftagende i intervallet.

36. Tegn f-grafud fra f’-fortegn m.m.

Opgave

Tegn for —6 < x <10 en mulig graf for en funktion f der opfylder at

f(=3)=6 og f(8)=-2

og hvor fortegn og nulpunkter for f’er som vist pé tallinjen:

x: -6 -3 3 8 10
Sf(x): +0 - 0 - 0+

Besvarelse
Nér f(m)=n, gar f-grafen gennem punktet (m,n) .
f er aftagende i x-intervaller hvor f'(x) er negativ.
f er voksende i x-intervaller hvor f”(x) er positiv.

For de x-vaerdier hvor f’(x) er 0, har grafen
vandret tangent.
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37. Bestem monotoniforhold.

Opgave
Bestem monotoniforholdene for funktionen

f(x)=%x4+ c+1

Besvarelse 1

' =X —|=x +2x udregnet af Nspire

f'(x) kan kun skifte fortegn i de vaerdier af x hvor f'(x)=0, dvs. hvor X +2x2=0.

Nspire lgser ligningen x> +2x? =0 mht. x ogfar x=-2 eller x=0:
solvc(x3+2-.r2=0,x) » x="2 or x=0

Disse to tal deler tallinjen op i tre intervaller. I hvert af disse veelger vi et tal og udregner f":

F'(=3) = (=3°+2(=3*= -9 s £'(x) negativ for x< -2

7= = (=D)*+2(=1* =1 s&  f'(x) positivfor —2<x<0
') = 1°+212 = 3 s&  f'(x) positivfor 0<x
Af dette folger at monotoniforholdene er folgende: f
f(x) eraftagendei intervallet x< 2 Husk at kontrollere at tallene der
. _ afgreenser intervallerne, er de tal
f(x) ervoksendeiintervallet —2 < x du fik som losning tl (x)=0 .
Oversigt: X -2 0
| I -
1 | >
f'(x) 0 0

() \ 

Besvarelse 2

AP el campum
4 3 3

( x):= ( r)) » Udfort f‘m(x} = ;~:3+2- ;~:2 udregnet af Nspire
t'(x) kan kun skifte fortegn | de vaerdier af x hvor £'(x)=0,
Nspire lgser ligningen f'(x)=0 mht. x og far x=-2 eller x=0:
solve(f'm{ } 0 x) » x=-2 or x=0
De to tal =2 og 0 deler tallinjen op i tre intervaller.
| hvert af disse veelger wvi et tal og udregner "
f'm(‘?;] =-0 s& f'(x)ernegativfor x<-2
f'm('l) =1 sa f'(x)erpositivfor —2<x<0
f‘mfl) =3 sa f'(x)erpositiv for 0<x

Af dette falger at monotoniforholdene er falgende:

f(x) er aftagende i intervallet x=-2 og f(x) er voksende | intervallet —2<x
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38. Bestem monotoniforhold for f ud fra f-graf.

Opgave
Figuren viser grafen for en funktion f.

Bestem monotoniforholdene for f i intervallet -4 <x<6.

Besvarelse
Pa figuren har vi vist hvordan vi afleser at x-vaerdierne
for de lokale ekstremaer x=-1 og x=4 .

P& figuren ser vi at

f er aftagende i intervallet —4 <x < -1

f ervoksende i intervallet —1< x <4

f er aftagende i intervallet 4 <x <6

\

—

\f

39. Bestem monotoniforhold for f ud fra f'-graf.

Opgave
Figuren viser grafen for den afledede funktion 7' for
en funktion f.

Bestem monotoniforholdene for /i intervallet -4 <x<6.

Besvarelse
Pa figuren har vi vist hvordan vi afleeser at f'(4)=1,5 .

Pa naesten samme made kan vi afleese f'(x) for andre
vaerdier af x end 4. F.eks. ser vi at

f'(x) er 0 nar x er -3 eller 2
og at

f'(x) er positiv for -4 < x <=3

f'(x) ernegativ for -3 <x<?2

f'(x) erpositiv for 2<x<6

Heraf folger at

f er voksende i intervallet —4 < x<-3

f er aftagende i intervallet —3<x <2

f ervoksende i intervallet 2<x <6

Y

For hvert x erf'-grafs y lig

\f’ f-grafs tangentheeldning.

\ —
1

/
—n

N

Pa fgrafer f/(x) lig tangenthaeldning.
Pa fgrafer f(x) lig y-koordinat.
Paf-grafer (f')(x) lig tangenthaeldning.
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Ekstrema

40. Maksimum og minimum.

y y
11 e AT A0 A : o :

1]
og
T ——

~
o

N
L

—
P
~

1 1
Maksimum for f er den sterste y-koordinat til et punkt pd f-grafen. Vi ser at

maksimum for f er 11.

Minimum for f er den mindste y-koordinat til et punkt pa f~-grafen. Vi ser at

minimum for fer 2.

Grafen for g er en parabel hvor grenene gar uendelig hojt op.

Der er ikke noget punkt pa grafen der har den sterste y-koordinat
da man altid kan afsette et punkt hegjere oppe pa grafen, sa

funktionen g har ikke noget maksimum.

Nar vi skriver hvad maksimum eller minimum er,
sé skriver vi normalt ogsa hvad punktets x-koordinat er:

/f har maksimum for x =4 og maksimumer y =11

f har minimum for x =1 og minimum er y = 2
Undertiden er det skrevet kortere, f.eks:

f har maksimum i 4 og maksimum er 11 .

/ har minimum i 1 og minimum er 2.

Stersteveerdi og mindstevaerdi for en funktion er det samme som hhv. maksimum og minimum.

I nogle opgaver stér at vi skal bestemme ekstrema. Dette betyder at vi skal finde maksimum hvis
der er et maksimum, og minimum hvis der er et minimum.

Ekstremum er en faellesbetegnelse for maksimum og minimum. Ordet ekstremum hedder i flertal
ekstremummer eller ekstrema. Det er den sidste form der bruges i eksamensopgaver.
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41. Bestem med f'(x) den vardi af x hvor y er storst.

Opgave Hojden af en figur er givet ved f(x) = 86— x? —% , %< x<9,

hvor x er figurens bredde, og f(x) er figurens hgjde.
Bestem bredden sa hgjden bliver sterst mulig.

16 |

Besvarelse 1  f(x) = 86— x? 3 <x<9 , hvor figurs bredde og hejde er x og f(x).
Vi bestemmer monotoniforholdene for f:
f'(x) = ;—](36_312_1_6) = ﬁ_g. ¥ udregnet af Nspire
dx\ x 2

f'(x) kan kun skifte fortegn i de vardier af x hvor f'(x)=0, dvs. hvor % —-2x = 0.
X

Nspire loser ligningen x> +2x%> =0 mht. x for % <x<9ogfar x=-2:

16 1
solve[——2+x=0,x|—<x<9 » x=2
x2 5

Viudregner f'(x) ien x-veerdi pa hver side af 2:

11y = 11—2—2-1 —14 sk f'(x) erpositiv for L<x<2

f'4 = %—2-4 =-7 s& f'(x) ernegativ for 2<x<9 .

Heraf slutter vi folgende monotoniforhold:
f ervoksende i intervallet +<x<2 og f eraftagendeiintervallet 2<x<9 .

Vi bestemmer bredden sd hgjden er storst mulig:

Af monotoniforholdene folger: f(x) er storst mulig ndr x =2, dvs.
Hejden bliver storst mulig nér bredden er 2 .

Besvarelse 2 /i besternmer monotoniforholdene for f:

16
f(x):=86—x2—— » Udfort Loeyen
X 5
ﬁn('(}=;—l(ﬂ'(}) 3 E,—J."orl' ﬁ'n(x} = ﬁ_z x !Id?‘egnef af‘?\rsph_e
ax 2

f'(x) kan kun skifte fortegn | de veerdier af x hvar £'(x)=0.

Nspire lgser ligningen f'(x)=0 mht. x og far x=2 :
solve(f'm(x)=ﬂjx) k=2

Viudregner f '(x) 1 en x—veerdi pa hver side af 2;

f(1) = 14 s f'(x) er positiv for = <x<2

fin(4) = -7 54 f'(x) er negativ for 2<x<9
Heraf slutter vi folgende monotoniforhold:

f er voksende i intervallet L<x<2 og f eraftagende i intervallet 2<x<9
5

Vi bestemmer bredden s& hajden er sterst mulig:

Af monotoniforholdene felger: f(x) er sterst mulig nar x=2, dvs,

Hajden bliver starst mulig nar bredden er 2
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42. Bestem med f'(x) den sterste verdi af y.

Opgave Hojden af en figur er givet ved f(x) = 86— x? —% , %< x<9,

hvor x er figurens bredde, og f(x) er figurens hgjde.
Bestem den storst mulige hojde.

16 |

Besvarelse 1  f(x) = 86— x? 3 <x<9 , hvor figurs bredde og hejde er x og f(x).
Vi bestemmer monotoniforholdene for f:
f'(x) = i(%_xZ_E) - ﬁ_g. x udregnet af Nspire
dx\ x ‘_2

f'(x) kan kun skifte fortegn i de 'Vaerdier af x hvor f’(x)=0, dvs. hvor % —-2x = 0.
X

Nspire loser ligningen x> +2x%> =0 mht. x for % <x<9ogfar x=-2:

16 1
solve[——2+x=0,x|—<x<9 » x=2
x2 5

Viudregner f'(x) ien x-veerdi pa hver side af 2:

11y = 11—2—2-1 —14 sk f'(x) erpositiv for L<x<2

f'4 = %—2-4 =-7 s& f'(x) ernegativ for 2<x<9 .

Heraf slutter vi folgende monotoniforhold:
f ervoksende i intervallet +<x<2 og f eraftagendeiintervallet 2<x<9 .

Vi bestemmer den storst mulige hojde:
Af monotoniforholdene folger: f(x) er storst mulignar x=2. f(2) = 8622 — % =74

Den storst mulige hgjde er 74 .

Besvarelse 2 /i bestemmer monotoniforholdene for f:

f(.\f):=86—.‘<2—E » Udfort Lowen
X 5
ﬁn(x]:=;—£[f(x]) » Udfort  fmlx) = B—E- x  udregnet af Nspire
dx 5

f'(x) kan kun skifte fortegn i de vaerdier af x hvor f'(x)=0.

Nspire lgser ligningen f'(x)=0 mht. x og far x=2 :
Solve(f‘m(x)=0,x) > x=2

Viudregner f'(x) i en x—veerdi pa hver side af 2:

ﬁn(l) =14 S8 f '(x) er positiv for = <x<2
5

ﬁn(4) =-7 54 f'(x) er negativ for 2<x<9
Heraf slutter vi fzlgende monotoniforhold:

f er voksende i intervallet L<x<2 og f eraftagende i intervallet 2<x<9
5

V1 bestemmer den sterst mulige heijde:

Af monotoniforholdene falger: (%) er sterst muliz nar x=2. f{2) =74

Den starst mulige hejde er 74 .
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43. Bestem med f'(x) den veerdi af x hvor y er mindst.

Dette gores som vist i ramme 41 bortset fra at monotoniforholdene nu er aftagende-voksende 1
stedet for voksende-aftagende, og at vi nu skriver mindst 1 stedet for sterst.

44. Bestem med f'(x) den mindste verdi afy .

Dette gores som vist i ramme 42 bortset fra at monotoniforholdene nu er aftagende-voksende 1
stedet for voksende-aftagende, og at vi nu skriver mindst 1 stedet for sterst.

45. Bestem ekstrema.

Nér der stir ”"Bestem ekstrema”, sa skal vi bestemme minimum hvis der er et minimum, og vi skal
bestemme maksimum hvis der er et maksimum. Se ramme 42 og 44.

46. Gor rede for at funktionen har et minimum (eller maksimum).

Opgave
Gor rede for at funktionen

f()=x>-9x+12 , x>0

har et minimum.

Metode

Vi bestemmer monotoniforhold for f(x) med metoden fra ramme 37. Herefter skriver vi:
Da f(x) er

aftagende 1 intervallet 0 < x < NE) og  voksende i intervallet V3<x

kan vi slutte at

f(x) har minimum for x = NE

Differentialregning for B-niveau i stx Side 22 2017 Karsten Juul




47. Lokalt maksimum og minimum.

10
Figuren viser grafen for en funktion f. I de to ender fortsatter grafen uendelig hejt op.

P er grafpunktet med x-koordinat 20 og y-koordinat 15.

Vi kan veelge et stykke af grafen omkring P sadan at 15 er mindste y-koordinat pa dette stykke.
Vi siger derfor at

f har lokalt minimum for x = 20 og det lokale minimum er y =15 .

15 er ikke minimum da der andre steder pd grafen er y-koordinater som er mindre.

Hvis O(x,,);,) er et punkt pd grafen for en funktion, og vi kan vealge et stykke af grafen omkring

0 sadan at y, er mindste y-koordinat pa dette stykke, s siger vi at

funktionen har lokalt minimum for x = x, og det lokale minimumer y =y,

Hvis O(x,,);,) er et punkt pd grafen for en funktion, og vi kan vealge et stykke af grafen omkring

O sddan at y, er storste y-koordinat pa dette stykke, sa siger vi at

funktionen har lokalt maksimum for x = x, og det lokale maksimumer y =y,

Om funktionen fra figuren ovenfor gelder:
f har lokalt minimum for x = 20 og det lokale minimum er y =15 .
f har lokalt maksimum for x =40 og det lokale maksimum er y =35 .
f har lokalt minimum for x =70 og det lokale minimumer y =35 .

f har minimum for x =70 og minimumer y=35 .
Undertiden er det skrevet kortere, f.eks:

f har minimum i 70 og minimum er 5.

f har lokalt maksimum i 40 og det lokale maksimum er 35.

I nogle opgaver stér at vi skal bestemme lokale ekstrema. Dette betyder at vi skal finde bade de
lokale minimummer og de lokale maksimummer.

Ordet ekstremum hedder 1 flertal ekstremummer eller ekstrema. Det er den sidste form der bruges i
eksamensopgaver.

Differentialregning for B-niveau i stx Side 23 2017 Karsten Juul




48. Bestem lokale ekstrema.

Opgave Bestem de lokale ekstrema for funktionen f(x)= %x3 —i—%x2 —18x-90 .

Besvarelse 1  f(x) = %x3 +3 x%—18x—90

Vi bestemmer monotoniforholdene for f:

1 3 2
0= 22000
ax

'(x) kan kun skifte fortegn i de veerdier af x hvor #'(x)=0, dvs. hvor x*>+3x—18 = 0.
S'(x) gn

2
=x +3:-x—18 udregnet af Nspire

Nspire loser ligningen x*+3x—18=0 mht. x ogfarx=-6 eller x=3.

sal\‘e(.r2+3-x—18=0,x » x="6 or x=3
—6 og 3 deler tallinjen op i tre intervaller. I hvert af disse veelger vi et tal og udregner f":

Da F'(=7) = (<7)*+3(-7)-18 = 10 er  f'(x) positivfor x<—6
Da 7'0) = 0*+3:0-18 = —18 er  f'(x) negativfor —6<x<3

Da f'(4) = 42+34-18 = 10 er  f'(x) positiv for 3<x
Af dette folger at monotoniforholdene er folgende:

f(x) er voksende i intervallet x < -6, x: 6 3
aftagende i intervallet —6 <x <3 og fl®: + 0 - 0 +
voksende i intervallet 3 <x . J(x): voks aft voks

Vi bestemmer de lokale ekstrema: Af monotoniforholdene folger:
der er lokalt maksimum for x=—6  og lokalt minimum for x=3.

fE6) = L6y’ +3 6)°-18 (-6)-90 = 0
f(3) = %334‘%32—183—90 = —%43
J(x) har lokalt maksimum for x =—6 og det lokale maksimum er y = 0

f(x) har lokalt minimum for x =3 og det lokale minimum er y = — %

Besvarelse 2
Vi bestemmer monotoniforholdene for f:
1.3 3% 12 d 2
f(x}:=—'x +—'x —18:x-90 * Udfurs flu(x)::d—(f(x” » Udfere fm(x) =x +3'x—18 udregnetafNs
2 x

3
o

f'{x) kan skifte fortegn i de x hvor £'(x)=0. Nspire lgser ligningen f'(x)=0 mht. x og farx=-teller x=3:
solve(ﬁn(x}:[:ljx) * x="0 or x=3

-6 og 3 delertallinjen op i tre intervaller. | hvert af disse vaelger vi et tal og udregner f*;
fm(-?:l =10 s& f'(x)erpositivforx<—6
fm(O} =-18 sa f'(x)ernegativfor —6<x<3

fm(dl) =10 sa f'x) erpositiv for 3<x

Af dette falger at monotoniforholdene er falgende;

fix) ervoksende i intervallet x=—6, aftagende i intervallet -6=x=3 ogvoksende i intervallet 3=x
Vi bestemmer lokale ekstrema:

Af monotoniforhold falger:  der er lokalt maksimum for x=-6  og  lokalt minimum for x =3,
-243
f-6)=0 og f(3)= e

f(x) har lokalt maksimum for x = —f og det lokale maksimum er y = 0.
243

f(x) har lokalt minimum for x = 3 og det lokale minimum er y = —— .

2
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49. Bestem for hver vardi af a antal lesninger til f(x) =a .

Opgave

_ 3. 4,1.3,9.2
f(x)= X HgXT+gx

(a) Undersgg f mht. lokale ekstrema.

(b) Bestem for hver vardi af a antal lesninger
til ligningen f(x)=a .

Besvarelse af (b)

y
Af undersogelsen i (a) folger at grafen for f 18
er som vist pa skitsen. G,52)
Pé skitsen har vi vist hvordan vi ser at hvis
a=4, har f(x)=a tolesninger x; og x,.
4

P& nasten samme méade ser vi:

a<0: 0 lgsninger (-2,2)

a=0: 3 losninger Y

O<a<2: 4 lgsninger

a=2: 3 losninger

8 (070) X1 Xy o
2<a< % : 2 lesninger
_189 . .
a==5 1 losning
Bea: 0 lgsninger
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Beviser

50. Differentiabel.

Grafen for f har et knek i punktet med x-koordinat 2.

Derfor har grafen ikke nogen tangent i dette punkt.
(Tangenten er en linje der folger grafen nar punktet).

Funktionen f har ikke nogen differentialkvotient i 2, for

differentialkvotienten er tangentens heeldningskoefficient,
og der er ikke nogen tangent.

Der geelder altsé at f'(2) ikke eksisterer.

Grafen for g har en lodret tangent i punktet med x-koordinat 2.

En lodret linje har ikke nogen heldningskoefficient.

Funktionen g har ikke nogen differentialkvotient i 2, for

differentialkvotienten er tangentens heeldningskoefficient,
og tangenten har ikke nogen haldningskoefficient.

Der geelder altsé at g'(2) ikke eksisterer.

Definition 50.1

Man siger at en funktion er differentiabel i et tal x,
hvis funktionen har en differentialkvotient i x,

dvs. hvis f'(x,) eksisterer.
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51. Grenseverdi. Kontinuert.

51a  u(x) og v(x) star for to regneudtryk. Nar vi indsaetter tal for x, sé vil der om resultaterne galde:

For u: Nar det indsatte tal er naer 7, vil resultatet vaere nar 5. X 7,5 72 7,04 7
Nar det indsatte tal er 7, vil resultatet veere lig 5. u(x): 5,25 5,04 5,0016 5
For v: Nar det indsatte tal er naer 7, vil resultatet vaere neer 5. x: 7,5 7,2 7,04 7
Nér det indsatte tal er 7, vil resultatet vare lig 3. p(x): 5,25 504 | 50016 3

De resultater vi far nar vi indseetter tal i regneudtrykket, kaldes funktionsvzerdier (grenne tal).
Det tal som resultaterne (funktionsvardierne) er neer, kaldes greenseveerdi (redt tal).

Det rode tal er bestemt uden at bruge funktionsvaerdien af 7. Vi har kun brugt x-veerdier nzer 7 !!!

For u: Funktionsveerdii7 = grenseveardi for x gaende mod 7. Sa siger vi: u er kontinuert i7.
For v: Funktionsveerdii7 # grenseverdi for x gdende mod 7. Sé siger vi: v er ikke kontinuert i7.

Dette kan skrives med symboler:

limu(x) =5 og u(7) =5 limv(x) =5 og vw(7) =3

x—7 x—7

Symbolet lim u(x) laeses “grenseveerdi for x gdende mod 7 af wu(x)”
x—7

51b Huvis et regneudtryk u(x) er opbygget af seedvanlige symboler (ikke lim), sa geelder:
Regneudtrykket er kontinuert i ethvert tal x hvor det er defineret (dvs. i x-verdier hvor det kan
udregnes)

2_

S1c Udtrykket u = 3x —6x kan vi ikke regne ud for x =2 da navneren bliver 0.
x—

Vi kan udregne u for veerdier af x som er tet pa 2 :

X 1,98 1,999 2 2,001 2,02
u 5,94 5,997 6,003 6,06

Ved at veelge veerdien af x tilstraekkelig teet pa 2 kan vi f& veerdien af u sa tet det skal vaere pa 6 .

Visiger: greenseverdien for x gdende mod 2 af u erlig 6

2 _
Med symboler skriver vi dette sadan: lim 3% 6« =6
x—2 x—2

51d Vikan regne os frem til denne grenseverdi ved at bruge felgende metode: Vi faktoriserer brekens
teeller og forkorter breken. S& fér vi et udtryk som vi kan udregne nar x er 2:

2 2 _ _
lim 2578 _ i 3y AL A (G ) R P N
x—2 x-—2 x—2 x-2 x=2
= 32 da 3x er kontinuert i x=2 se63b.
= 6
S5te  lim (k-udtryk) = k- lim udtryk nar k er en kontant
X—>X0 X—)XO
51 lim (udtrykl +udtryk2) = lim udtrykl + lim udtryk2
X=X, X=X, X=X,
51g Udregning af greensevaerdi med Nspire. - : , - ;
. gPa Nspire kan vi veelge greenseveerdi-skabelonen pa skabelonpaletten. |
lim £ — udregnet af Nspire ~ :Skabelonen ser sadanud:  lim_(['{} Vibehaver ikke skrive noget
x—0 i e

i det tredje felt il
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52. Vikan finde en differentialkvotient ved at
udregne en grenseveardi.

Hvis f er differentiabel 1 x,, sa gelder

521 fi(x) = lim L7/ (%)

X=X, X=X

Begrundelse for 52.1:

¢ er tangent til f-grafen.
f'(x0) = t's haeldk. Dette er definitionen pé differentialkvotient.

Vi tegner en linje m der skarer f-grafen i punkterne med x-koordinater x, og x .
y-koordinater til disse punkter er f(x,) og f(x). Sa

X)—J(X -
M ifolge formlen a = N2=h )
X=X, X, =X

m's haeldk. =

Nér x narmer sig til x,
vil m's heldk. nerme sig til ¢'s haeldk., sa

t'sheldk. = lim (m'sheldk.) = lim S ()~ f(x,)
X=X X%, X — Xo
Vi har nu indset at bdde venstre og hgjre side 1 ligningen1 64.1 erlig 7's heldk. ,
sé ligningen geelder.
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53. Udledning af formlen for at differentiere x°.

Nér f(x)=x? er

P = tim SO 0)

X=X, X=X

lim (x +x0) '(x_xo)

X=X, X=X
= lim (x +x,)
X=X,
= X +X,
= 2x,

Vi har nu fundet frem til folgende:

53.1: (xz)' = 2x

ifolge 52.1

ifolge en af kvadratsetningerne

vi har forkortet med x — x,

ifolge metoden fra 51d

54. Udledning af formlen for at differentiere udtryk plus udtryk .

Nar f(x) = g(x)+h(x) er
S () - (%)

X=X

f(x%) = lim

X=X,

i (8D +A()-(8(%) +/(x) )

X=X

(g(x)—g(x) )+ (h(x) — h(xo) )

X=X

XX,

lim
XX,

i [g(x)—g(xo) ()~ h(xy) J

X=X, X=X,

XX,

lim g(x)_g(xo) +

X=X, X —Xo

g'(xo) + hl(xo)

xox, XX

Vi har nu fundet frem til folgende:

54.1:

(g(0)+h(x) = g'(x)+h'(x)

hm h(X) B h(xo)

ifolge 52.1

ifolge 51f

ifolge 52.1

Differentialregning for B-niveau i stx

Side 29

2017 Karsten Juul




Stikordsregister

aftagende.......ccoeeveeiiieiiic 15,16
differentiabel...........ccccoveeeviiieiiiie e, 26
differentialkvotient.........ccoovvvveveeiiiviiiinnnnnen. 1,3,28
differentialkvotient pa graf ..........ccccooeveeeiiienennns 5
differentialkvotient, udledning..........c......cc.o....... 29
differentialkvotients forskrift.............cccceeviernnenns 3
differentialkvotients fortolkning............c.cccceeneee.n. 2
differentiationsregler.........cccoovveeeciveeniieecieeeieeens 3
EKSIIEMA ..o 19, 22
EKSTIEMUM....ccivieeiiieeiieecee e 19
fortolkning af differentialkvotient.............cc..c...... 2
funktionSveaerdi ......c.ceevveeeciiieeiie e 1
funktionsveerdi pa graf.........cccooeviieiiiniiiniee, 5
LA s 16
GrENSEVRIAL ...veeneveeiieiieeieeie et 27,28
haldningskoefficient..........c..cccvenee.. 8,12,13,26
lokale eKStrema .........cooeevvvvveeeeiiiiiiiieeeeeenn, 23,24
lokalt maksimum..........ccccvvveeieiiiiiiiinieeeeennn. 23,24
lokalt MINIMUM ........oovvviniiiiieieiiiiiiiieeeeean, 23,24
los ligning ud fra graf...........cccoooiiiiiiiinii, 6
losninger, antal............ccoccceeviieiiienieiiieie e, 25
MaKSIMUML......oooeiriiiiiieeeeeeeeeeeee e, 19, 22
MINAStEVRIAIL.....evvvevieeiiiiieieieeeeee e, 19, 22
MINIMUIN . 19, 22
monotoniforhold ...........ccceeuvvveeennnn. 15,16, 17, 18
NSpire......ccceeveeveennen. 3,8,9,10, 14, 17, 21, 24, 27
TOTINESPUNKL ..ottt 1,2,10
SEOTSLEVETAL c.vvvvveiieeiiieeeieieeeeee e 19, 20, 21
tANZENT....eeiiiiiieeeieee e 1,8, 11,26
tangent, vinkel..........ccoooeviiiiiiniiiee, 4
tangenthaeldning..........cccceeeevveeiiieeciieeieeee, 9,10
vinkel 0g tangent..........cccoeeveeeiieriiienieniieeeeeeenenn 4
VOKSENAE .o 15,16

vaeksthastighed..........cccccoevieeiienenne, 11, 12,13, 14



