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1.  Grundl�ggende typer af opgaver med grafer

I koordinatsystemet er tegnet en del af grafen for sammenh�ngen mellem to variable x og y.

Type 1.1: Hvad er y n�r x er 9?
Metode: Vi g�r til 9 p� vandret akse, g�r lodret op til graf og vandret ind p� lodret akse, og 

ser at vi er endt ved 10.
Konklusion: y er 10 n�r x er 9 .

Type 1.2: Hvad fort�ller grafpunktet P om sammenh�ngen mellem x og y?
Metode: Fra P g�r vi lodret ned p� vandret akse og ser at vi ender ved 44. Fra P g�r vi 

vandret indp� lodret akse og ser at vi ender ved 33.
Konklusion: Grafpunktet P fort�ller at n�r x er 44 s� er y lig 33.

Type 1.3: Tegn det grafpunkt der giver f�lgende oplysning: N�r x er 53, er y lig 37.
Metode: Vi g�r til 53 p� vandret akse, og g�r lodret op til vi er vandret ud for 37 p� den 

lodrette akse, og tegner et punkt Q her.
Konklusion: Det tegnede punkt Q er det grafpunkt der fort�ller at n�r x er 53, er y lig 37.

Type 1.4: Vi starter med 24x og giver x en tilv�kst p� 12.  Hvilken tilv�kst f�r y ?
Metode: 361224  . Vi afl�ser at n�r x er 24 er y lig 22, og at n�r x er 36 er y lig 29. Vi 

udregner "sidste y-v�rdi minus f�rste": 72229  .
Konklusion: y f�r tilv�ksten 7 n�r vi starter med 24x og giver x en tilv�kst p� 12.

Type 1.5: N�r vi starter med 53x og giver x en tilv�kst p� 7 s� f�r y tilv�ksten 3. Brug 
dette til at tegne endnu et grafpunkt.

Metode: N�r x er 53 er y lig 37 (se 1.3). 60753  og 40337  . Fra 60 p� vandret akse 
g�r vi lodret op til vi er ud for 40 p� lodret akse, og her tegner vi punktet R.

Konklusion: Det tegnede punkt R er det s�gte grafpunkt. 

P
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2.  Regel om tilv�kster for line�re sammenh�nge

Definition  2.1
Vi ser p� en line�r sammenh�ng mellem to variable x og y hvor y er p� den lodrette akse.
H�ldningskoefficienten a er den tilv�kst som  y f�r n�r  x f�r tilv�ksten 1 .

SÄtning  2.2
Vi ser p� en line�r sammenh�ng mellem to variable x og y hvor y er p� den lodrette akse.
H�ldningskoefficienten betegner vi med  a .  For enhver x-tilv�kst er

y-tilv�kst =   a  tilv�kst-x

I koordinatsystemet er tegnet grafen
for en line�r sammenh�ng mellem
to variable x og y.

Ved at afl�se p� grafen ser vi:

N�r vi giver x tilv�ksten 1
s� f�r y tilv�ksten 0,6 .

(Se type 1.4 side 1).
H�ldningskoefficienten er 0,6 
if�lge Definition 2.1 ovenfor.

N�r vi giver x tilv�ksten 3
s� f�r y tilv�ksten

8,136,0 
(Dette ser vi ud fra figuren
eller ved at bruge S�tning 2.2
ovenfor)

N�r vi giver x tilv�ksten 0,5
s� f�r y tilv�ksten

3,05,06,0 
(Dette ser vi ud fra figuren
eller ved at bruge S�tning 2.2)

N�r vi giver x tilv�ksten h
s� f�r y tilv�ksten

h6,0
(Ovenfor er  h hhv.  3  og  0,5 ) 

2 3

5,1

1,2

1

6,0

2 5

5,1

3,3

3

36,0 

2 5,2

5,1
8,1

5,0

5,06,0 
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3.  S�dan kan vi finde h�ldningskoefficienten ud fra line�r graf

Type 3.1: Den line�re graf viser sammenh�ngen
mellem to variable x og y .

Hvor mange enheder bliver y st�rre
n�r vi g�r  x �n enhed st�rre?

Metode: Vi afl�ser p� grafen at
N�r 10x er 6y
N�r 30x er 22y

Vi udregner
y-tilv�kst = 16622 
x-tilv�kst = 201030 

N�r  x-tilv�ksten  er 1, m� y-tilv�ksten v�re en tyvendedel af 16:

8,0
20
16

1030
622





Konklusion: y bliver 8,0 enheder st�rre hver gang vi g�r  x �n enhed st�rre

dvs. h�ldningskoefficienten er 8,0 . 

4.  Hvad er en tangent?

Definition 4.1
N�r P er et punkt p� en graf g�lder:

Tangenten i P er den rette linje gennem P
som f�lger grafen n�r P.

Eksempel 4.2

l er tangent til grafen i  P .

m er ikke tangenten til grafen i Q .

Tangenten i Q er den linje gennem Q der f�lger
grafen n�r Q . Denne linje er ikke tegnet
p� figuren.

I ethvert punkt p� den viste graf kan vi tegne en
tangent.

P Q

m
l
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5.  Differentialkvotient

I koordinatsystemet er tegnet graferne for to sammenh�nge f og g .
Ud fra grafen finder vi ud af at g-grafen har h�ldningskoefficient 0,4 .
Grafen for g er tangent til grafen for f i punktet P .

Vi starter med 300x . N�r vi giver x en tilv�kst p� 100 er
for g : y-tilv�kst = 401004,0 
for f : y-tilv�kst = 30200230 

Vi starter med 300x . N�r vi giver x en tilv�kst p� 1 er
for  g : y-tilv�kst =  0,400
for  f : y-tilv�kst =   0,399   (afl�st p� en sk�rm hvor det kan g�res n�jagtigt)

Vi ser at for f er y-tilv�ksten ca. lig y-tilv�ksten for g, dvs. ca. 0,4 gange x-tilv�ksten.

N�r 300x g�lder for sm� x-tilv�kster at
for  f : y-tilv�kst ≈   0,4  tilv�kst-x

Vi kalder 0,4 for differentialkvotienten for  f i 300 .

Definition 5.1

Vi ser p� en sammenh�ng mellem to variable x og  y ,  og ox er en bestemt x-v�rdi.
Ved differentialkvotienten i ox

forst�r vi h�ldningskoefficienten for tangenten i grafpunktet med x-koordinat ox .

Differentialkvotienten betegnes med y som l�ses "y-m�rke ".

SÄtning 5.2

Vi ser p� en sammenh�ng mellem to variable x og  y.  Hvis  ay  n�r  0xx  g�lder:
N�r 0xx  og vi giver x en lille tilv�kst,  er

y-tilv�kst ≈ a  tilv�kst-x

I eksemplet ovenfor g�lder:
N�r  300x er  4,0y
N�r  300x og vi giver x en lille tilv�kst, s� kan vi udregne y-tilv�ksten s�dan:

y-tilv�kst ≈   0,4  tilv�kst-x

f

g

P
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6.  Hvorn�r er en x-tilv�kst lille?

Den rette linje er tangent til  f-grafen i punktet med
x-koordinat 2 .

Linjens h�ldningskoefficient er 3,0 s� hvis vi starter
med 2x og giver x en lille tilv�kst, kan vi udregne
y-tilv�ksten s�dan:

)*( y-tilv�kst ≈   0,3  tilv�kst-x

Denne ligning passer hvis x-tilv�ksten er s� lille at vi
ikke kommer uden for den del af f-grafen som er
n�sten sammenfaldende med tangenten.

P� den �verste figur er x-tilv�ksten  0,1  lille.
P� den nederste figur er x-tilv�ksten  100  lille.

Hvis graferne stammer fra anvendelser hvor
n�jagtigheden er lille, vil vi m�ske bruge ligningen

)*( selv om x-tilv�ksten er v�sentlig st�rre. M�ske
ville vi bruge )*( selv om x-tilv�ksten var 2 p� �verste
figur og 2000 p� nederste.

7.  Marginalomkostninger
Grafen viser sammenh�ngen mellem
f�lgende to variable:

x =  antal meter der fremstilles
y =  omkostninger i kr.

N�r 400x er 2y ,  dvs. hvis vi
fremstiller 1 meter mere, vil omkost-
ningerne blive 2 kr. st�rre.

N�r 600x er 14y , dvs. hvis vi
fremstiller 1 meter mere, vil omkost-
ningerne blive 14 kr. st�rre.

Vi s�lger hver meter for 12 kr., s� hvis
vi fremstiller 400 meter kan det betale
sig at fremstille flere, og hvis vi frem-
stiller 600 meter, kan det ikke betale sig.

Omkostningerne ved at fremstille
1 enhed mere kaldes marginalomkostningerne.
N�r vi fremstiller 400 meter, er marginalomkostningerne 2 kr.
N�r vi fremstiller 600 meter, er marginalomkostningerne 14 kr.
Ovenfor argumenterede vi ved hj�lp af disse marginalomkostningerne. Dette kaldes marginal-
betragtninger. Marginalbetragtninger bruges ogs� i forbindelse med andet end omkostninger.

f

f

meter

kr.
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8.  V�ksthastighed

Den krumme kurve er graf for sammenh�ngen
mellem f�lgende to variable:

x =  antal dage efter at vi begyndte at m�le
y =  plantens h�jde i mm

Vi ser at

n�r  30x er  5,0y

Omkring tidspunktet 30 dage vil plantens h�jde
alts� blive ca. 0,5 mm h�jere p� en dag.

Vi siger at

30 dage efter at vi begyndte at m�le er
v�ksthastigheden lig 0,5  mm pr. dag.

I et lille tidsum p� x-aksen er grafen n�sten sammenfaldende med den tegnede tangent.
Det er i dette tidsrum at v�ksthastigheden er ca. 0,5 mm pr. dag.

Den krumme kurve er graf for sammenh�ngen
mellem f�lgende to variable:

x =  antal m�neder efter at vi begyndte at m�le
y =  plantens h�jde i mm

Vi ser at

n�r  1x er  15y
s�

1 m�ned efter at vi begyndte at m�le er
v�ksthastigheden lig 15 mm pr. m�ned.

Dette betyder IKKE at planten i den n�ste
m�ned vokser 15 mm.

P� grafen ser vi at det kun er en lille del af en
m�ned at v�ksthastigheden er ca. 15 mm pr. m�ned.

mm

dage

mm

m�neder
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9.  Formel for  y
Om en sammenh�ng mellem  x og  y g�lder at hvis vi
kender v�rdien af  x ,  s� kan vi udregne  y s�dan:

Divider 4 med v�rdien af x
og tr�k resultatet fra 5.

Denne regel kan vi skrive som f�lgende formel:

xy 45 

I koordinatsystemet er tegnet grafen for denne
sammenh�ng.

P� grafen afl�ser vi at
n�r  6,2x s� er  3,45ca.y

Ved at bruge reglen f�r vi at

n�r  6,2x s� er  46154,3
6,2

45 y

P� grafen ser vi:

Hvis v�rdien af x er mellem 3 og 4, s� er v�rdien af y st�rre end 3,5

Heraf slutter vi:

Hvis vi bruger reglen       p� en x-v�rdi mellem 3 og 4, s� er resultatet st�rre end 3,5.

Dette er et (tilf�ldigt) eksempel p� f�lgende:

Vi kan bruge vores viden om grafen til sige noget om ligningen for sammenh�ngen.

10.  Formel for  y' (tangenth�ldning, v�ksthastighed)

For sammenh�ngen fra ramme 9 g�lder at hvis vi
kender v�rdien af  x ,  s� kan vi udregne  y' s�dan:

Gang v�rdien af x med sig selv
og divider resultatet op i 4.

Denne regel kan vi skrive som f�lgende formel:

2
4
x

y 

P� grafen afl�ser vi at
n�r  6,2x s� er  0,60ca.y

Ved at bruge reglen f�r vi at

n�r  6,2x s� er  591716,0
6,2
4

2 y

)*(

)*(

)*(

)*(

)**(

)**(

)**(
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11. Udregne y-koordinat og tangenth�ldning
Finde ligning for tangent

F�lgende ligning viser en sammenh�ng
mellem  x og  y :

2
1





x
xy

Sp�rgsm�lene nedenfor drejer sig om grafen for
denne sammenh�ng.

Vi f�r lommeregneren (eller matematikprogrammet)
til at differentiere denne sammenh�ng mht. x .
Resultatet er

2)2(
1



x

y

Type 11.1: Hvad er y-koordinaten til grafpunktet med x-koordinat 5,1 ?

Metode: N�r 5,1x er 1
25,1
15,1





y

Konklusion: Grafpunktet med  x-koordinat 5,1 har y-koordinaten 1

Type 11.2: Hvad er tangenth�ldningen i grafpunktet med x-koordinat  5,1 ?

Metode: N�r 5,1x er 4
)25,1(

1
2 


y

Konklusion: I grafpunktet med x-koordinat 5,1 er tangenth�ldningen 4

Type 11.3: Find ligningen for tangenten til grafen i grafpunktet med x-koordinat 5,1

Metode: Fra type 11.1 og 11.2 ved vi at tangenten er en linje som g�r gennem punktet 
)1,5,1(),( 11 yx og har h�ldningskoefficienten 4a .  Disse tal inds�tter vi i 

formlen for linjens ligning

11)( yxxay 
og f�r

  )1()5,1(4  xy
som vi omskriver til

54  xy

Konklusion: Tangenten til grafen i grafpunktet med x-koordinat 5,1 har ligningen 54  xy

S�dan tastede vi p� TI-Nspire CAS:

Symbolet 
dx
d kan IKKE skrives 

ved hj�lp af en br�kstreg.

Brug i stedet skabelonen              . 

Vi kan v�lge denne p� skabelon-
paletten eller i Calculus-menuen.
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12. Forskelle der ikke kan ses p� grafen

I koordinatsystemet er tegnet grafen for sammenh�ngen

2,02  xy
Vi differentierer og f�r

xy 2

Ved at bruge denne formel f�r vi at

n�r   1x er 12 y 2

n�r   05,1x er 05,12 y 1,2

Her har vi fundet ud af  at

i grafpunktet med x-koordinat 1 er tangenth�ldningen 2
i grafpunktet med x-koordinat 1,05 er tangenth�ldningen 2,1

P� grafen ser det ud som om tangenth�ldningen er den samme i de to punkter,
men der er alts� en lille forskel.

I koordinatsystemet er tegnet grafen for sammenh�ngen
3,03  xy

Vi differentierer og f�r
23xy 

Ved at bruge denne formel f�r vi at

n�r   0x er 203y 0

n�r   05,0x er 205,03y 0075,0

Her har vi fundet ud af  at

i grafpunktet med x-koordinat 0 er tangenth�ldningen 0
i grafpunktet med x-koordinat 0,05 er tangenth�ldningen 0,0075

P� grafen ser det ud som om tangenth�ldningen er den samme i de to punkter,
men der er alts� en lille forskel.

Vi udregner y-koordinaterne til de to punkter:

n�r   0x er 3,003 y 3,0

n�r   05,0x er 3,005,0 3 y 300125,0

P� grafen ser det ud som om de to punkter har samme y-koordinat,
men der er alts� en lille forskel.
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13. Udregne m�ngde og v�ksthastighed
I et show er

xy 1,0e4991
500




hvor  y er antallet af ramte balloner,  og  x er antal minutter efter showets start.

Type 13.1: Hvor mange balloner er ramt 50 minutter efter showets start?

Metode: N�r   50x er   62,114
e4991

500
501,0 





y

Konklusion: 50 minutter efter showets start er 115 balloner ramt.

Type 13.2: Hvor hurtigt vokser antallet af ramte balloner 50 minutter efter showets start?

Metode: Vi f�r lommeregneren til at udregne v�rdien
af  y for  50x og  f�r  8,83446 .

Konklusion: 50 minutter efter showets start vokser
antallet af ramte balloner med hastigheden

8,8 balloner pr. minut.

14. Differentialkvotient af xn

Der g�lder f�lgende:
differentialkvotienten af 3x er 23 x

differentialkvotienten af 4x er 34 x
differentialkvotienten af 5x er 45 x
osv.

Der g�lder alts�:
differentialkvotienten af nx er 1 nxn

Denne regel kan vi skrive   1 nn xnx

Hvis vi s�tter  2n f�r vi   122 2  xx

Da xxx  112 er   xx  22

Advarsel: Reglen dur ikke n�r x
er i eksponenten:

 xa er IKKE lig 1 xax

Reglen for at differentiere  x i  n 'te

S�dan tastede vi p� TI-Nspire CAS:

   
xx

x
xxxx

2
11

2
11

2
1

2
1

2
1

2
1

2
11

2
1

2
1










          2
41114

2
2111 4414444

xxxxx xxx  
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15. Differentialkvotient af   k og x m.m.

Figuren viser grafen for sammenh�ngen

5,03,1  xy
Tangenten til denne graf i punktet P er en ret linje der er
sammenfaldende med grafen.

Tangentens h�ldningskoefficient er alts� 3,1
s� differentialkvotienten i 2 er 3,1 .

Det er klart at der g�lder:

Differentialkvotienten for en line�r sammenh�ng
er lig den line�re sammenh�ngs h�ldningskoefficient.

Grafen for sammenh�ngen 3y best�r af de punkter hvis y-koordinat er 3 .
Grafen er alts� en linje med h�ldningskoefficient 0, s� differentialkvotienten er 0.

Det er klart at der g�lder:

Differentialkvotienten af en konstant k er 0 .

Denne regel kan vi skrive 0k

Grafen for sammenh�ngen xy  best�r af de punkter hvor x-koordinaten er lig y-koordinaten.
Grafen er alts� en linje med h�ldningskoefficient 1, s� differentialkvotienten er 1.

Denne regel kan vi skrive 1x

16. Differentialkvotient af konstant gange udtryk

Der g�lder:      udtrykudtryk 33
     udtrykudtryk 44

     udtrykudtryk 6,26,2

osv.

En konstant  k gange et udtryk differentierer vi ved at differentiere udtrykket og beholde 
konstanten:

Eksempel:     2233 123444 xxxx 

P

Reglen for at differentiere en konstant

Reglen for at differentiere x

    udtrykkudtrykk Reglen for at differentiere konstant gange udtryk

Reglen for at differentiere  x i  n 'teReglen for at differentiere konstant gange udtryk
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17. Differentialkvotient af udtryk med flere led

Et udtryk der best�r af flere led     differentierer vi ved at     differentiere hvert led.

Det er  +  og  – der adskiller led.

Udtrykket     236 xx  best�r af de tre led     6 x3 2x

      xxxxxxxx 2321302303636 22 

18. Skrivem�den  h(t) ,   y(x) osv.

Vi vil forklare skrivem�den ved hj�lp af f�lgende eksempel:

h =  h�jden af en plante (i cm)
t =  antal uger efter udplantningen

Hvis  h er variablen p� den lodrette akse,  kan vi bruge f�lgende skrivem�der:

)3(h er h�jden efter 3 uger
)3(h er y-koordinaten til grafpunktet med x-koordinat 3
)3(h er h�jdens v�ksthastighed efter 3 uger
)3(h er tangenth�ldningen i grafpunktet med x-koordinat 3

15)( th t er et tidspunkt hvor h�jden er 15 cm
15)( th t er x-koordinaten til et grafpunkt hvor y-koordinaten er 15

56,0)(  th t er et tidspunkt hvor h�jdens v�ksthastighed er 0,56 cm pr. uge
56,0)(  th t er x-koordinaten til et grafpunkt hvor tangenth�ldningen er 0,56

Ligning for sammenh�ngen mellem h og t :
th 047,12,7 

Forskrift for funktionen h :
tth 047,12,7)( 

Denne forskrift kan vi fx bruge til at udregne h�jden efter 3 uger:

26366,8047,12,7)3( 3 h

dvs. efter 3 uger er h�jden cm3,8

Reglen for at dif-
ferentiere udtryk 
med flere led

Reglen for at dif-
ferentiere konstant

Reglen for at differentiere 
konstant gange udtryk

Reglen for at differentiere x i n 'te

Reglen for at differentiere x

Reglen for at dif-
ferentiere udtryk 
med flere led
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19. Nogle typer af opgaver med tangenth�ldning

En funktion f har forskriften

xxxf  2)(
Vi differentierer denne forskrift og f�r

12)(  xxf

Type 19.1: Hvad er h�ldningskoefficienten for tangenten i grafpunktet med x-koordinat 2 ?

Metode: 622)2( 2 f

Konklusion: H�ldningskoefficienten for tangenten i grafpunktet med x-koordinat 2 er 6

Type 19.2: Tangenten i et grafpunkt P har h�ldningskoefficient 4.
Hvad er x-koordinaten til P ?

Metode: Hvis ox er x-koordinaten til P

er 4)( o  xf

dvs. 412 o x

s� 5,1o x
Konklusion: x-koordinaten til P er 5,1

En funktion g har forskriften

xxxg  3)( 3
3
1

Vi differentierer denne forskrift og f�r
3)( 2  xxg

Type 19.3: Er der et punkt p� grafen s� tangenten i dette punkt har h�ldningskoefficienten 2 ?

Metode: Hvis ox er x-koordinaten til et grafpunkt med tangenth�ldningen 2
er 2)( o  xg

dvs. 232
o x

s� 12
o x

Dette er ikke opfyldt for noget tal ox da et tal i anden aldrig er negativt.

Konklusion: Der er ikke et punkt p� grafen s� tangenten i dette punkt har
h�ldningskoefficienten 2 .
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20. Nogle typer af opgaver med v�ksthastighed

V�ksten af en plante kan beskrives ved
ttM 16,128,1)( 

hvor t er tiden angivet i uger, og )(tM er v�gten
angivet i gram.

Lommeregneren differentierer denne forskrift og f�r
ttM 16,1189978,0)( 

Type 20.1: Hvad er v�gtens v�ksthastigheden p� tidspunktet 15 uger?

Metode: Lommeregneren udregner 76024,1)15( M

Konklusion: P� tidspunktet 15 uger er v�gtens v�ksthastighed ugepr.gram1,76

Type 20.2: Hvorn�r er v�gtens v�ksthastighed 7 gram pr. uge?
Metode: N�r ot er et tidspunkt hvor v�ksthastigheden er 7, s� er

7)( o  tM
Lommeregneren l�ser denne ligning mht. ot og f�r 301,24o t

Konklusion: V�gtens v�ksthastighed er 7 gram pr. uge p� tidspunktet uger3,24

Type 20.3: Udregn )20(M  og skriv hvad dette tal fort�ller om v�gten.

Metode: Lommeregneren udregner 69712,3)20( M
N�r x er tiden, g�lder for en funktion )(xf : 

P� tidspunktet ox er v�ksthastigheden for )(xf lig )( oxf 

Konklusion: 70,3)20( M dvs.

P� tidspunktet 20 uger er v�ksthastigheden for v�gten lig 3,70 gram pr. uge

S�dan tastede vi p� TI-Nspire CAS:
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21. Kontinuert

I koordinatsystemet til h�jre er tegnet to af punkterne p� grafen for
en funktion )(xf .
Hvis grafen er en sammenh�ngende kurve, m� den sk�re x-aksen:
Der m� v�re et tal ox mellem 7 og 30 s� 0)( o xf .

Nedenfor er tegnet to eksempler p� sammenh�ngende grafer der g�r
gennem de to punkter.

For funktionen )(xf nedenfor til h�jre er der ikke noget tal ox mellem 7 og 30 s� 0)( o xf .
Dette er muligt fordi funktionen har et spring (det er for x lig 21).

Definition 21.1
En funktion )(xf er kontinuert i et tal hvis funktionen ikke har et spring for x lig dette tal.

SÄtning 21.2
Hvis y-v�rdierne )(af og )(bf har modsat fortegn
og )(xf er kontinuert i ethvert tal i intervallet bxa 

s� g�lder: der er et tal ox mellem a og b s� 0)( o xf .

SÄtning 21.3:
Funktioner med s�dvanlige forskrifter er kontinuerte i alle tal hvor de er defineret.

Eksempel 21.4:

N�r 2x er x
1 negativ, og n�r 2x er x

1 positiv, men der er ikke en x-v�rdi mellen 2 og 2

s� x
1 er nul. Dette er ikke i modstrid med S�tning 21.2 da x

1 ikke er kontinuert i alle tal mellem  

2 og 2 (eftersom x
1 ikke er defineret for x lig 0).

Eksempel 21.5

(a) 0892  xx har l�sningerne 1x og 8x .
(b) N�r  2x er  892  xx lig 6 .

P�stand: Af (a) og (b) kan vi slutte at 892  xx er negativ for enhver x-v�rdi mellem 1 og 8 .

Begrundelse: Hvis 892  xx f.eks. var positiv for 4x s� m�tte der (if�lge s�tningerne 21.2 
og 21.3) v�re en x-v�rdi mellem 2 og 4 hvor 892  xx er 0 . Det er der ikke da 892  xx
kun er 0 n�r x er 1 eller 8 .
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22.  Voksende og aftagende

Figuren viser en interaktiv figur fra en computersk�rm. N�r vi tr�kker x-punktet hen p� et tal x
kan vi afl�se funktionsv�rdien )(xf .

P� figuren kan vi se:

N�r vi tr�kker x gennem tallene fra 2 til og med 9, vil )( xf hele tiden blive st�rre.

N�r vi tr�kker x gennem tallene fra 9 til og med 14, vil )( xf hele tiden blive mindre.

(2)

(1)
2

1

14

f(x)

x

Som bekendt siger man:

)(xf er voksende i intervallet  92  x
)(xf er aftagende i intervallet  149  x

Er f (x) b�de aftagende og voksende i 9 ?
Nej, vi taler ikke om at en funktion er voksende i �t tal. Vi taler om at en funktion er voksende i et 
interval. Der skal v�re mindst to y-v�rdier hvis vi skal kunne tale om at y er blevet st�rre eller 
mindre.

At )(xf er voksende i intervallet  92  x

betyder at hvis 1x og 2x er tal intervallet og 2x er st�rre end 1x
s� er )( 2xf st�rre end )( 1xf

At )(xf er aftagende i intervallet  149  x

betyder at hvis 1x og 2x er tal intervallet og 2x er st�rre end 1x
s� er )( 2xf mindre end )( 1xf
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23. Hvad er monotoniforhold?

I nogle opgaver st�r at vi skal

bestemme monotoniforholdene

for en funktion.

Det betyder at vi skal skrive

i hvilke x-intervaller funktionen aftager, og
i hvilke x-intervaller funktionen vokser.

P� figuren er vist grafen for et tredjegradspolynomium.

Monotoniforholdene kan vi skrive s�dan:

)(xf er voksende i intervallet 3x
)(xf aftagende i intervallet 23  x
)(xf voksende i intervallet x2

24. Regel for at finde monotoniforhold

Hvis  f '(x)  er positiv

)*( tangenth�ldningen )(xf  er positiv for hvert
tal x i intervallet 41  x .

)**( )(xf er voksende i intervallet 41  x .

Hvis man pr�ver at tegne grafen s�dan at )*( , men
ikke )**( g�lder, s� bliver man overbevist om at det
ikke kan lade sig g�re. Man kan bevise at hvis )*(
g�lder, s� g�lder )**( ogs�.

Hvis der er undtagelser fra at f '(x) er positiv

Funktionen )(xf p� nederste figur er voksende selv om der er
�t punkt hvori tangenth�ldningen er 0.

Selv om der er enkelte undtagelser fra )*( , kan man
slutte at )**( g�lder. 

SÄtning 24.1
Hvis )(xf  er positiv for alle x i et interval,  evt. med endeligt mange undtagelser,
sÅ er )(xf voksende i intervallet.

Hvis )(xf  er negativ for alle x i et interval,  evt. med endeligt mange undtagelser,
sÅ er )(xf aftagende i intervallet.

)4,3(P

)1,2(Q

f

f

f
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25. Typisk opgave med monotoniforhold

Opgave
Bestem monotoniforholdene for funktionen

3
73

3
24

4
1)(  xxxf

En besvarelse
Lommeregneren

differentierer 3
73

3
24

4
1)(  xxxf mht. x

og f�r
23 2)( xxxf 

Lommeregneren

l�ser ligningen  02 23  xx mht. x
og f�r l�sningerne

2x eller  0x

Heraf f�lger at  )(xf  kun kan skifte fortegn i x-v�rdierne 2 og 0 :

Da 9)3( f er )(xf  negativ for  2x

Da 1)1( f er )(xf  positiv for  02  x

Da 3)1( f er )(xf  positiv for  x0

Af dette f�lger:

)(xf er aftagende i intervallet  2x

)(xf er voksende i intervallet  x 2

Oversigt:

x : 2 0

)(xf  :  0  0 

)(xf :

Denne linje giver en detaljeret 
beskrivelse af den operation som 
vi f�r lommeregneren til at udf�re.

Denne linje giver en detaljeret 
beskrivelse af den operation som 
vi f�r lommeregneren til at udf�re.

Se  Eksempel 21.5

S�dan tastede vi p� TI-Nspire CAS:
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26. Maksimum og minimum

Maksimum for f er den st�rste y-koordinat til et punkt p� f-grafen. Vi ser at

maksimum for f er 11.

Minimum for f er den mindste y-koordinat til et punkt p� f-grafen. Vi ser at

minimum for f er 2.

Grafen for g er en parabel hvor grenene g�r uendelig h�jt op.

Der er ikke noget punkt p� grafen der har den st�rste y-koordinat
da man altid kan afs�tte et punkt h�jere oppe p� grafen, s�

funktionen g har ikke noget maksimum.

N�r vi skriver hvad maksimum eller minimum er,
s� skriver vi normalt ogs� hvad punktets x-koordinat er:

Funktionen f har maksimum for 4x og maksimum er 11y
Funktionen f har minimum for 1x og minimum er 2y

St�rstev�rdi og  mindstev�rdi for en funktion er det samme som hhv. maksimum og minimum.

f
g
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27. Lokalt maksimum og minimum

Figuren viser grafen for en funktion f . I de to ender forts�tter grafen uendelig h�jt op.

P er grafpunktet med  x-koordinat  20 og  y-koordinat  15 .

Vi kan v�lge et stykke af grafen omkring P s�dan at 15  er mindste y-koordinat p� dette stykke.
Vi siger derfor at

f har lokalt minimum for 20x og det lokale minimum er 15y .

15  er ikke minimum da der andre steder p� grafen er y-koordinater som er mindre.

Hvis ),( oo yxQ er et punkt p� grafen for en funktion, og vi kan v�lge et stykke af grafen omkring 
Q s�dan at oy er mindste y-koordinat p� dette stykke, s� siger vi at

funktionen har lokalt minimum for oxx  og det lokale minimum er oyy 

Hvis ),( oo yxQ er et punkt p� grafen for en funktion, og vi kan v�lge et stykke af grafen omkring 
Q s�dan at oy er st�rste y-koordinat p� dette stykke, s� siger vi at 

funktionen har lokalt maksimum for oxx  og det lokale maksimum er oyy 

Om funktionen fra figuren ovenfor g�lder:

f har lokalt minimum for 20x og det lokale minimum er 15y .
f har lokalt maksimum for 40x og det lokale maksimum er 35y .
f har lokalt minimum for 70x og det lokale minimum er 5y .
f har minimum for 70x og minimum er 5y .

I nogle opgaver st�r at vi skal bestemme lokale ekstrema. Dette betyder at vi skal finde b�de de 
lokale minimummer og de lokale maksimummer.

(Ordet ekstremum hedder i flertal ekstremummer eller ekstrema. Det er den sidste form der bruges i 
eksamensopgaver).

f

P
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28. Typisk opgave med lokale ekstrema

Opgave
Bestem de lokale ekstrema for funktionen

9018)( 2
2
33

3
1  xxxxf .

En besvarelse
I hvilke x-v�rdier er der lokale ekstrema?
Det kan vi se n�r vi har fundet monotoniforholdene
for )(xf . 

Lommeregneren

differentierer 9018)( 2
2
33

3
1  xxxxf mht. x

og f�r   183)( 2  xxxf .

Lommeregneren

l�ser ligningen 0)(  xf mht. x
og f�r l�sningerne 6 og 3 .

Heraf f�lger at  )(xf  kun kan skifte fortegn i x-v�rdierne  6 og 3 :

Da   10)7( f er   )(xf  positiv for  6x
Da   18)0( f er   )(xf  negativ for  36  x
Da   10)4( f er   )(xf  positiv for  x3

Vi kan slutte f�lgende:

x : 6 3

)(xf  :  0  0 

)(xf :

Da 0)6( f og 2
243)3( f f�r vi

)(xf har lokalt maksimum for  x = 6 og det lokale maksimum er  y = 0

)(xf har lokalt minimum for x = 3 og det lokale minimum er y = 2
243

S�dan tastede vi p� TI-Nspire CAS:
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29. G�r rede for at funktionen har et minimum (eller maksimum)

Opgave
G�r rede for at funktionen

129)( 3  xxxf ,     0x

har et minimum

Metode
Vi bestemmer monotoniforhold for )(xf med metoden fra ramme 25.  Herefter skriver vi:

Da )(xf er

aftagende i intervallet 30  x og       voksende i intervallet x3

kan vi slutte at

)(xf har minimum for 3x .

30. Flere typer opgaver med maksimum eller minimum

For en bestemt type figurer g�lder

129)( 3  xxxf ,     0x

hvor )(xf er h�jden og x er bredden.

Tykkelsen f�s ved at dividere bredden med 12 .

Type 30.1: Hvad skal bredden v�re for at h�jden bliver mindst mulig?

Metode: Vi bestemmer 3x som i ramme 29.

Konklusion: Bredden skal v�re 3 for at h�jden bliver mindst mulig?

Type 30.2: Hvad er den mindst mulige h�jde?

Metode: Vi bestemmer 3x som i ramme 29.  S� udregner vi   36123 f

Konklusion: Den mindst mulige h�jde er 60770,13612 

Type 30.3: Hvad er tykkelsen n�r h�jden er mindst mulig?

Metode: Vi bestemmer 3x som i ramme 29.  S� udregner vi  2
1

12
3



Konklusion: Tykkelsen er 2
1 n�r h�jden er mindst mulig.



Differentialregning for gymnasiet og hf. Udgave 2. Side 23 2011 Karsten Juul

31. Differentiabel

Grafen for f har et kn�k i punktet med x-koordinat 2.
Derfor har grafen ikke nogen tangent i dette punkt.
(Tangenten er en linje der f�lger grafen godt n�r punktet).

Funktionen f har ikke nogen differentialkvotient i 2, for
differentialkvotienten er tangentens h�ldningskoefficient,
og der er ikke nogen tangent.

Der g�lder alts� at )2(f  ikke eksisterer.

Grafen for g har en lodret tangent i punktet med x-koordinat 2.
En lodret linje har ikke nogen h�ldningskoefficient.

Funktionen g har ikke nogen differentialkvotient i 2, for
differentialkvotienten er tangentens h�ldningskoefficient,
og tangenten har ikke nogen h�ldningskoefficient.

Der g�lder alts� at )2(g  ikke eksisterer.

Definition 31.1

Man siger at en funktion er differentiabel i et tal ox
hvis funktionen har en differentialkvotient i ox
dvs. hvis )( oxf  eksisterer.

f

g
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32. Gr�nsev�rdi

Udtrykket
2
63 2





x

xxu kan vi ikke regne ud for 2x da n�vneren bliver 0.

Vi kan udregne u for v�rdier af x som er t�t p� 2 :

Ved at v�lge v�rdien af x tilstr�kkelig t�t p� 2 kan vi f� v�rdien af u s� t�t det skal v�re p� 6 . 

Vi siger:     grÄnsevÄrdien for x gÅende mod 2 af u er lig   6

Med symboler skriver vi dette s�dan: 6
2
63lim

2

2





 x
xx

x

Metode 32.1
Vi kan regne os frem til denne gr�nsev�rdi ved at bruge f�lgende teknik: Vi faktoriserer br�kens 
t�ller og forkorter br�ken. S� f�r vi et udtryk som vi kan udregne n�r x er 2:

For 2x er x
x
xx

x
xx 3

2
)2(3

2
63 2









s� x
x

xx
xx

3lim
2
63lim

2

2

2 



 og 6233lim

2



x

x

SÄtning 32.2   udtrykkudtrykk
xxxx oo

limlim


 n�r k er en konstant

SÄtning 32.3   2lim1lim21lim
ooo
udtrykudtrykudtrykudtryk

xxxxxx 


Metode 32.4

H�jden af stolpen er hvor x er det tal stolpen st�r i. P� figuren ser det ud til at

stolpens h�jde n�rmer sig 1 n�r vi tr�kker stolpen hen mod 0x ,  hvor stolpen ikke eksisterer.
Vi f�r lommeregner (eller computer) til at udregne gr�nsev�rdien af h�jden for x g�ende mod 0 :

11elim
0


 x

x

x

x 1,98 1,999 2 2,001 2,02

u 5,94 5,997 6,003 6,06

xh
x 1e 

PÄ TI-Nspire kan vi vÅlge grÅnsevÅrdi-skabelonen pÄ skabelonpaletten
eller i menuen (under Calculus). Skabelonen ser sÄdan ud:
Vi behÇver ikke skrive noget i det tredje felt.
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33. Vi kan finde en differentialkvotient ved at
udregne en gr�nsev�rdi

Figuren viser grafen for funktionen

xxxf 3)( 2
2
1  

Linjen t er tangenten i grafpunktet med x-koordinat 1.

Linjen s sk�rer grafen i punkterne med x-koordinaterne
1 og x .

H�ldningskoefficienten for s er

1
)1()(




x
fxf

P� figuren er 8,2x

N�r 8,2x er 1,1
8,1

5,248,4
1

)1()(








x
fxf

dvs. linjen s har h�ldningskoefficienten 1,1

Forestil dig at du tager fat i sk�ringspunktet med x-koordinat x og f�rer det langs grafen ned mod 
det andet sk�ringspunkt. S� vil s dreje og n�rme sig mere og mere til t .
Vi ser at hvis 01,1x vil s og t have n�sten samme h�ldning.

N�r 01,1x er 995,1
01,0

5,251995,2
1

)1()(








x
fxf

Alts� er 1,995 en god tiln�rmelse til )1(f  .

Vi ser at vi for at f� )1(f  helt n�jagtigt skal udregne 
1

)1()(lim
1 


 x

fxf
x

For 1x er  
2

5
1

)3(
1

)1()( 2
52

2
1 x

x
xx

x
fxf 










s� 2
2

15
2

5lim
1

)1()(lim
11













x
x

fxf
xx

dvs. 2)1( f

SÄtning 33.1

For en funktion f er 

o

o
o

)()(lim)(
o xx

xfxfxf
xx 






)1(f

)(xf f

t

s

Den sidste omskrivning kan vi 
f.eks. f� lommeregneren til at 
lave. Vi kan ogs� bruge reglen 
om at faktorisere et andengrads-
polynomium og derefter for-
korte. Vi kan kontrollere lig-
hedstegnet ved at gange begge 
sider med  2  og  1x .
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34. Udledning af formlen for at differentiere x2

N�r 2)( xxf  er

)( oxf 
o

o)()(
lim

o xx
xfxf

xx 





if�lge S�tning 33.1

o

2
o

2

o
lim xx

xx
xx 






o

oo )()(
lim

o xx
xxxx

xx 





if�lge en af kvadrats�tningerne

)(lim o
o

xx
xx




vi har forkortet med oxx 

oo xx  if�lge metode 32.1

o2x

Vi har nu fundet frem til f�lgende:

SÄtning 34.1:   xx 22 


35. Udledning af formlen for at differentiere udtryk plus udtryk

N�r )()()( xhxgxf  er

)( oxf 
o

o)()(lim
o xx

xfxf
xx 





if�lge S�tning 33.1

   
o

oo )()()()(lim
o xx

xhxgxhxg
xx 






   
o

oo )()()()(lim
o xx

xhxhxgxg
xx 






















 o

o

o

o )()()()(lim
o xx

xhxh
xx

xgxg
xx

o

o

o

o )()(lim)()(lim
oo xx

xhxh
xx

xgxg
xxxx 










if�lge s�tning 32.3

)()( oo xhxg  if�lge S�tning 33.1

Vi har nu fundet frem til f�lgende:

SÄtning 35.1:   )()()()( xhxgxhxg 
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36. Differentialkvotient af  ekx og  ln(x)

Der g�lder f�lgende formler:

  xkxk k ee 

xx' 1)(ln 

Hvis vi i den f�rste af disse regler s�tter  1k f�r vi f�lgende regel:

  xx ee 

  xxxx 110)(nl4)ln(4 

  xxxx 414)(nl4)ln(4 

xxxx
x

2222
2

e2
1e24

1e4
1e4

1
4

e 














 









 

37. Differentialkvotient af  udtryk gange udtryk

N�r  m og  n er to udtryk, g�lder

( m  n )' =    m'  n +  m  n'

N�r )(xf = xx 32 e)1( 

er )(xf ' = '' xx xx )(e)1(e)1( 3232 

= xx xx 323 e3)1(e2 

= xxx 32 e)323( 

ADVARSEL:

Man kan ikke differentiere et udtryk ved at differentiere hver del af udtrykket (bortset fra visse 
specielle tilf�lde som f.eks. reglen i ramme 17).

  x22 ex er  ikke xx 2e22  og          












x

x
2

2

e
er  ikke

x
x
2e2

2

Reglen for at differentiere 
udtryk gange udtryk

Reglen for at differentiere ekx

Reglen for at differentiere ln(x)
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38. Opdeling af en sammensat funktion
i en indre og en ydre funktion

N�r vi kender en v�rdi af x og skal udregne
2)8()( xxf 

udregner vi f�rst tallet xw  8
og s� udregner vi 2w

Vi siger at funktionen     2)8()( xxf  er sammensat af

den indre funktion xw  8 og     den ydre funktion 2wy 

Funktionen )32ln()(  xxf er sammensat af
den indre funktion 32  xw og den ydre funktion )ln(wy 

Funktionen 12
e)(  xxf er sammensat af

den indre funktion 12  xw og den ydre funktion wy e

39. Metode til at differentiere en sammensat funktion

For at differentiere en sammensat funktion bruger vi f�lgende metode:

 )(xf (ydre differentieret)   (indre differentieret)

F�lgende eksempel pr�ciserer hvordan metoden skal forst�s:

Funktionen     2)8()( xxf  er sammensat af

den indre funktion xw  8 og     den ydre funktion 2wy 

Ydre differentieret:   ww 22 

Indre differentieret: 1)8(  x

 )(xf (ydre differentieret)   (indre differentieret)

)1(2  w

)1()8(2  x

162  x
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