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1. Funktionsveerdi, graf og tilvaekst (repetition)

1.01 Funktionsvaerdi og graf

Pa TI-89 indtaster vi funktionen

F(x) =—0,08x% +0,64x + 3,72

) 4,3728 —

og anbringer markeren pa -~

grafpunktet med 1.koord. 6,8
Funktionen indtastest pa Y=-skaermen. H*::il: .8 S— ‘="3=F‘|}r;t3?25 i
Udsnit veelges pa WINDOW-skeermen. s s
Pa GRAPH-skaermen anbringes markgren 6,8
ved at veelge Math/Value og taste 6.8 og
ENTER. Figur la

P4 skeermen ses:

(1b) Grafpunktet med forstekoordinat 6,8
har andenkoordinat 4,3728.

(1c) Funktionsvaerdien af 6,8 er 4,3728.
(1d) Nér x er 6,8, er f(x) lig 4,3728.
(le) f(6,8)=4,3728.

Fejl pa grafregner
Grafen pd figur la er hakket.
Alle grafregnere har denne fejl.

Husk at grafen skal se ud som figur 1f,
der kan tegnes med et matematikprogram
eller et grafprogram.

Det er absolut nedvendigt at
kunne udenad at (1b) — (1e)
er forskellige formuleringer
af samme oplysning.

7D WAR U
~

100123456 78910111213

Figur 1f
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1.02 Ovelse

(a) Gennemfor det der er beskrevet i gverste
halvdel af ramme 1.01 .

(b) Figur 1g viser grafen for
F(x)=02x>-0.8x+0,8.

Fa det viste skermbillede frem.

(¢) Ved hjeelp af grafen (dvs. ved at bruge Value)
skal du for hver af pastandene (1) — (5) afgere

om den er sand.
(1) 0,45 er funktionsverdien af 0,5 .
(2) f(x) er 3,4 nar x er —2,2 .

MAIN

DEGAUTD FUMC

Figur 1g

(3) 0,18 er andenkoordinat til graf-punktet med forstekoordinat 3 .

4) f(4)=08.
S fO+f(4=1

1.03 Ovelse (Uden hjzlpemidler)

Tegn grafen for en funktion f(x) som opfylder at

fO=2, fQ@=f0)+1 og f(2=f(4)-1.

1.04 Funktionsveerdi og tabel

Fortsattelse af ramme 1.01

Vi skifter til tabel-skaermen (se figur 1h).

P& TABLE-skeermen kan man veelge Setup og
saette tbiStart og Atbl il hhv. 6,6 0og 0,1.

P4a skaermen ses bl. a.:

(1b) Graf-punktet med forstekoordinat 6,8
har andenkoordinat 4,3728.

(1¢) Funktionsverdien af 6,8 er 4,3728.
(1d) Nar x er 6,8, er f(x) lig 4,3728.
(le) f(6,8)=4,3728.

F I -:.E-\..'-
W 1
44,4592
E.7 4.4162
5.2 4, 3728
5.9 4, 3272
Ta 4,28
o =P =)
MAIN TEGAUTO FUMC
Figur 1h
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1.05 Ovelse

(a) Gennemfor det der er beskrevet i ramme 1.04 .

(b) Indtast f(x)= = — 2>
25 x

b

og brug tabel-skarmen til at bestemme folgende tal:

(1) Andenkoordinaten til det graf-punkt der har ferstekoordinat 4 .
(2) f(x) nar x=5.

3) f010).
4 f@O+1Q) .
S f2+2).

1.06 Ovelse (Uden hjelpemidler)
En funktion f(x) opfylder folgende:

f(3)=5 og forethverttal x er f(x+1)=f(x)+2 .

Skriv en tabel for denne funktion.

1.07 Funktionsveaerdi og symboludtryk

Fortsattelse af ramme 1.01 Fiz| For [Fa-|Fa=| TE T~
Tools|A13cbralCalc|0kher |Framid|Clean Ur

Vi taster at f* skal vaere betegnelse for den

indtastede funktion (se forste linje pé figur 11). m gl + FO0 Dare
LR c) .12
Hoved-skaermen, der er vist pa figur 1i, fas frem ved at taste FOL1EY - FC10 )
HOME. Da funktionen er intastet som graf nr. 1, hedder den y1. - 10 -1 - 24
For at kunne taste f i stedet for y1 taster vi y1(x) STO f(x) ENTER. CRCIE—f (132 C10-10
FMAIN DEGAUTO FUMC 2020
Andenkoordinaten til grafpunktet Figur 1i
med forstekoordinat 10 er beregnet )

til 2,12 i anden linje pa figur 1i.

Hzldningskoefficienten for linjen
! pé figur 1j er beregnet til —0,24
1 tredje linje pa figur 1i. Der er sat
ind i formlen a =221 for

X2 =X

haeldningskoefficienten for linjen
gennem to punkter (x;,);) og

(x2,¥2)-

Figur 1j
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1.08 Ovelse

Udfor det der er beskrevet 1 ramme 1.07 .

1.09 Ovelse

I denne ovelse skal du bestemme svarene @)
ved hjelp af hovedskarmen (den der er
vist pa figur 11). | 7

Figur 1k viser grafen for funktionen
£(x)=03x%-0,3x+0,875 .

Hvert af folgende tal skal bestemmes ved
at taste ¢t udtryk med £ :

(a) Andenkoordinaten til A.
(b) BCI.
(c) [DE|.

H(1)

Figur 1k

1.10 Funktionsveerdi og regneforskrift

I forskriften
f(x) =3x2 —x+9.
indsetter vi —2 for x:
f(=2) = 3:(-2)° = (-2)-9 = 5.
Heraf ses:
Grafpunktet med forstekoordinat —2 har andenkoordinat 5.
Funktionsverdien af -2 er 5.
Nér x=-2er f(x)=5.
f(=2)=5.

1.11 Ovelse (Uden hjzlpemidler)

(a) Udfer det der er beskrevet i ramme 1.10 .

Et punkt P har ferstekoordinat —7 . Grafen for f(x)= % gér gennem P og skarer
- X
andenaksen i et punkt Q.

(b) Bestem andenkoordinaten til hvert af punkterne P og Q.
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1.12 Tilvaekst og graf

Bemaerk: En "tilveekst" er et tal der laegges til.

Figur 1m viser grafen for funktionen fra ramme
1.01. Markeren er forst anbragt pa grafpunktet
med x-koordinat 6 og derefter pa grafpunktet med
x-koordinat 8. -1

For at f& markeren anbragt de to steder veelger vi Math/Value,
taster 6 ENTER og 8 ENTER. Der skal altsa kun veelges

: = 4,58
Math/Value én gang. M};::r:l DEG ALTD = FUNE i
Af figur 1m ses:
(In) Nér x er 6 og far en tilvaekst pa 2,

sd far f(x) en tilvaekst pd —0,96.

(6+2=8 og 4,68+(-0,96) = 3,72). d
En anden skrivemade Y T
De tilvekster som x og f(x) oges med, betegnes o L
hhv. Ax og Ay, som lases "delta x " og "delta y". Figur Im

Oplysningen (1n) kan ogsa udtrykkes sddan:

Nar udgangspunktet for x er 6, gelder:
Nar Ax = 2 er Ay = -0,96.

1.13 Ovelse

(a) Feorstiramme 1.12 er beskrevet en undersogelse ved hjelp af graf-skermen. Udfer
denne undersogelse.

(b) Indtast funktionen f(x)= 0,5x% —2x+7,2 og brug metoden fra spergsmal (a) til

at bestemme tallene (1) — (3) nedenfor, men velg forst vinduet sddan at den del af
grafen der skal bruges, ikke er for lille.

(1) Tilvaeksten af f(x) nér udgangspunktet er x =3 og x far tilvaeksten 0,1 .
(2) Tilveksten af f(x) ndr udgangspunktet er x =3 og x far tilveeksten 0,2 .
(3) Tilveksten af f(x) nar udgangspunktet er x =3 og x far tilvaeksten 0,3 .
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1.14 Tilvaekst og tabel

Fortsaxttelse af ramme 1.12

Vi gar ind pa tabel-skarmen og satter x-start til 4 5 6 A R
og x-spring til 1 (se figur 1m). e
Af tabellen ses: g- 3. Eg
7. 1.7
Nar udgangspunktet for x er 4, gelder: 8. .72
Nar Ax = 2 Ay = —0,32. =4,
ar o y ’ ﬁﬁlﬁ DESAUTO FUMC
(Ay = f(6)— f(4) =4,68—-5=-0,32). Figur Im

P4 tilsvarende méade fas:

(1p) Nar udgangspunktet for x er 4, gelder:
Nar Ax = 4 er Ay = —1,28.

1.15 Ovelse

(a) Iramme 1.14 er beskrevet en undersogelse ved hjelp af tabel-skeermen. Udfer
denne undersogelse.

(b) Indtast funktionen f(x)= 0,5x> —2x+7,2 og brug metoden fra spergsmaél (a) til
at bestemme tallene (1) — (3) nedenfor.

(1) Tilveeksten af f(x) nar udgangspunktet er x =4 og x far tilveksten 0,01 .
(2) Tilveksten af f(x) ndr udgangspunktet er x =4 og x far tilvaeksten 0,02 .

(3) Tilveksten af f(x) nér udgangspunktet er x =4 og x far tilvaeksten 0,03 .

1.16 Tilvaekst og forskrift

En tilvaekst kan ogsd bestemmes ved direkte brug af forskriften. Fx kan tilvaeksten fra
(1p) bestemmes sadan:

Ay = [ -S4
sy = (£0.08:82+0,64-8+372) - (-0,08-42 +0.64-4+372)

Ay = —1,28
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1.17 Ovelse (Uden hjzlpemidler)

(a) Iramme 1.16 er en tilvaekst udregnet ved at indsatte 1 forskriften. Brug denne
metode til for funktionen f(x)= x% +3 at bestemme tallene (1) — (2) nedenfor.

(1) Tilveeksten af f(x) nir udgangspunktet er x =1 og x far tilvaeksten 1 .

(2) Tilveksten af f(x) nar udgangspunktet er x =1 og x far tilvaeksten 4.
(Udtrykket skal reduceres).

1.18 Linezr funktion

Forskriften for en line@r funktion f(x)=ax+5b er indtastet.
Figur 1q og 1r viser graf og tabel.

HMAIN DEGALUTO FUMC FMAIN DEGALUTO FUMC

Figur 1q Figur Ir

Af figur Ir fas med udgangspunkt x =3:

Nir Ax=1 er Ay=0/4.

Vi ser at
Nér Ax=2 er Ay=0,8. < Ay er 0,4 gange Ax.
Nar Ax=3 er Ay=12. Altsder a=04 .

For en lineer funktion f(x)=ax+b er
Ay = a-Ax

uanset hvilken verdi af x der er udgangspunkt.

1.19 Ovelse (Uden hjzlpemidler)

Uden at bestemme forskriften for funktionen f(x) i ramme 1.18 skal du bestemme
folgende tal:

(1) Tilvaeksten som f(x) far nar x far tilvaeksten 0,2 .
(2) Veardien af Ay nar Ax er —2.
(3) Funktionsverdien f(x) nar x er 8.

(4) Funktionsverdien f(3.1).
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2. Differentialkvotient og tangent

2.01 Tangent og graf

Flytte marker mellem to grafer

Vitaster f(x)= Jx som funktion nr. 1 og
g(x)= %x +% som funktion nr. 2 (se figur 2a).

Tallet 1 averst til hejre pé figur 2b viser at mar-

. da=
keren star pa grafen for funktion nr. 1, og tallet 2 EE:
overst til hejre pa figur 2c viser at markeren stir _gr=
pa grafen for funktion nr. 2 ﬁﬁ:xj: e
Anbring markgren pa graf 1 med Math/Value 3 ENTER. Tryk pa Figur 2a

ned-pil for at flytte markaren til graf 2. Ny forstekoordinat kan
tastes uden at veelge Math/Value.

Nederst pd skaermen stdr koordinaterne til det grafpunkt markeren star pa.

=~ =~
HCE 5. gcil. 7320508 HCE S, gciZ,
FAIN DEG AUTO FUNC TAIN TEGAUTO FUNC
Figur 2b Figur 2c

Nasten sammenfaldende grafer
P& figur 2b ser det ud som om de to funktioner er ens for x-verdier fra ca. 0,7 til ca. 1,2.
Ved metoden som er beskrevet ovenfor 1 denne ramme, finder vi at det ser ud til at:

Nér x=1ler f(x)=g(x).

Nér x=1 er f(x)# g(x).

Nér x ernar 1, er f(x) ner g(x).

Differentialregning Side 8 2006 Karsten Juul




Tangent

Lad P vare det punkt pd grafen for / som har ferstekoordinat 1, og lad / vare den

rette linje som er graf for g.

Du vil senere blive i stand til at regne dig frem til at

[ er den linje gennem P som tilnermer grafen for f godt naer P.

Denne linje kaldes

tangenten til grafen for f* 1 punktet med forstekoordinat 1.

2.02 Ovelse

(a) Gennemfor den undersogelse af to grafer som er beskrevet i ramme 2.01.

(b) Indtast forskrifter og vaelg vindue som vist pa figurerne 2d og 2e. Skift til
grafskermen og undersog graferne pd samme made som de to grafer i ramme 2.01

blev undersogt.

+~FLOTZ

1
s e
gl=—
wyp=-,25-x+ 1
3=
3=
uo=
_dE=
gAtxa=
MAIM DEGAOTO FUNC

Figur 2d

Fir| Fix
Tools|2oam

“min=0.
EMax=5G.
®scl=1.
yrmin=-.
umax=2=.
yscl=
®Es

onon

MAIN DEGAUTO

FUMC

Figur 2e

2.03 Tangent og tabel

Fortsattelse af ramme 2.01

Pé figur 2f har vi skiftet til tabel-skaermen.
Det ser ud til at

Nér x=1ler f(x)=g(x).
Nér x=1 er f(x)# g(x).

Nér x ernar 1, er f(x) ner g(x).

H i

Soa43].

] S4E6a]. 95

1 - mae[1.05

oz e

#=.8

HMAlM DEGALUTO FUMNC
Figur 2f
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2.04 Definition af tangent (Forelgbig formulering)

Lad f veare en funktion, lad P veare et punkt pa f-grafen og lad / vere en linje der
ikke er lodret.

At
[ er tangent til grafen for f i P

betyder at

[ gar gennem P og tilnaermer grafen godt nzer P.

P& figur 2g er vist hvad der menes med "tilnaermer godt".

Det vil blive praciseret senere.

[ tilnermerer grafen godt
nar grafpunktet med
forstekoordinat 3.

m tilnermer ikke grafen
godt neer grafpunktet med
forstekoordinat 5.

2.05 Definition af differentialkvotient

Lad f vere en funktion, og lad x vare forstekoordinat til et grafpunkt hvor der er en
tangent.

Ved
differentialkvotienten for f i x
forstés

heldningskoefficienten for tangenten til grafen for f i punktet med
forstekoordinat x.

Denne differentialkvotient betegnes f'(x).
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2.06 Bestemme differentialkvotient ud fra graf pa papir

Naér grafen for en funktion er tegnet pé papir og vi ikke ved andet om funktionen, s er
vi ngdt til at tegne en tangent pa gjemal for at bestemme en differentialkvotient.

Eksempel

En funktion f er givet ved den graf der er vist pa figur 2h. For at bestemme

funktionens differentialkvotient i 3 har vi pd gjemal tegnet tangenten i grafpunktet med
forstekoordinat 3.

Vi afleser koordinaterne til to punkter pé tangenten og udregner dens
haldningskoefficient til 1,5:

Nar x er3,er f'(x) ligl,5.

Dette kan ogsé skrives sadan:

f'3)=15.

(2)

/ 7

6 e

5 J

T 17

-1'(')//1234567(1)

s Figur 2h
Tilfejelse
Af grafen ses at f'(x) bliver mindre jo sterre x bliver.
2.07 Ovelse ()
Figur 2i viser grafen for en 08 /
funktion f . 06 f

.0

(a) Bestem f'(0,8).

(b) Bestem den verdi af x for
hvilken f'(x)=0. Q

(1)

0 02 04 06 08 1 1.2
Figur 2i
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2.08 Bestemme differentialkvotient pa graf-skaerm

Vi indtaster funktionen f(x)= x?, skifter til

graf-skaermen og far bestemt f'(x) nar x er —1.

Dette kan gares ved at veelge Math / Derivatives / dy/dx

og taste -1 ENTER.

Pé skarmbilledet pa figur 2; star at
fi===2

dvs.

tangenten i grafpunktet med 1.koord. —1

har heldningskoefficient -2 .

F4 i
Tools|2oom|Trace|Redrarh|HMath)Dr aw|Fen):-

du-dx=-2.
MAIN TEG AUT FUMC

Figur 2j

(P4 graf-skaermen er brugt betegnelsen % for differentialkvotienten. Dette er en anden

almindelig betegnelse for differentialkvotienten. Symbolet % leeses d y d x).
X

2.09 Ovelse

(a) Gennemfor det der er beskrevet i ramme 2.08.

(b) Lad P veare det punkt pd figur 2j som markeren star pa. Hvad er forstekoordinaten
til P, hvad er andenkoordinaten til P, og hvad er haldningskoefficienten for

tangenten til grafeni P ?

2.10 Ovelse

Indtast funktionen f(x) = 3x-1

billede frem som er vist pa figur 2k. Brug s& metoden

og fa det skaerm-

fra ramme 2.08 til at bestemme folgende tal:

(1) f'(x) nar x=0,5 .
@ .

(3) Heldningskoefficienten for tangenten til grafen

for f 1punktet med forstekoordinat 2.

Fir| Fer| FZ
Tools|2oam

FMAIN DEGALUTO FUMC

Figur 2k
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2.11 Begrebet "differentiabel"

Definition
En funktion siges at vere differentiabel i et tal x hvis

grafen har en tangent i grafpunktet med forstekoordinat x

0g
tangenten ikke er lodret.

2.12 Graf med knaek

Grafen pa figur 2m har et knak i grafpunktet P med forstekoordinat 2. Pa figur 2n
er tegnet en linje gennem P som tilnermer grafen godt til til hejre for P, men ikke til
venstre for P . Der gaelder:

— Der ikke er nogen linje gennem grafpunktet med forste-
koordinat 2 som tilneermer grafen godt naer dette punkt.

— Grafen har ikke nogen tangent 1 punktet med forste-
koordinat 2.

— Funktionen f er ikke differentiabel 1 2.

Funktionen f er differentiabel i ethvert tal bortset fra 2.

2 ()
5T 5T
L.
4t - 4
s B sr 5 /
2t - L |
1 1T
. . (1) — —t ()
- 0 1 2 3 4 5 - 0 1 2 3 4 5
-1+ _l_l_
Figur 2m Figur 2n
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2.13 Graf med spring

Grafen pé figur 2p har et spring ved grafpunktet P 2
med forstekoordiat 2. Der gelder: 4r
— Der ikke er nogen linje gennem grafpunktet med 3+
forste koordinat 2 som tilnermer grafen godt neer p /
dette punkt. 27 .
— Grafen har ikke nogen tangent 1 punktet med 1‘/
forstekoordinat 2. A+ (1)
— Funktionen f er ikke differentiabel i 2. _/_10 23 45
Funktionen f er differentiabel i ethvert tal bortset Figur 2p
fra 2.

2.14 Graf med lodret tangent

Grafen pd figur 2q har en lodret tangent i1 grafpunktet (2)
P med forstekoordinat 2. Der galder:

— Funktionen f er ikke differentiabel 1 2.

2.15 Ovelse

Fa tegnet grafen for f(x)=+/(x— 2)2 +1 pa lommeregneren.
(a) Serdetudtilat f er differentiabel 10 ?
(b) Serdetudtilat f er differentiabel 12 ?

(c) Serdetudtilat f er differentiabel 13 ?

2.16 Ovelse
F4 tegnet grafen for f(x)=2-3/x—1 pa lommeregneren.
Grafen har en tangent 1 hvert punkt, men der er €t tal hvor f* ikke ikke differentiabel.

Gaet dette tal ud fra grafen.
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2.17 Ovelse

Funktionen floor er fastlagt ved at floor(x) er det storste hele tal som er mindre end
eller lig x. Fxer floor(3,8) =3 og floor(-2,4)=-3.

Pa TI-89 er funktionen floor p& menuen der fas frem ved at veelge MATH / Number. (MATH star med blat over 5-
tasten).

En graf med spring bliver ikke tegnet korrekt hvis grafens Style er Line. Veelg i stedet Dot. Dette gares mens
markgren star pa forskriften pa Y=- skaermen. For at f den bedste graf skal man pad WINDOW-skaermen saette xres
til 1.

Fé tegnet grafen for funktionen f(x) = x —{floor(x) p& lommeregneren.

Anbring (med Value) markeren 1 det grafpunkt hvis ferstekoordinat er 2. Anbring sa
markeren i det grafpunkt hvis ferstekoordinat er 1,9.

I hvilke tal er f ikke differentiabel?
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3. Formler for differentialkvotient

3.01 Eksempel pa formel for differentialkvotient

I ramme 2.08 bestemte vi differentialkvotienten af f(x) = x? for x=—-1.P4

tilsvarende médde bestemmer vi nogle flere differentialkvotienter. Resultaterne er skrevet
1 tabellen

x -1 0,5 1 2
x| -2 1 2 4

For alle x-verdier i tabellen er f'(x) det dobbelte af x. Vi vil senere bevise at dette
ogsé geelder for alle andre veerdier af x .

Formlen for at finde differentialkvotienter for f(x) = x? eraltsd f'(x)=2x .

3.02 Ovelse

To linjer / og m er tangent til grafen for funktionen f(x)= x2. Linjen / er tangent i

det punkt pa grafen som har ferstekoordinat —3, og linjen m er tangent i1 det punkt pa
grafen som har andenkoordinat 9 og har positiv ferstekoordinat.

Brug formlen nederst i ramme 3.01 til at bestemme haldningskoefficienten for hver af
linjerne / og m .

3.03 Ovelse

Tabellen viser nogle af differentialkvotienterne for en funktion f.
(a) Geten formel for f'(x).

(b) Brug formlen til at bestemme forstekoordinaten til det punkt pé grafen for f hvori
tangenten har heldningskoefficienten 1.

X 0 1 2 3
f'(x) 0 3 6 9
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3.04 Ovelse

Tabellen viser nogle af differentialkvotienterne for en funktion f.
(a) Geten formel for f'(x).

(b) Brug formlen til at bestemme forstekoordinaten til det punkt pd grafen for f hvori
tangenten er vandret.

x 0 1 2 3
flx) | -1 2 5 8

3.05 Ovelse (Uden hjzlpemidler)

(a) Tegn grafen for funktionen f(x)=0,5x+2 og afsat det punkt P pa grafen som
har ferstekoordinat 4.

(b) Laes ramme 2.04 og tegn den linje / som er tangent til grafen i punktet P .

(¢) Hvad er heldningskoefficienten for /?

(d) Lasramme 2.05 og angiv f'(4).

(e) Nar x er forstekoordinaten til et punkt pa grafen for /', hvad ersd f'(x) lig?
(f) Tegn grafen for funktionen g(x)=x.

(g) Nar x er forstekoordinaten til et punkt pa grafen for g, hvad er sa g'(x) lig?
(f) Tegn grafen for funktionen A(x) =4.

(g) Nar x er forstekoordinaten til et punkt pa grafen for 4, hvad er sa 4'(x) lig?

3.06 Bestemme differentialkvotient pa hovedskermen

Pa hovedskeaermen, der fas frem ved at taste HOME, kan differen- WWTTD
tialkvotienter bestemmes ved hjeelp af det d der star over 8-tasten. Tauls)A1a<brajCalz(OtherJPramiOfilcan UF
Fx kan differentialkvotienten af \/; bestemmes ved at taste som

vist pa figur 3a. Bemaerk at man efter forskriften skal taste et kom-
ma efterfulgt af den uathaengige variabel.

i 1
. ) ) " d}{[ﬁ] 2 [=
P4 figur 3a er bestemt en formel for differential-
MAIW DESAUTO FUMWC 1430

kvotienten af \/; .

. . . Figur 3a
Af resultatet ses at hvis x er forstekoordinat til et

punkt pa kvadratrodsgrafen, s vil tangenten 1 dette punkt have haldningskoefficienten

2j/_ . Tangenten 1 punktet med forstekoordinat 9 har altsd haldningskoefficienten
X
1

1
249 6
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3.07 Ovelse
(a) Udfer det der er beskrevet i ramme 3.06 .

(b) Brug derefter samme metode til at bestemme differentialkvotienten af hver af

funktionerne x> og x4

(¢) Geet differentialkvotienten af x® ved at sammenligne med svaret pa (b).

3.08 Nogle vigtige differentialkvotienter

(3b) Hvis f(x)=k er f'(x)=0, hvor k er en konstant.
(3c) Hvis f(x)=x er f'(x)=1.

(3d) Hvis f(x)=x" er f'(x)=nx""", hvor n eretaftallene 1, 2, 3, osv.

Begrundelse for (3b)

Da f(x)=ax+b med a=0 og b=k, ergrafen for f en ret linje med

haldningskoefficient 0. Da grafen er en ret linje, er en tangent til grafen
sammenfaldende med grafen og har derfor ogsé heldningskoefficienten 0. Da f'(x) er

haldningskoefficienten for en tangent, er f'(x)=0.

Begrundelse for (3¢)

Da f(x)=ax+b med a=1 og b=0, ergrafen for / en ret linje med

haldningskoefficient 1. Da grafen er en ret linje, er en tangent til grafen
sammenfaldende med grafen og har derfor ogsé heeldningskoefficienten 1. Da f'(x) er

haeldningskoefficienten for en tangent, er f'(x)=1.

3.09 Ovelse (Uden hjzlpemidler)
Der er givet funktionerne f(x)=18 , g(x)=x og h(x)= x>

Les de tre regler gverst i ramme 3.08 og bestem f(6) , f'(6), g(6), g'(6), h'(x)
og h'(2) .

3.10 Ovelse
Der er givet funktionerne f (x):\/z og g(x):x3.
Bestem f(3), f'(3), g(3) og g'(3).
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3.11 Oplaeg vedr. differentialkvotient af sum

Som funktion nr. 1 og 2 indtaster vi hhv.

f(x)=x

0g
g(x) = x2.

Som funktion nr. 3 indtaster vi summen A(x) = f(x) + g(x), altsd
h(x)=x+ x2.

For denne sidste vaelger vi tyk streg til grafen.
Man veelger tyk streg ved pa Y=-skeermen at anbringe markgren pa forskriften og veelge Style/Thick.

Efter at have skiftet til graf-skeermen bestemmer vi for hver af de tre funktioner

differentialkvotienten i1 0,4.

Differentialkvotienten bestemmes som i ramme 2.08. For graf 2 og 3 ma man dog veelge den pageeldende graf ved at
trykke hhv. 1 og 2 gange pé pil ned efter at man har valgt Math / Derivatives / dy/dx . Herefter taster man 0.4
ENTER.

Fi~| Fzr Fi~| Fer| FZ F4 FE Fi=| Fe=| FZ F4 FE Fi~| Fer| FZ F4 FE
Tools|2oeam Toals|2oamm|Tracs|kedrarh|Ma Tools|2oeam|Tracs|Redrarh|Ma Toals|2oamm|Tracs|kedrarh|Ma
HMin=".2
®max=1.8
#=c1=1.
urin=-.2
urnax=. 8
gscl=
=res

pad-dx=1. i A=, 8 i dx=1.8
FHMAIM 113 MAIW DESALUTO MAIW DESALUTO MAIW DESALUTO
Figur 3e

Pa figur 3e sesat '(0,4)=1, g'(0,4)=0,8 og A'(0,4)=18 . Altsder
h'(0,4) = 1'(0,4)+ g'(0,4) .

P4 tilsvarende méde finder vi at 7'(0,3)=1, g'(0,3)=0,6 og A'(0,3)=1,6. Altsder
h'(0,3) = f'(0,3)+ g'(0,3) .

Dette er ikke noget specielt for funktionerne f(x)=x og g(x)= x2. Dereren regel
for differentialkvotienter som siger folgende:

(3 Hvis h(x)=f(x)+g(x), er h'(x)=f"(x)+g'(x) .

3.12 Ovelse

(a) Gennemfor det der er beskrevet i ramme 3.11 .

(b) Undersog sé pa tilsvarende mide om det ser ud til at (3f) gaelder nér plus erstattes
med hhv. gange, minus og division.
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3.13 Ovelse

(a) Reducer x2x3,

(b) Brug (3d) til i et vilkérligt tal x at finde differentialkvotienten af hhv. f(x) = x2,
g(x)= x> og h(x) = x>,

(¢) Nar f(x)=x> og g(x)=x, gelder sa for produktet i(x) = f(x)-g(x) at
differentialkvotienten 4'(x) er lig f'(x)-g'(x)?

3.14 Nogle regneregler for differentialkvotienter

For differentiable funktioner f(x) og g(x) galder folgende tre regler:

Reglen for differentialkvotient af sum:
(3g) Hvis h(x)= f(x)+g(x), er h'(x)=f'(x)+g'(x) .

Reglen for differentialkvotient af differens:
(3h) Hvis h(x) = f(x)—-g(x) , er h'(x)=f"(x)-g'(x) .

Reglen for differentialkvotient af konstant gange funktion:
(3i)) Hvis h(x)=k-g(x), er h'(x)=k-g'(x), nér k eren konstant.

Advarsel: Hvis man i (3g) erstatter plus med gange eller division, sé fas ikke en regel
der gelder altid.

Eksempel pa at (3g) ikke geelder nar plus erstattes med gange:
Lad f(x)=x og g(x)=x2, ogsat h(x)= f(x) -g(x), dvs. h(x)=x>. Séer
h(x)=3x>"" =3x2

og
f'(x)-g'(x)=1-2x*"1 = 2x.

Altsa er h'(x) ikke lig f'(x)- g'(x) for ethvert tal x.
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3.15 Brug af regneregler for differentialkvotienter

Eksempel pa brug af reglen for differentialkvotient af sum
Hvis f(x)= x3 og g(x)=x

er f'(x)=3x* og g'(x)=1

sa af reglen for differentialkvotient af sum fas:

Hvis h(x)=x>+x e  h(x)=3x>+1.

Eksempel pa brug af reglen for differentialkvotient af konstant gange funktion
Hvis  f(x)=x> er £'(x)=2x
sa af reglen for differentialkvotient af konstant gange funktion fis:

Hvis  h(x) = 3x? er  AW(x)=3-2x=6x.

3.16 Ovelse

Brug reglerne i rammerne 3.08 og 3.14 til at bestemme f'(x) i hvert af folgende
tilfelde:

(@) f(x)=3x" (b) f()=2+x (©) f(x)=4x"—x
X

d) f(x)=5x"+8x-6 () f(x)=2x"-x° ) f0=7

3.17 Ovelse

En funktion f er givetved f(x)= x2+4.
(a) Bestem f(6) .

(b) Bestem f'(6) .

(¢) Les ligningen f(x)=6 .

(d) Les ligningen f'(x)=6 .
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4. Opgaver med tangent

4.01 Ovelse (Uden hjzlpemidler)
Lad f(x)= %x4 —8x.
(a) Bestem f'(x).

(b) Bestem haldningskoefficienten for tangenten til grafen for f* i punktet med
forstekoordinat 0.

(c) Bestem forstekoordinaten til det punkt pa grafen hvor tangenten har
haeldningskoefficienten 0.

4.02 Ovelse
En funktion f(x) er givet ved f(x)=3x- x>

Bestem koordinatsettet til hvert af de punkter pa grafen hvor tangenten er vandret.

4.03 Ovelse
En funktion f(x) er givet ved f(x) = %x3 +5x-2.

Undersegg om der findes et punkt pd f-grafen hvor tangenthaldningen er 4.

4.04 Ovelse

2

Pé grafen for funktionen f(x)=x" + x ligger et punkt P med forstekoordinat 1.

(a) Bestem andenkoordinaten til P .

(b) Bestem tangentheldningeni P.

(c) Bestem en ligning for tangenteni P.
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4.05 Grundmetoder vedr. opgaver med tangent

De opgaver med graf og tangent som omtales her, findes i et utal af varianter.

Men de kan alle loses ved at bruge ¢én eller flere af folgende grundmetoder:

(4a) Bestemme andenkoordinat til grafpunkt hvor ferstekoordinat er kendt.

Eksempel: f(x)= x*-2. Herer x og x2=2 hhv. forste- og andenkoordinat.

Hvis forstekoordinaten er x =3 er andenkoordinaten x>-2 = 32-2 = 7.

(4b) Bestemme forstekoordinat til grafpunkt hvor andenkoordinat er kendt.

Eksempel: f(x) = x2-2.Herer x og x2—2 hhv. ferste- og andenkoordinat.

Hvis andenkoordinaten er 7, dvs. x?-2 =7 , sa fas forstekoordinaten x ved at
lose denne ligning, dvs. forstekoordinaten er x = =3 eller x= 3 .

(4c) Bestemme tangenthzldning i et grafpunkt hvor ferstekoordinat er kendt.

Eksempel: f(x)= x> +x. Herer f'(x)= 3x2+41, sd x og 3x2+1 er hhv.
forstekoordinat og tangenthaldning. Hvis forstekoordinaten er x =2 er
tangenthaeldningen 3x24+1 = 32241 = 13 .

(4d) Bestemme forstekoordinat til grafpunkt hvor tangenthaeldningen er kendt.

Eksempel: f(x)= x> +x. Herer f'(x)= 3x2+1, sd x og 3x2+1 er hhv.
forstekoordinat og tangenthaldning. Hvis tangentheldningen er 13, dvs.
3x2+1 = 13 s3 fas ferstekoordinaten x ved at lose denne ligning, dvs.
forstekoordinatener x= -2 eller x= 2 .

(4e) Bestemme ligning for linje nar dens hzeldningskoefficient og et punkt pa linjen
er kendt.

Eksempel: Hvis heldningskoefficient og punkt er hhv. a =2 og (xq,y¢)=3,7)
er ligningen y=a(x—xy)+yy dvs. y=2(x-3)+7 som kan reduceres til
y=2x+1 . Hvis linjen er vandret og punktet er (8,5) erligningen y=35.

(4f) Bestemme linjes haeldningskoefficient nar linjens ligning er kendt.

Eksempel: Ligningen y=3-2x fidsaf y=ax+b vedatsette a=-2 og
b =3 salinjens haeldningskoefficienter a = -2 .
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4.06 Ovelse

For hver af de fem opgaver (a) - (¢) geelder at hvis funktionens forskrift var oplyst, sa
kunne man lgse opgaven ved at kombinere to af grundmetoderne (4a) — (4f) fra ramme
4.05. Angiv for hver af opgaverne de to grundmetoder.

(a) Bestem koordinatsattet til det punkt pa grafen hvor tangenthaldningen er —1.

(b) Bestem en ligning for tangenten i punktet (3, 5).

(¢) Linjen med ligningen y =x —% er tangent til grafen. Bestem roringspunktets

forstekoordinat.

(d) I ét grafpunkt Q med positiv ferstekoordinat har tangenten samme haldning som
tangenten 1 grafpunktet med forstekoordinat —2 . Bestem forstekoordinaten til Q.

(e) Grafen skarer forsteaksen 1 et punkt P . Bestem haeldningskoefficienten for
tangenteni P.

4.07 Ovelse (Uden hjzlpemidler)

Bestem en ligning for tangenten til grafen for funktionen f(x)= x2-x i punktet

(2, £(2).

4.08 Ovelse

En funktion f(x) er bestemtved f(x)= x> +x.

Bestem en ligning for hver af de tangenter til grafen for f som er parallelle med linjen
med ligningen y=6x+2.

4.09 Ovelse

Bestem en ligning for hver af de vandrette tangenter til grafen for funktionen
f(x)=x* +%x3 —4x?.
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5. Vaksthastighed

5.01 Vaksthastighed for linezer funktion

Figur 5a viser hvordan en plantes hgjde (malt i cm) @ndres med tiden (mélt i uger):
g(t) er hgjden pa tidspunktet ¢.
Af figuren fés:
nar ¢ agges fra 3 til 4, sd oges hgjden med 0,5 cm
ndr ¢ eges fra 4 til 5, s& oges hegjden med 0,5 cm
nar ¢t ages fra 5 til 6, si oges hojden med 0,5 cm.
Ud fra dette ser vi at
vaeksthastigheden er 0,5 cm pr. uge.

Da g er lineer, gelder at

vaeksthastighed = haeldningskoefficient.

A--Hﬂjde icm

1 3 uger Figur 5a

5.02 Ovelse

Vedr. planten fra ramme 5.01 .

(a) Hvor meget oges hgjden fra tidspunktet 3 til tidspunktet 7 ?

(b) Hvor meget gges hgjden fra tidspunktet 3 til tidspunktet 3,5 ?

(c) Hvad er veksthastigheden 1 tidsrtummet fra tidspunktet 3 til tidspunktet 3,5 ?
(d) Hvor meget gges hgjden pé 0,1 uge?

(e) Hvor meget ages hgjden pa 6 uger?

(f) Hvor meget ages hgjden pd At uger?
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5.03 Oplaeg om vaksthastighed

Figur 5b viser hvordan en plantes hgjde (mélt i cm) @ndres med tiden (malt 1 uger):

f(¢) er hgjden pa tidspunktet 7.

P& figuren er ogsa vist grafen for funktionen g fra ramme 5.01 . Denne graf er tangent
til grafen for f i grafpunktet med forstekoordinat 3.

I sma tidsrum naer ¢t =3 vokser de to funktioner pa stort set samme made, sa da
vaeksthastigheden for g(x) er 0,5, siger vi at

vaeksthastigheden for f(x) i3 er 0,5 .
Vaksthastigheden for f(x) i3 er altsa tangenthaldningen f'(3)=0,5.

‘;Hﬂjde icm f
2
1
1 3 uger Figur 5b

5.04 Ovelse

Vedr. f-planten fra ramme 5.03 .
(a) Hvor meget oges hegjden 1 tidsrummet fra tidspunktet 3 til tidspunktet 5 ?

(b) Hvad er gennemsnitsvaksthastigheden i dette tidsrum?

5.05 Ovelse
(a) Aflespa figur 5b f(3,6) og g(3,6).
(b) Hyvis veerdien af ¢ er naer 3, fx hvis £ = 3,6 , kan man ikke pa figur 5b se forskel pé

f(t) og g(¢), men f-grafen krummer opad, s det er kun for # =3 at f(¢) = g(?) .
Er gennemsnitsvaksthastigheden for f(¢) i tidsrummet fra ¢ =3 til ¢ = 3,2 storre

end % eller mindre end % ?

(¢) Er gennemsnitsvaeksthastigheden for f(¢) i tidsrummet fra # = 2,5 til ¢ =3 storre
end 1 eller mindre end £ ?
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5.06 Vaksthastighed

(5¢) Definition
Lad f(x) vere differentiabel i et tal x,. Ved
vaksthastigheden for f(x) 1 x,
forstas tallet f'(x).

(5d) Regel
Lad f(x) veare differentiabel 1 et tal x(. S& galder:

I smd x-intervaller n&r x,, er gennemsnitsvaksthastigheden for f(x) ca.

S(x)-

5.07 Bestemme vaksthastighed uden lommeregner
I et computerspil athaenger prisen pa en vare af hvor lang tid der er spillet. Efter ¢
minutters spil er prisen f(¢) kr. hvor

() =13t +0.04¢% .

Vi vil bestemme den hastighed hvormed prisen stiger efter 20 minutters spil:

Da

f'(t)=1,3+0,08¢
er

f'(20)=1,3+0,08-20=2.9
dvs.

efter 20 minutters spil stiger prisen med en hastighed pa 2,90 kr. pr. minut .

5.08 Ovelse
I et forseg skal vandmangden 1 et akvarium @ndres sddan at
R()=2:>+6

hvor R(¢#) er vandmangden (1 mL) og ¢ er tiden (i timer) der er gaet siden forsegets
start.

Bestem den hastighed hvormed vandmangden @ndres pa tidspunktet £ =10 .
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5.09 Bestemme vaksthastighed med lommeregner

Massen M af en plante (malt 1 gram) som funktion af tiden ¢ (malt 1 degn) kan
beskrives ved

390
M) = 011 °
1+ 44e7"

Vi vil bestemme massens vaksthastighed til tiden ¢ = 7:

Vi bruger lommeregneren til at bestemme
vaeksthastigheden til ¢ = 7. Dette kan fx

FI-| Fz- |Fe=| Fu= | FE FE-
gores ved at taste |T-:u:-1:|H13-2I:-r'u|Eu1c|l]th-zr'|Pr'£lmII]|l:1-z-:|n u:~| |

d(390/(1+44er(-0.11t)),t)[t=7

Herved fés s [ 20 =7
M'(7)=19133--- At] 1 +44.07-11°1

dvs 1.9133284
: , , B-Cl+dde t . 11ty y, Ly [L=7
massens vaksthastighed til 1 =7 er MAIN DEGAITD  FUNC 1730
1,9 gram pr.degn . Figur 5e

5.10 Ovelse
(a) Udfer det der er beskrevet i ramme 5.09.
(b) Hvad er massens vaksthastighed pa tidspunktet # = 50 ?

5.11 Tolkning af differentialkvotient

Eksempel med temperatur

Temperaturen 1 en beholder kan beskrives ved en funktion 7'(¢) hvor 7'(¢) er

temperaturen (i °C) ¢ timer efter at beholderen blev lukket.
Det er oplyst at 7'(3) =-2.
Denne oplysning fortzller folgende:

3 timer efter at beholderen blev lukket, aftager temperaturen med en hastighed pa
2 °C pr. time.
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Eksempel med vanddybde

Ved en kyst kan vanddybden beskrives ved en funktion 4(x) hvor A(x) er dybden (1
meter) x meter fra kysten.

Det er oplyst at 2'(15)=0,1.
Denne oplysning fortzller folgende:

15 meter ude oges dybden med en hastighed pd 10 cm pr. meter man kommer
leengere ud.

Det kan vere at en figur viser at grafen for 4(x) krummer si langsomt at det vil vere
naturligt at formulere oplysningen sddan:

15 meter ude oges dybden med 10 cm nar man gar 1 meter l&engere ud.

Eksempel med kersel

Et tog kerer pd strekningen fra A til B, hvor der er {4 minutter mellem stationerne.
Togets afstand fra A kan beskrives ved en funktion s(¢) hvor s(¢) er afstanden (i km)

og ¢ er den tid (i timer) der er gdet siden toget forlod A.
Det er oplyst at s'(0,7) = 58.
Denne oplysning forteller folgende:

0,7 time (dvs. 42 minutter) efter at toget forlod A, er togets hastighed 58 km i
timen.

5.12 Ovelse

(a) Sammenh@ngen mellem et trees diameter (mélt i cm) og traeets alder (malt i r)
kan beskrives ved en funktion d(¢) hvor d(¢) er diameteren og ¢ er alderen.

Hvad forteller oplysningen d'(10)=0,6 ?

(b) Omkostningerne ved at trykke et heefte kan beskrives ved en funktion K(x) hvor
K(x) er omkostningerne 1 kr. ved at fremstille et oplag pd x styk.
Hvad forteller oplysningen K'(1000)=4 ?

(c) Ienmodel er en stats skatteindtaegter en funktion L(p) hvor L(p) er det antal
enheder der kommer ind i skat nar skatteprocenten er p %.

Hvad forteeller oplysningerne L'(20)=2 og L'(70)=-1 ?
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5.13 Eksempel pa brug af vaeksthastighed

Omkostningerne 1 kr. ved at fremstille x enheder pr. dag er
V(x)=0,065x> —7,2x% +290x
Vi fér tegnet grafen (se figur 5f) og ved metoden fra ramme 2.08 finder vi at

V'(40)=26 og V'(65)=178
dvs.
nar der fremstilles 40 enheder pr. dag, koster det 26 kr. at fremstille 1 enhed mere
0g
nar der fremstilles 65 enheder pr. dag, koster det 178 kr. at fremstille 1 enhed
mere.

Hver enhed kan selges for 170 kr., sa

hvis man fremstiller 40 enheder pr. dag, vil man ege overskuddet hvis man
fremstiller en enhed mere pr. dag

0g
hvis man fremstiller 65 enheder pr. dag, vil man mindske overskuddet hvis man
fremstiller en enhed mere pr. dag.

rrivI rsz
Tools|2aam
“min=Q.
“=Max=r.
®scl=10,
gmin=-100Q0,
umax=r G,
yscl= .
®Es

F4 i
Tools|2oom|Trace|Redrarh|HMath)Dr aw|Fen):-

F4 i
Tools|2oom|Tracg|Redrarh|Math|Draw|Fen|:-:

Ayl =26, dg-<dx=177. 873
FAIM DEGAD | MAIN DEG AUTH FUHC FAIN DEG ALTO FUNC

Figur 5f

5.14 Ovelse
(a) Udfer det der er beskrevet i ramme 5.13 .

(b) Bestem V'(20), og benyt dette tal til at afgere om det vil age overskuddet hvis
nogen der fremstiller 20 enheder pr. dag eger produktionen en lille smule.
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