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ForlÄb om beviser vedr. vektorer og koordinatgeometri i planen

Åvelse 1
N�r  





 ka 2 ,  





 1
1b


og  





 4
3c er





















 ba

 s�

  












 cba 

og














ca 














cb 

s�  cbca 

Vi har nu bevist at der for ethvert tal k g�lder at n�r 




 ka 2 , 





 1
1b


og 





 4
3c , er

   cab 

fordi de to indrammede udtryk er ens.  (Det er dig der har skrevet de to udtryk, s� det er dig 
der skal s�rge for at der er ramme om).

Åvelse 2
Brug dine erfaringer fra �velse 1 til at skrive et bevis for at

n�r  







2
1

u
uu , 








2
1

v
vv og 








2
1

w
ww ,   er     wwvu 

Du skal alts� skrive noget der er n�sten magen til det du skrev i �velse 1, blot med andre 
koordinater. Der er ikke plads p� denne side.

Åvelse 3
N�r  





 1
2c ,  





 4
3e og t er et tal, er














 tct  og     













ect 

og
ec  og      ect 

Vi har nu bevist at n�r  




 1
2c ,  





 4
3e og  t er et tal, er

   te 


fordi de to indrammede udtryk er ens.

Åvelse 4
Brug dine erfaringer fra de foreg�ende �velser til at skrive et bevis for at

n�r t er et tal, og a og b


er vektorer, s� er     batbat

 .
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Åvelse 5
N�r  





 3
hu , er  uu 

og  u ,   s�   2u

Vi har nu bevist at for ethvert tal h g�lder at n�r 




 3
hu ,   er  2uu  ,

da de to indrammede udtryk er ens.

Åvelse 6
Brug dine erfaringer fra de foreg�ende �velser til at skrive et bevis for at
for enhver vektor  a er   2aaa 

 .

Åvelse 7
Der g�lder     acaaaca 

 88 if�lge formlen              som
vi beviste i �velse nr.       .

Åvelse 8
Der g�lder      uuuu 

 44 if�lge formlen som
vi beviste i �velse nr.       .

Åvelse 9
Der g�lder     2

33 bbb


 if�lge formlen                                  som

vi beviste i �velse nr.       .

Åvelse 10
Hvis 3t , vil l�ngden af  vt  v�re   gange l�ngden af  v .

Skriv dette som en ligning (med symboler):

For ethvert tal k g�lder at vi f�r l�ngden af ak ved at gange l�ngden af a med ,  s�

aan 
 )2( og               aaab 


7 .

Åvelse 11
a er vinkelret p� u ,
b


danner en vinkel p� 45 med u ,
c er parallel med u men har modsat retning,
d


er parallel med u og har samme retning som u .

Hvilke af vektorerne a , b


, c , d


og o kan vi f� frem ved at gange u med et tal.

N�r v ikke er nulvektor, hvilke vektorer kan vi s� skrive p� formen  vt  ?
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Åvelse 12
Tegn  ab


.

Åvelse 13 Se figuren til h�jre.
Projektionen af b


p� a er en vektor der er o eller

med a ,  s� vi kan f� projektionen
frem ved at                    a med                   :

atba


 
N�r c er vektoren p� figuren, er

atb 
 c

Begge sider i denne ligning                            vi med        og f�r:
  acatab 


H�jre side i denne ligning omskriver vi ved hj�lp af formlen                                    , som vi
beviste i �velse ,  og f�r:

acaatab 
 )(

F�rste led p� h�jre side i denne ligning omskriver vi ved hj�lp af formlen                            ,  
som vi beviste i �velse          .  Andet led er lig          da                           .
I alt f�r vi:

0)(  aatab 

Indholdet af parentesen omskriver vi ved hj�lp af formlen                      som vi beviste i 
�velse          ,  og f�r:

2atab 


Begge sider i denne ligning                            vi med         og f�r:

t
a

ab 
2



Vi inds�tter dette udtryk for t i ligningen
atba


  Denne formel skrev du en begrundelse for i starten af denne Ävelse.
og f�r:

aba


 

Dette er formlen til at udregne projektionen af en vektor.
Af denne f�r vi:

aba


 

H�jresiden i denne ligning omskriver vi ved hj�lp af reglen fra �velse 10 og f�r

ab


som vi omskriver til

Vi forkorter med a og f�r formlen til at udregne l�ngden af en vektors projektion:

a
a

ba






2

a
at 

cb


a

b

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Åvelse 14
Linjen  l er vinkelret p� vektoren  n

og g�r gennem punktet  0P .
(a) Ligger 1P p� l ?

(b) Er  010  PPn ?
(c) Ligger 2P p� l ?

(d) Er  020  PPn ?
(e) Ligger 3P p� l ?

(f ) Er  030  PPn ?
(g) Ligger 4P p� l ?

(h) Er  040  PPn ?
(i) Ligger 5P p� l ?

( j) Er  050  PPn ?

(k) Er  000  PPn ?

Åvelse 15
En linje l er givet ved at

l er vinkelret p� vektoren 




 b
an og

l g�r gennem punktet ),( 000 yxP .

Desuden g�lder at

),( yxP er et vilk�rligt punkt i planen.

S� g�lder at

P ligger p� l
netop n�r

 PPn 0


Heri inds�tter vi koordinater og f�r:
















Vi udregner skalarproduktet p� venstre side. S� ser ligningen s�dan ud:

    

Dette er  en ligning for linjen l .

Vi ganger ind i parenteserne og flytter rundt p� leddene:

   byax

Ofte kender vi tallene 0x , 0y , a og b . S� kan vi tr�kke indholdet af parentesen sammen til �t
tal c .  S� ser ligningen s�dan ud:

Dette er  en ligning for linjen l .

n

0P

1P
2P

3P
4P

5P
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Åvelse 16

I �velse 15 viste vi at n�r en linje er vinkelret p� 





b
a og g�r gennem ),( 00 yx , s� har linjen 

ligningen 0)()( 00  yybxxa . Ved at inds�tte heri f�r vi at n�r en linje er vinkelret p�







5
3 og g�r gennem )1,2( , s� har den f�lgende ligning:

Vi reducerer venstre side og f�r f�lgende ligning:

Der g�lder alts� at

hvis  a ,  b og  c ,

s� er  0 cbyax ligningen for en linje,

og 





 er vinkelret p� denne linje.

Åvelse 17
Hvis a , b og c st�r for bestemte tal, s� vil ligningen

)*( 0 cbyax
enten blive sand eller falsk hvis vi inds�tter et punkts koordinats�t ),( yx i ligningen.
Man siger at )*( er en ligning for m�ngden af punkter der g�r den sand.

Hvis  b  0 :

Den linje l der g�r gennem punktet ),0( b
c og er vinkelret p� vektoren 






b
a , har 

ligningen

N�r vi reducerer denne ligning, f�r vi

Dvs. )*( er ligning for en linje, og vektoren 





b
a er vinkelret p� denne linje.

Hvis  a  0 :

Den linje l der g�r gennem punktet )0,( og er vinkelret p� vektoren 





b
a , har 

ligningen

N�r vi reducerer denne ligning, f�r vi

Dvs. )*( er ligning for en linje, og vektoren 





b
a er vinkelret p� denne linje.

SÇtning
N�r a og b ikke begge er , s� er

0 cbyax

ligning for , og vektoren 





b
a er denne linje.

    

    

Vi behÄver ikke huske y-koordinaten udenad: Vi kan blot indsÉtte 0 for x i og isolere y.)*(

Dette punkt skal gÄre ligningen     sand.)*(
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Åvelse 18 Ligningen  0 cbyax n�r b�de a og b er 0 .

(a) Hvis vi inds�tter punktet  )3,5(),( yx i ligningen  0800  yx ,
f�r vi s� en sand ligning?

Svar:

(b) Hvilke punkter ),( yx g�r ligningen  0800  yx sand?

Svar:

(c) Hvis vi inds�tter punktet  )3,5(),( yx i ligningen  0000  yx ,
f�r vi s� en sand ligning?

Svar:

(d) Hvilke punkter ),( yx g�r ligningen  0000  yx sand?

Svar:

Åvelse 19
(a) Symbolet  AB l�ses

(b) Symbolet  CDAB l�ses 

(c) Symbolet  CDAB l�ses

(d) Er AB lig afstanden fra B til linjen l ?

Svar:

(e) Er CD lig afstanden fra D til linjen l ?

Svar:

(f ) Er CDAB lig afstanden fra B til linjen l ?

Svar:

Åvelse 20

(a) Er l�ngden af AB ’s projektion p� n st�rre end P’s afstand
til linjen l ? Svar:

(b) Er l�ngden af CD ’s projektion p� n st�rre end P’s afstand
til linjen l ? Svar:

(c) Er l�ngden af AP ’s projektion p� n st�rre end P’s afstand
til linjen l ? Svar:

(d) Er l�ngden af CP ’s projektion p� n st�rre end P’s afstand
til linjen l ? Svar:

B

A

C

D

l

B

C D
P

l

n

A
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Åvelse 21
Vi vil finde en formel til at udregne afstanden
fra et punkt ),( 11 yxP til en linje   l: 0 cbyax .
Se figur 1.

P� figuren har vi vist hvad Q er for et punkt.
afstand fra P til l  l�ngden af QP

Se figur 2.

Ved hj�lp af s�tningen nederst side 5 kan vi

slutte at vektoren n er vinkelret p� l.
Se figur 3.

Vi lader ),( 00 yxR v�re et punkt p� l. Se figur 3.
S� g�lder

 cbyax 00 .
Heraf kan vi slutte at

c .

Nu kan vi udregne afstanden:

Afstand fra P til l QP

nR 

 if�lge formlen nederst side 3.





















)()( 




 da c

SÇtning: Afstanden fra punktet ),( 11 yxP til linjen   l: 0 cbyax er









P

l

1Figur 

P

Q l

2Figur 

P

Q R l

n

3Figur 


