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1. Koordinater

1.1 Koordinatsystem

Figuren viser et koordinatsystem.

Koordinatsystemet bestar af to tallinjer:
Den vandrette tallinje kaldes x-aksen eller forsteaksen .

Den lodrette tallinje  kaldes y-aksen eller andenaksen .

Péa hver af tallinjerne er der en pil:

tallene bliver storre i pilens retning.
Det er altsa en fejl at satte pil i begge ender af tallinjen.

1.2 Kvadranter

De fire felter 1 koordinatsystemet hedder

1. kvadrant , 2. kvadrant, 3. kvarant og 4. kvadrant .

2. kvadrant 1. kvadrant

3. kvadrant 4. kvadrant

Funktioner 1. del 1 2018 Karsten Juul



1.3 Koordinater

Hvert punkt i koordinatsystemet har et koordinatszet .
Det rode punkt pé figurerne nedenfor har koordinatsattet (—7.4) .
Det forste af tallene 1 koordinatsattet kaldes
x-koordinaten eller ferste-koordinaten .
Det andet af tallene 1 koordinatsattet kaldes
y-koordinaten eller anden-koordinaten .

1.4 Aflees x-koordinat | Y
P :
En lodret linje gennem punktet P .
skeerer x-aksen ved —7 . 11
————————— ——————t——> X

Derfor: —7 - 1

P har x-koordinaten —7 .
P har foerste-koordinaten —7 .

. y
1.5 Aflees y-koordinat »
En vandret linje gennem punktet P
skaerer y-aksen ved 4 . .

Derfor:

P har y-koordinaten 4 .
P har anden.-koordinaten 4 .

1.6 Koordinat-sat

P har koordinatsattet (-7, 4)
Tallet for kommaet er altid x-koordinaten (forste-koordinaten)

Tallet efter kommaet er altid y-koordinaten (anden-koordinaten)
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1.7 Tegn punkt med given x-koordinat pi given linje

Opgave
Punktet Q ligger pé linjen m .
O har x-koordinat 3.
Tegn Q.

Svar
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2. Funktion

2.1 Variabel

Billedet til hgjre viser et rektangel pd en computerskaerm.

Det rode punkt kan treekkes mod venstre eller hgjre s bredden @ndres.

Figuren er indrettet sddan at nér bredden @ndres, 6.2u
sa &ndres hejden pa en bestemt made.
Nedenfor er vist to figurer der er fremkommet 104

ved at trekke 1 det rede punkt.

8.9u
T5u

55 u 6.9 u

En talsterrelse der a&ndres kaldes en variabel .

Bredden er er en variabel.
Hgojden er en variabel.

Man bruger ofte et bogstav som navn for en variabel:
b =bredde
h = hejde

Pé et af billederne ovenfor ser vi:

Nar b=5,5 sder h=175.

2.2 Funktion

Der gaelder
hgjden er en funktion af bredden
fordi der geelder

til hver veerdi af bredden er der én vaerdi af hojden.

(Der geelder ogsa: bredden er en funktion af hgjden).
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2.3 Forskrift

Pé hvert af de tre billeder ovenfor ser vi at man far hejden ved at leegge 2 til bredden. Det
viser sig at dette altid gaelder for denne figur:

h=>b+2.
Udtrykket pa ligningens hejre side kaldes

en forskrift for funktionen
eller
en regneforskrift for funktionen.

Ofte er en forskrift mere indviklet, f.eks.:

y=3x*-x+5.

2.4 Brug forskrift til at bestemme x eller y

Prisen for en vare er fastlagt ved funktionen 132 er vaegt

_ 0g x erveegt
= x +
y=0,18x+1.95 sa 132 skal erstatte x i ligningen.

hvor y erprisikr. og x er vaegti gram.
a) Bestem prisen nér vegten er 132 gram

b) Bestem veagten nar prisen er 40,65 kr. «——40.65¢erpris
0g y erpris

Besvarelse sa 40,65 skal erstatte y i ligningen.

y=0.18x+1.95 HUSK at skrive de
oplysninger fra

Y= PpHsi k. opgaveteksten Hvis y= skrivesi

X = vagt i gram som du bruger. samme matematikfelt
som 0.18-132+1.95,
sa kommer det ikke til

a) Nar x=132 er y="0.18 132+1.95=25.71 at sta korrekt.

Iar veegten er 132 gram, er prisen 25,71 kr.

HUSK at skrive konklusion til
hvert spagrgsmal, og markér
facit i konklusionen.

b) War y=40.65 er
40.65=0.18x+1.95

WNspire leser ovenstdende ligning mht. x og fap/x=215.
Over solve skrives hvad solve

solve(40.65=0.18 x+1.95,x) » x=215, udfarer, da solve ikke er normalt
IWar prisen er 40,65 kr. er veegten 215 gram matematiksproo.
Brug af solve:
S(y | Y)\
Her star ligningen. Her star det bogstav vi skal finde.
HUSKk at skrive punktum Foran bogstavet star et rigtigt
i kommatal. komma, ikke punktum.
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2.5 Funktionsvaerdi

Betydningen af ordet funktionsvaerdi ses af eksemplerne nedenfor.

2.5a

2.5b

2.5¢

2.5d

2.5¢

P4 figuren ses grafen for en funktion. Y

Bestem funktionsverdien af 3,5 .

Metode: Vi finder punktet pa grafen med x lig 3,5 .

Punktets yer 1,5,

sd

funktionsveerdi af 3,5 = 1,5. 1

Udviklingen i antallet af kager kan beskrives ved modellen
y=240-22-x

hvor y er antal kager og x er antal tim{y

Ved at indszette i ligningen far vi at

9 er timer
0g x ertimer
s& 9 skal erstatte x i ligningen.

3,5 timer efter kl. 9 er antal kager163 .
sa
funktionsvaerdien af 3.5 = 163.

Udviklingen i antallet af kager kan beskrives ved modellen
y=240-22-x

hvor y er antal kager og x er antal timer efter kl. 9. 115 er er kager
/ og y er kager
sa 115 skal erstatte y i ligningen.

Ved at indette i ligningen far vi

Hvis antallet af kager er 115, sa er tiden 5,7 timer efter kl. 9

sd vi har fundet ud af at

Det tal som har funktionsvaerdien 163, er 5,7 .

En funktion har forskriften
y=0,5x +6,2

Bestem funktionsvaerdien af 8.
y=058+62=10.2

Funktionsverdien af 8 er 10,2 .

En funktion har forskriften
y=0,5x +6,2
Bestem det tal som har funktionsvaerdien 11 .

Nspire lgser ligningen 11 =0,5-x +6,2 mht. x og farx=9,6.
solve(11=0.5 x+6.2,x) » x=9.6
Det tal som har funktionsveerdien 11, er 9,6 .
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3. Graf

3.1 Oplaxg til graf

Billedet til hgjre viser et rektangel pd en skerm.
Man kan @ndre bredden ved at treekke det rede
punkt mod venstre eller hojre.

Sa @ndres hgjden automatisk.

25u

Ved at gore dette kan man se at

hejden er en funktion af bredden
fordi der geelder

til hver vardi af bredden er der én vardi af hgjden.
Pé billedet ser vi at nar bredden er 3, sa er hgjden 2,5 .

Denne oplysning afsetter vi som et punkt
1 koordinatsystemet.

Ty hojde

En person der ser koordinatsystemet, kan se:
x-koordinat =3 og y-koordinat=12,5.

Dette forteeller: 1 .
nar bredde er 3, er hgjde 2,5, 1 bredde |

dvs.
funktionsveardien af 3 er 2,5.

Vi trekker i1 det rede punkt sd bredde bliver 6. Vi ser at hojde er 4.
Denne oplysning afsatter vi i koordinatsystemet.

Ay hojde

5

1 bredde

6 u

Hvis der for hver bredde er et punkt i koordinatsystemet, s& har vi funktionens graf :

A .
Pa grafen ser vi at de tal der har en funktionsveerdi, y hojde /

|

er tallene fra 2 til 8, }
og at de tal der er funktionsverdier, |
er tallene fra 2 til 5. }
/ ‘

|

En definition er 1
en forklaring pa
hvad et ord betyder.

3.2 Definition af graf

Grafen for en funktion f bestér at de punkter (x,y) hvor

v er funktionsverdien af x ,

dvs. y=f(x).
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3.3 Aflzes graf pa papir

Grafen viser antal ansatte som funktion af tiden (ar efter kontorets opretteslse).

3.3a Aflaes antal til tiden 1.3 antal

Vi vil bestemme antal til tiden 1,3 ar.

For at gore dette, finder vi det punkt 401
pa grafen hvor x (tiden) er 1,3.
Vi ser at dette punkts yer 28, og 304
y er antal. 287
Til tiden 1,3 ar er antal lig 28 . 207
: - - 10+
Skriv tallene 1,3 og 28 pa papiret.
Vis med pile hvor tallene er afleest
3.3b_Aflas hvornar antal er 15 antal
Vi vil bestemme hvornér antal er 15.
Vi finder det punkt pé grafen hvor 40
v (antal) er 15 . Vi ser at dette punkts
x er 2,9, og x ertid. 304
Antal er 15 til tiden 2,9 ér.
204
15—
10+

3.3¢ Aflaes hvornar de to kontorer har samme antal

I koordinatsystemet er tilfojet grafen

antal
for et andet kontor.
Vi vil bestemme hvornar de to kontorer
har samme antal. 40
Vi finder de x-verdier (tider) hvor de to
grafer har samme y (antal). 30+

Vi ser at det er x-vaerdierne 0,6 og 5,9 .

De to kontorer har samme antal til tiderne
0,6 ar og 5,9 ar. 10l

I R B S S
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3.4 Aflees graf i Nspire

Hvis grafen er tegnet i Nspire,
s kan vi aflaese grafen elektronisk.

Nar vi aflaeser elektronisk, sa laver Nspire en
udregning sé resultatet far stor ngjagtighed .

Siadan aflaeses en graf elektronisk: A

Skift til vindue med graf.
Velg i vaerktejsmenu

Geometri / Punkter og linjer / Punkt pa . i
Klik pé grafen. Klik igen. 10¢
S& fremkommer et punkt péd grafen. R

VIGTIGT: Nar vi klikker pé grafen, sé skal det
veare et "tomt” sted. Der ma altsa ikke vaere andet
end grafen der hvor vi klikker.

Tryk pa esc (sd du kan foretage dig andet).

Pé nogle grafer fremkommer punktets

koordinatset automatisk.

Hyvis ikke, sa hgjreklik pa punktet og vaelg
Koordinater og ligninger .

(2.55554, 27.3335)

10t

w

Dobbeltklik pé den af koordinaterne som er kendt,
og ret den til den kendte vaerdi.

Sa @ndres den ukendte koordinat automatisk til den
sogte vaerdi.

P& figuren har vi @ndret y til 28.

Vi ser at x sa bliver 2,5.

Vi har altsa fundet ud af at 2,5 er det tal hvis
funktionsveerdi er 28.

3.5 Tegn oraf i Nspire

Vi vil tegne grafen for
y=08x+14

Nar et grafvindue er aktivt:

Velg i vaerktgjsmenuen Grafindtastning/Rediger og Funktion

BEMARK: Du skal IKKE skrive y=.
Du kan bruge andre bogstaver end f.

Sa fremkommer indtastningsfeltet.
Skriv felgende:

L
[‘{_1-)=()_ 8- y+1.4 «——|HUSKat skrive punktum i kommatal.
AN

Skriv altid x i graf-vindue.
Ogsa selvom der star et andet
bogstav i opgaven.

Tryk pa Enter.
S& fremkommer grafen.
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3.6 Vealg passende udsnit af koordinatsystemet

: 1358 1y A
Vi har tegnet grafen for

F(x)=0,63x+11,2

Vi skal veelge et korrekt udsnit af koordinatsystemet 1
sadan at blandt andet punktet pé grafen med x lig 16 -10 1 10
kommer med.

Vi ser at x-aksen gér til 10. Se A.

-13.58

3.6a Vi &ndrer Xmax: y

Da vi skal bruge x-verdi 16, s
lader vi x-akse ga til et tal
noget storre end 16, f.eks. 20. 1

—_
=
L2
(5]
S¢

Standardmetoden til dette er:
Velg i Verktgjsmenuen
Vindue/Zoom og Indstillinger for vindue,

og set XMax til 20. Se B. "13.58

3.6b Vi ®&ndrer Ymax:

En vesentlig del af grafen ligger over vinduet. 1001y
Vima velge et meget storre tal for YMax.

Vi kan prove med 100. Se C.

2
2
S

-10

Det var for meget med 100. 307y D
Grafen skal fylde en storre del af
koordinatsystemet.

Vi prover at saette Y Max til 30. Se D .

L2

(%]
LJ
S

-10

Afsnittet fortscetter pd neeste side! 13,58
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3.6¢ Vi &ndrer YMin:

301y E

Den negative del af y-aksen er ikke relevant,
sa vi setter Y Min til et tal taettere pa 0,
f.eks.—4. Se E.

S

-10 412

L2

3.6d Vi fjerner aksers slutveerdier:

For at pynte pa figuren velger vi i
Varktejsmenuen

Vis og Skjul aksernes slutverdier.

,,/’f,/
Se F.

L2

(B8]

3.7 Tegn graf pi papir

Pa papir vil vi tegne grafen for funktionen Dette betyder at x kanveere 1 eller 4
12 /eller ettal mellem 1 og 4. Tal mellem
y == 1<x<4. 1 09 4 erogsa et tal som f.eks. 137 .

For grafpunktet med x-koordinat 2 er y-koordinaten
A y
-2 _¢.
2
Pé tilsvarende méde er de andre y-koordinater 1
tabellen udregnet:

x 1 2 3 4 t
y: 12 6 4 3 \

Vi afsatter disse punkter i et koordinatsystem
og tegner en kurve gennem dem.

v =
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3.8 Undersog om punkt ligger pa graf

Vi vil undersgge om punktet P(2,15) ligger pa grafen for y=3-x + 8.
Punktet ligger pa grafen netop hvis

funktionsverdi af x-koordinat = y-koordinat .
Vi skal altsd undersage om
funktionsveerdi af 2 = 15

Vi udregner funktionsvaerdien af 2 :

y=32+8
y= 6 +8
y= 14

Funktionsveardien af 2 eraltsa 14 .
Da den ikke er 15, gelder:

Punktet P ligger ikke pa grafen .

3.9 Bestem k sa punkt lisser pa sraf

En funktion har forskriften LV
y=kx
hvor k er et tal.

Billedet viser grafen ndr k=2.

Viser at P ikke ligger pa grafen nar k= 2. .
SeeTpa g P(10,14)
Vivil bestemme &k sda P ligger pa grafen.

P ligger pé grafen netop hvis

funktionsveerdi af 10 = 14
dvs.
k10=14

]

Hvis denne ligning skal vare sand, skal

k:1’4 - + g + g g g g —

L3

P ligger pa grafen netop hvis k=14 .

Vi leste ligningen 410 =14 ved at dividere begge sider med 10.
Vi kunne ogsd have lost den ved at bruge solve .
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4. Skaering

4.1 Udregn skaering med y-akse Ay

Billedet viser grafen for funktionen der har
forskriften

y=12x+42

For alle punkter pd y-aksen er x lig0, I /y=12-x+42
sa for grafens skaringspunkt med y-aksen galder

x = 0.
Skearingspunktet ligger pa grafen, sé

punktets y = funktionsverdi af punktets x 107
y = 1,2.0+42 A ¢
y = 0+ 42 | 10
y = 42

v =

Grafen skarer y-aksen i punktet (0, 42) .

4.2 Udregn skzering med x-akse Ay

Billedet viser grafen for funktionen der har
forskriften

y=12x+42

For alle punkter pa x-aksener y lig0, L /y=12x+42
sa for grafens skaringspunkt med x-aksen gaelder

y = 0.
Skearingspunktet ligger pa grafen, sé

punktets y = funktionsverdi af punktets x 107
0 = 1,2x+42 e :
Heraf far viat x =-35. | 10

v =

Grafen skearer x-aksen i punktet (—35,0) .

Vi leste ligningen 0 = 1,2-x+42 ved forst at treekke 42 fra begge sider, og derefter at
dividere begge sider med 1,2 .
Vi kunne ogsd have lost den ved at bruge solve .
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4.3 Udregn skeering mellem to grafer

Billedet viser
grafen for en funktion » med bla graf

0g
grafen for en funktion g med gron graf.

Forskrifterne for b og g er

b: y=04x+26
g y=02x+43

Pé billedet kan vi f.eks. se at
g-funktionsverdien af 4 er storre end b-funktionsverdien af 4 .

Dette kan vi kontrollere ved udregning:

b-tunktionsveerdien af 4 = 0,4-4+2,6 4,2
g-funktionsveerdien af 4 = 0,2.4+43 = 5,1

Pa billedet ser vi at hvis ¢ er x-koordinaten til grafernes skaringspunkt,

sa er
g-funktionsvaerdien af ¢ = b-funktionsverdien af ¢
0,2-t+43 = 04t+2,6
t = 85

Vi leste ligningen med solve :
solve(0.2 #+4.3=0.4 #+2.6,¢) » =8.5
Skeeringspunktet ligger pa g-grafen, sa

Skeringspunktets y-koordinat = g-funktionsverdien af 8,5
0,2-8,5+4,3
6

Skeeringspunktets y-koordinat
Skaeringspunktets y-koordinat

Vi havde selvfolgelig fdet samme resultat hvis vi havde brugt h-forskriften.

Skaeringspunktets koordinatsat er (8,5, 6) .
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5. Skrivemaden f(x)

5.1 Navn for funktion
En funktion har forskriften
y=4x-18

Vi giver funktionen navnet f.
Sé vil f.eks.

f(5) = funktionsvardien af 5
dvs.

f5) =2

Symbolet
f)

laeses
f af §

5.2 Nar tal indszettes for x ., skal det vaere pa begge lisningens sider
En funktion g har forskriften
gx)=0,5x+3

g(4)=0,5-4+3 Nartal indsettes for x, skal det veere pa begge ligningens sider.
g =5

5.3 h(x) og graf
Billedet viser grafen for en funktion /4 . y

Pé grafen har vi aflaest at
h(3)=2,6

dvs.

funktionsveardien af 3 er 2,6 .

Sadan gjorde vi:

Vi fandt det punkt pa grafen %
hvor x er 3.

Vi sa at for dette punkt
er y lig 2,6.

P& grafen har vi aflest at
Ligningen A(x)=1,7 har lesningen x=0,8 .
Sadan gjorde vi:
Vi fandt det punkt pa grafen hvor y er 1,7.
Vi sa at for dette punkter x lig 0,8 .
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6. Leose ligning

6.1 Oplaeg
For den linezre funktion y =3x+5 vil vi bestemme x ndr y er 17:
17=3x+5
12 =3x Vi har trukket 5 fra begge sider.
12 3
L2 Vi har divideret begge sider med 3.
3 3
4=x Vi har udregnet venstre side. Vi har forkortet hgjre side.

Vi leste ligningen ved at bruge regler for ligevagt.

I forbindelse med lineaere funktioner bruger man nedenstéende fire regler for ligevagt.

6.2 Regler for ligevaegt

Vima leegge samme tal til begge sider af lighedstegnet.
Vi mé traekke samme tal fra begge sider af lighedstegnet.

Vi méa gange begge sider af lighedstegnet med samme tal
hvis dette tal ikke er nul.

Vi ma dividere begge sider af lighedstegnet med samme tal
hvis dette tal ikke er nul.

6.3 Eksempel pa fejl

Folgende omskrivning er forkert:

2x+2 =6
£+2:§
2 2

Fejlen er at det kun er en del af venstre side der er divideret med 2 .
Det er meningen at du skal taenke pé ligningen som en vagt:

Gran klods vejer x kg.  Gul klods vejer 1 kg.

Overste billedeer 2x+2 = 6. 2%+2 = 6 mﬂ [T
P& naeste billede har vi halveret det I I
pa hojre vaegtskal.

Det er kun en del af det pa venstre 27)6+ 2 = g w—

vaegtskal der er halveret.
Derfor er der ikke mere ligevegt.
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6.4 Modsat regning

Davileste 17 =3x+5 startede vi med at treekke 5 fra begge sider.

Begrundelsen for dette er:
Den modsatte regning til laeg 5 til er trek 5 fra.
Andre eksempler:
Den modsatte regning til treek 6x fra er leg 6x til .
Den modsatte regning til gang med 4 er divider med 4 .

Den modsatte regning til divider med 2 er gang med 2 .

6.5 Eksempel pa detaljeret losning

6.5a Opgave: Geor rede for hvordan man kan lgse ligningen
11x-2=4x+19
ved at bruge regler for ligevaegt og modsat regning .

6.5b Redegorelse:

Der star ikke noget foran 4x, =3 der er underforstaet +, dvs. 4x legges tl.

llx —2=4x+ 19 Omvendt udregning til laegge 4x til er treekke 4x fra
1lx — 2 —d4x = 4x+19 —4x Treekker 4x fra begge ligningens sider
Tx—2=19 Omvendt udregning til treekke 2 fra er laegge 2 til
Tx—-2+2=10+2 Leegger 2 til begge ligningens sider

Tx =21 Omvendt udregning til gange med 7 er dividere med 7

?—x = ﬂ Begoe ligningens sider divideres med 7

] 7
x=3 7 kan forkortes vaek da der star gange mellem 7 og x

6.5¢ Kontrol af facit: Viindsatter 3 for x iden oprindelige ligning:

113-2=43+19 Hver side skal udregnes direkte uden at
33 -2=12+19 bruge regler for omformning af udtryk og
31 = 31 OK uden at bruge ligningsregler.

6.6 Sma-eksempler med regler for ligevagst

6.6a x+8 = 12 Der er lagt 8 til x. Det modsatte er at traekke 8 fra.
x+8 -8=12 -8 Derfor traekker vi 8 fra begge sider.
x =4

6.6b x+5 = -14 Der er lagt 5 til x. Det modsatte er at trekke 5 fra.
x+5 -5=—-14 -5 Derfor treekker vi 5 fra begge sider.
x =-19
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6.6¢

6.6d

6.6¢

6.6f

x—6 =9 Der er trukket 6 fra x. Det modsatte er at leegge 6 til.
x—6+6 =9 +6 Derfor leegger vi 6 til begge sider.

x =15

4—x = 3 Der stér plus foran 4 (da der ikke star noget).

4—x -4 =3 -4 Derfor treekker vi 4 fra begge sider.

—-x = -1 I 6.6g star hvordan vi fjerner minus sa x star alene.
—T+x =2 Der er trukket 7 fra x. Det modsatte er at leegge 7 til.
—T+x +7 =2 +7 Derfor laegger vi 7 til begge sider.

x=9

24 = 3 —x Der er trukket 3 fra —x. Det modsatte er at legge 3 til.

24 +3 = -3 —x +3
27 = —x

Derfor leegger vi 3 til begge sider.

I 6.6g star hvordan vi fjerner minus sa x stér alene.

X =9
—x-(-1)= 9.(-1)
x =-9

6.7 Forkorte

4x
4
x-(=5
-5
X_—SS og 3-5)('

kan forkortes til

kan forkortes til

Vi ganger begge sider med —1.
Fordi minus gange minus er plus.

x  fordi der stdr gange mellem 4 og X .

x fordi der star gange.

kan ikke forkortestil x fordi der ikke stir gange.

6.8 Sma-eksempler med forkorte og regler for licevaegt

6.8a

6.8b

6.8¢

3x =12 x er ganget med 3. Det modsatte er at dividere med 3.
% = % Derfor dividerer vi begge sider med 3.
x =4 P& venstre side kan 3 forkortes vaek fordi der star gange mellem 3 og x.

-2 =x5 x er ganget med 5. Det modsatte er at dividere med 5.

-2 x5 . . .

5" T Derfor dividerer vi begge sider med 5.

04 = x P& hajre side kan 5 forkortes veek fordi der stir gange mellem x og 5.
—8x =1 x er ganget med —8. Det modsatte er at dividere med —8.

—_Ssx % Derfor dividerer vi begge sider med —8.

x = -0,125 —8 forkortes vaek fordi der stir gange mellem —8 og x.
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6.9 Forklar lesningen

Nedenstaende omskrivninger viser en korrekt lgsning af ligningen

dx+8=-3x-13.

Forklar linje for linje hvordan lesningen af ligningen fremkommer.

4x +8=-3x—-13

Tx+8= —13
Tx=-21
x=-3

Ligningen opstilles

Svar

4x +8=-3x—-13

Ligningen opstilles

Tx+8= —13 3x er lagt til begge sider
Tx =-21 8 er trukket fra begge sider
x=-3 Begge sider er divideret med 7
Bemearkning

Naér du skriver sddan en forklaring, sa taenk pa at hver linje er af en af folgende typer:

Ligningen opstilles

er lagt til begge sider

er trukket fra begge sider

Begge sider er ganget med

Begge sider er divideret med
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7. Typer at omskrivninger
7.1 Samle led

For at skrive

6-5x+7+2x

simplere (reducére den), skal vi:

1) Forst gore os klart hvilke led der er.
Plus og minus skiller led, sa der er folgende fire led:
16 —S5x +7 +2-x

2) Dernest skal vi gare os klart hvilke af leddene der af samme type:
Led nr. 2 og 4 er af typen tal gange x, sa de er samme type.
Led nr. 1 og 3 er af typen tal uden bogstav, si de er af samme type.

3) Til sidst skal led af samme type slas sammen:
16+7 =23
—5x+2x =-3x
Dyvs.
6-5x+7+2x =23-3x.

7.2 Parentes og gange

Der gaelder
43+x) = 43+4x

Regel: Man ganger et tal ind i en parentes ved at
gange hvert led i1 parentesen med tallet.

Hvis vi bytter om pa de to sider 1 ligningen, sa far vi ligningen

43+4x = 4(3+x)

Regel: En faktor der er i hvert led, Faktorer er noget der
kan settes uden for en parentes. er ganget med hinanden.
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7.3 Haeve parentes

Regel: Hvis der stér et minus lige foran
B parentesen —(  sa hedder det en
p-(g-r=p-q+tr. minus-parentes.

Regelen formuleret 1 ord:

Nér man heever en minus-parentes, (dvs. fierner parentes og minus foran)
skal man @ndre fortegn for hvert led i parentesen.

Eksempel:
7—(5-2x)
= 7 (+5-2x)
=7 5+2x
Regel: Hvis der star et plus lige foran
parentesen +(  sa hedder deten
pt(g-r) =ptqg-r. plus-parentes.

Regelen formuleret 1 ord:

Nér man hever en plus-parentes, (dvs. fierer parentes og plus foran)
skal man IKKE @ndre fortegn i parentesen.

Eksempel:
2x+ (6—x)
= 2x+(+6-x)
= 2x +6-x

7.4 Gange ind i minus-parentes

Eksempel:

1-4(=2 + a)

1 — (-8+4-a) Farstgangerviind i parentesen uden at heeve den.

| +8—4a
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7.5 Forklar lesningen

7.5a Opgave

Nedenstaende omskrivninger viser en korrekt losning af ligningen

35-2x)=x+1.
Forklar linje for linje hvordan lesningen af ligningen fremkommer.
35-2x)=x+1 Ligningen opstilles
I5-6x=x+1
15=Tx+1
14 ="7x
2=x
7.5b Svar
35-2x)=x+1 Ligningen opstilles
I5—-6x=x+1 3 er ganget ind 1 parentesen
15=7Tx+1 6x er lagt til begge sider
14 ="7x 1 er trukket fra begge sider
2=x Begge sider er divideret med 7

7.5¢ Bemaerkning
Naér du skriver sddan en forklaring, sa taenk pa at hver linje er af en af folgende typer:

Ligningen opstilles

Minusparentesen er haevet
er ganget ind 1 parentesen
er lagt til begge sider
er trukket fra begge sider

Begge sider er ganget med

Begge sider er divideret med

7.5d Kontrol af lesning  Hvis man selv har fundet lgsningen, sa er det relevant at lave kontrol.

3G -2 =x+1 Kontrollér at 2 er en lgsning sédan:

35-22)=2+1 (1) Indset 2 for x 1 den oprindelige ligning.

35-4) =3 (2) Udregn de to sider hver for sig.

3(1)=3 (3) Omformningsregler mé ikke bruges.

323 0K F.eks. ma man ikke gange ind i parentes.
(4) Ligningsregler ma ikke bruges.
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7.6 Find og forklar fejlene

Opgave
Nedenstaende omskrivninger viser et forseg pa at lese ligningen
22+ 5x)=x+2.
Det oplyses at omskrivningerne indeholder tre typer fejl.
Identificér og beskriv de tre typer af fejl.
22+ 5x)=x+2.
4+5x=x+2
Ox=x+2
8x =2
x=4

Svar

22+ 5x)=x+2.

4+5x=x+2 Kun forste led i parentesen er ganget
med 2. Sx skal ogsé ganges med 2.

Ox=x+2 To led af forskellig type er lagt sammen.
4 er "tal uden x", og 5x er "tal gange x".

8x=2

x=4 Der er udregnet 8 delt med 2 1 stedet for

2 delt med 8.

Andre eksempler pa fejl
12x=2-43 +x)

12x =-2(3 +x) 4 kan ikke traekkes fra 2
da 4 er ganget med parentesen

6x=2x+10
8x =10 2x skal traekkes fra begge sider,
men er lagt til pa venstre side.
3x+5=2
3x=3 Der er udregnet 5 — 2 i stedet for2 -5 .
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7.7 Bestem x nar vi kender y Herunder: Regler for ligevagt.

Opgave:

Nogle skiver findes i forskellige storrelser. Nér y er diameter, mélt i mm, og x er tykkelse,
maltimm, er y=3x+5.

Hvad er tykkelsen nér diameteren er 17 mm?

Metode:

Spergsmalet kan oversattes til

Hvader x nar y er 17?  <——— Daderiopgave starat y erdiameterog x er tykkelsde.

Viindsatter 17 for y i y=3x+5 og far

17=3x+5

12=3x Vi har trukket 5 fra begge sider .
12 X , o ,

? = ? Vi har divideret begge sider med 3 .

4= xwudregnet venstre side. Vi har forkortet hgjre side

| opgave star at x er tykkelse.
Konklusion:

Nar skivens tykkelse er 4 mm , sa er dens tykkelse er 17 mm

7.8 Bestem y nar vi kender x

Opgave:

Nogle skiver findes 1 forskellige storrelser. Nar y er diameter, malt i mm, og x er tykkelse,
maltimm, er y=3x+5 .

Hvad er diameteren nar tykkelsen er 2 mm?
Metode:
Spergsmalet kan oversattes til
Hvader y nar x er 27?7 <—— Daderiopgave starat y er diameterog x er tykkelse.
Viindsztter 2 for x 1 y=3x+5 og far
y=3-2+5

Vi udregner hgjresiden og far

y=11 | opgave star at y er diameter.
Konklusion:

En skives diameter er 11mm nér dens tykkelse er 2 mm
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8. Linear funktion — intro

8.1 Oplaeg til definition af linezer funktion

I dag er antal 12 . Hver dag stiger antal med 4 .
Vi kan tenke os til folgende:
Om 1 dag: antal = 4+ 12.

Om 2 dage: antal = 4+ (4 + 12) =4+4 +12 =42 +12.
Om 3 dage: antal = 4+ (4-2+12) = 4+42 +12 =43 +12
Om x dage: antal = 4-x +12.

Forskriften er pa formen a-x+ b .

. A.r:ltal'

30

20

10

0 1 2 3 4 5 6 Dage

8.2 Definition af linezer funktion

Hvis man om to variable x og y siger
y er en linezr funktion af x

sé betyder det at

funktionen har en forskrift af typen y = a-x+ b
hvor konstanterne a og b kan vare alle tal. At @ og b er konstanter,
Konstanten a kaldes haldningskoefficienten . betyder at deres talvardier

Konstanten b kaldes konstantleddet . ikke @ndres ndr x sndres.

P& x's plads kan indsettes alle tal (dvs. definitionsmangden er alle tal).

Eksempel:
y=15,2.x—12,6 er en linezr funktion.
haeldningskoefficient = 5,2 .
konstantled = —12,6

Begrundelse:
y =ax+b visatter a=52 og b=-12,6
y=>52x+(-12,6)
y=52x-12,6 dette er den givne forskrift
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Eksempel:
y=2—x eren linear funktion.

heeldningskoefﬁcient = 1. Det er tallet foran x derer a.
konstantled = 2

Begrundelse:
y=ax+b visatter a=-1 og b=2
y=(x+2
y=—x+2
y=2-x  dette er den givne forskrift

8.3 Saetning om graf for linezer funktion

At f er en lineer funktion,

er det samme som at grafen er en ret linje.

Ordet seetning betyder at det er en vigtig regel

9. Linezr funktion — betydning af a og b

9.1 Oplag til betydning af a og b

Funktionen y=0,4-x+ 1,2
eraftypen y=a-x+ b

med a=0,4 og b=1,2
Funktionsverdien af —1 kan vi udregne sddan
Nar x=-1 e y=04(-1)+12 =108

I tabellen er udregnet nogle flere funktionsvaerdier:

x| -1 0] 1]2]3
y: | 08]12|1,6]20]24

I tabellen ser vi:

Hver gang vi legger 1 til x-verdien,
sa bliver der lagt 0.4 til y-verdien,
dvs. der bliver lagt a til y-verdien

Nér x=0, er y=1.2
dvs. y=2>

Dette kan tydeliggores sadan:

+1 +1 +1 +1

x| -1]0 1 2 3

y: 10,8 1,2]1,6[20]|24
+0,4 +04 +04 +0,4

y=04x+1,2
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9.2 Satning om betydning af a og b

For en lineer funktion y=a-x + b gelder:

9.2a Hver gang vi legger 1 til x-verdien,
sé bliver der lagt « til y-verdien.
9.2b Nar x=0, er y=»>.

9.3 Eksempler pa betydning af a og b

9.3a  Funktionen y=0,3x+0,9
eraftypen y= ax+b
Af9.2b slutter vi at punktet (0, 0,9) ligger pa grafen.
Herefter kan vi af 9.2a slutte at punktet (1, 1,2) ligger pa grafen.

Herefter kan vi af 9.2a slutte at punktet (2, 1,5) ligger pa grafen.
Osv.

Billedet viser grafen.
Vi ser at den bla stolpes hojde (dvs. y-koordinaten) bliver 0,3 storre nr x bliver 1 storre.

Jky /

/

0,3-x+ 09
1,5
;\:_
2 X
9.3b  Hvis vi afleser punkterne
(0,7), (1,11), (2,15), (3,19)

pa grafen for en lineer funktion y=a-x+5b,

sé kan vi af 9.2a og 9.2b slutteat a=4 og b=17,

sé forskriften er y=4x+7 .
9.3¢  En funktion har forskriften y =3x+5.

Af9.2a folger: Hver gang x bliver 1 enhed storre, sa vil y blive 3 enheder storre.

Heraf folger: Nar x bliver 10 enheder storre, sd vil y blive 30 enheder storre.

+10  +10 +10  +10
x: | —-10 0 10 20 30

y: | 25| 5 | 35 | 65 | 95
+30 +30 +30 +30

y=3x+5  310=30
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9.4 Aflaes a og b pa graf

9.5

Billederne viser grafen for en funktion f.

Grafen er en ret linje, sé

forskrift er af typen f(x)=ax+b.

Pé graf afleser vi at Y
nar x=0, sder y=3, i

sa 3
b=3.

P& graf ser vi at nér vi treekker
punkt langs grafen

sd x bliver 1 sterre,
sa vil y blive 2 storre,
sa

a=?2.

Vi har nu aflaest pa grafen at f har forskriften
f(x)=2x+3.

Bruge a og b til at afsette grafpunkter

En funktion f har forskriften f(x)=-0,5-x+4.
Forskriften er af typen f(x)=ax+b.

b=4, s& grafen skaerer y-aksen ved 4 .
Dette bruger vi til at tegne et punkt pd grafen (se figur).

a=-0,5, sa nar et punkt skubbes langs grafen s& x bliver
én storre, sd vil y blive 0,5 mindre .

Dette bruger vi til at tegne nogle flere punkter pa grafen
(se figur).

‘x
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9.6 Graf og fortegn for a

9.6a

9.6b

9.6¢

9.6d

Péa en linear graf gar vi en enhed mod hgjre.
Sa bliver der lagt a til y-koordinaten.
Heraf folger:

Nar a er positiv, gér graf opad mod hojre.
Néar a er nul, er graf vandret.

Nar a er negativ, gér graf nedad mod hojre.

Voksende funktion
Billedet til hgjre viser grafen for en funktion.

Vi treekker et punkt langs grafen sd x bliver
sterre og storre.
Vi ser at sa bliver y ogsé sterre og storre.

En funktion siges at vere voksende hvis der
altid geelder at

nar x bliver storre,
sa bliver y ogsa sterre.
Aftagende funktion
Billedet til hgjre viser grafen for en funktion.

Vi treekker et punkt langs grafen sd x bliver
stgrre og storre.
Vi ser at sa bliver y mindre og mindre.

En funktion siges at vaere aftagende hvis der
altid geelder at

nar x bliver storre,
sé bliver y mindre.

Konstant funktion
Billedet til hgjre viser grafen for en funktion.

Vi trekker et punkt langs grafen sé x bliver
sterre og storre.
Vi ser at sa bliver y ved med at vaere samme tal.

En funktion siges at vaere konstant hvis der
altid geelder at

néar x bliver storre,
s bliver y ved med at veere samme tal.
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9.6e Af9.5a felger at for en linezr funktion f(x)=a-x + b geelder:

Nar a er positiv, er funktionen voksende.
Nar a er nul, er funktionen konstant.
Nar a er negativ, er funktionen aftagende.
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10. Linezer funktion —
forskrift er kendt, betydning af a og b

10.1 Opgave med voksende funktion

Forendaseer y=12.x+ 35
hvor y=pris ikr. og x=veagt igram af dasens indhold.
Hvad forteller tallene 12 og 35 om varen?

Svar:

Forskriften er af typen y=a-x+bmed a=12

) ) P Denne linje er en tekst-formel.
s& ndrmanlegger 1 til x sdlegges a til y St ind i denne formel for at finde
dvs. ndr man legger 1 til vaegt sd legges 12 til pris betydningen af tallet pa a’s plads i

ax+b .
sa tallet 12 forteeller:

Nar vaegten stiger med 1 gram, sa stiger prisen med 12 kr.

Forskriften er af typen y=a-x+ b med b =35
s i / Denne linje er en tekst-formel.
s& ndr x =0 er y =D

Set ind 1 denne formel for at finde
dvs. nar vaegt=0 er pris=235 betydningen af tallet pa b’s plads i

sa tallet 35 fortaller: axtb .

Naér dasen er tom, er prisen 35 kr.

10.2 Opgave med aftagende funktion

Ienbyer y=-40x+520

hvor y=antal beboere og x = tid 1éar efter 2007.
Hvad forteller tallene —40 og 520 om byen?

Svar:

Forskriften er af typen y=a-x + b med a=-40 o
— Denne linje er en tekst-formel.

s& nérmanlegger 1 til x sdlegges a til y Set ind i denne formel for at finde

dvs. nérman leegger 1 til tid s legges —40 til antal betydningen af tallet pd a’s plads i
ax+b .

sa tallet —40 fortaeller:

Nér der gér et ar, sa falder antal beboere med 40.

Forskriften er af typen y =a-x +bmed b =520

Denne linje er en tekst-formel.

s&  nar x =0 er y =0b Set ind i denne formel for at finde
dvs. nir tid =0 er antal =520 betydningen af tallet pa b’s plads i
ax+b .

sa tallet 520 forteeller:
1 2007 var antal beboere 520.
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10.3 Néar x_stiger mere end 1 enhed

Udviklingen 1 afgiftens storrelse er fastlagt ved funktionen
fx)=12x+21
hvor f(x)=afgift ikr. og x=tid maltiuger efter uge 3.
Hvor meget stiger afgiften pa 6 uger?
Svar:
Forskriften er aftypen ax+b, og a=1,2, sé

hver gang x bliver 1 enhed sterre, vil y blive 1,2 enheder storre.

Dyvs.

hver uge stiger afgiften 1,2 kr.
Da

6:1,2=172
galder

P& 6 uger stiger afgiften med 7,2 kr.
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11. Lineger funktion —
skriv forskrift, betydning at a og b

11.1 Opgave med voksende funktion

Ved keb var plantens hgjde 27 cm, og hgjden bliver 2,5 cm storre pd en uge.
Indfer passende variable og opstil en model der beskriver udviklingen i1 plantens hejde.

Svar:
Vi indferer folgende variable:

y=hegjde (cm) og x=tid (uger efter keb)

Oplyst: y stiger samme antal enheder hver gang x stiger 1 enhed
Sa: Funktionen er lineer: y=ax+5b.
Oplyst: Hver uge bliver hgjde 2,5 cm store
Dvs.: Nér man legger 1 til x (tid)
sa legges 2,5 til y (hejde)
Sa a=2,5
Oplyst: Pé tidspunkt for keb er hgjde 27 cm
Dvs. Nér x=0 sder y=27
Sé& b=27

Vi kan nu opstille folgende model:

yv=25x+27, y=hejde (cm), x=tid (uger efter keb)

11.2 Opgave med aftagende funktion

Afstanden bliver 0,2 mm mindre for hver grad temperaturen stiger, og ved 0 °C er afstanden
8,4 mm.

Opstil en formel til at beregne afstanden y mm nar temperaturen er x °C.

Svar:
Oplyst: y=afstand (mm) og x=temperatur (°C)
Oplyst: y falder samme antal enheder hver gang x stiger 1 enhed
sa funktionen er linezer: y=a-x+5b.
Oplyst: For hver grad bliver afstand 0,2 mm mindre
Dyvs. Nar man legger 1 til x (temperatur) sa legges —0,2 til y (afstand)
Séa a=-0,2
Oplyst: Nér temperaturen er 0 °C er afstand 8,4 mm
Dvs. Nér x=0 sder y=8,4
Sa b=28,4
Formel:

y=-02x+84, y=afstand (mm), x=temperatur (°C)
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12. Linezr funktion —
argumentation, betydning af a og b

12.1 Eksempel pa argumentation, a

For funktionen y =2-x +5 vil vi bevise hvad der sker med y nar x bliver 3 enheder
storre.

Naér vi skal gare x tre enheder sterre, ma vi starte med en bestemt vaerdi af x .
Vi kalder denne x-veerdi for z.

Da t kan vere ethvert tal, geelder vores argumentation for alle x-verdier.
Hvis vi skrev 8 i stedet for ¢, sa ville vores argumentation kun gaelde nér start-verdien af x er 8.

Neeste x-veerdi skal vaere 3 enheder storre end ¢,
sa den naeste x-veaerdi er #+3 :

X ‘ t ‘ 3

y=2x+5: ‘ ‘

Ved hjzlp af forskriften finder vi de y-vaerdier der svarer til de to x-veaerdier
t og t+3:

Nér xer ¢, sder y=2x+5= 2.1 +5

Néar x er r+1, sder y=2x+5 = 2:(1+3)+5

X o +3

y=2x+5; ‘ 2445 ‘ 2:(r+3) +5

Vi omskriver den anden y-veerdi:

2:(t++3) +5
=2¢t+23+5 Vi har ganget 2 ind i parentesen.
=2¢t+6+5 Vi har reduceret.
=2¢t+5+6 Vi har byttet om pé to af leddene.

Den nye y-vaerdi 2-¢+5 + 6 er altsd den gamle y-vaerdi 2-£+5 plus 6 :

+3
X ot | 3

y=2x+5: ‘ 2t+5 ‘ 2145 + 6
+6

Vi har bevist felgende:
For funktionen y =2-x +5 galder:

Nar x bliver 3 enheder storre,
vil y blive 6 enheder storre.
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12.2 Eksempel pa argumentation, b

For funktionen y =2-x+5 vil vi bevise folgende:
Grafen skarer y-aksen i punktet med y-koordinat 5 .
Skearingspunktet ligger pa y-aksen, sa dets x-koordinater O .

Skeaeringspunktet ligger pd grafen sé dets y-koordinat fas ved at sette dets x-koordinat ind 1
forskriften:

y=20+5=5.

Det var dette vi skulle bevise.

12.3 Bevis for reglen om betydningn af a

For funktionen y=a-x+ b vil vi bevise hvad der sker med y nar x bliver 1 enhed storre.

Vi starter med en vilkarlig x-verdi. Vi kalder denne x-verdi for ¢.
Naste x-veerdi skal vaere 1 enhed storre end ¢, sa naste x-vaerdi er 7+1 :

X \ t ‘ 1

ax+b: ‘ ‘

Ved hjelp af forskriften finder vi de y-verdier der svarer til de to x-verdier
t og t+l:

Nér xer ¢, séder y=ax+b = a-t +b

Nér x er 1+1, sder y=ax+b =a-(1+1)+b

X \ t \ +1

y=ax+t+b: ‘ at+b ‘ a-(ttl)+b

Vi omskriver den anden y-veaerdi:

a-(t+l) +b
=at+al+b Vi har ganget a ind i parentesen.
=at+ta-+b Vi har reduceret.
=qt+b +a Vi har byttet om p4 to af leddene.

Den nye y-verdi a-t+b +a er altsa den gamle y-vaerdi a-t+b plus a :

+1
x: \ ¢ \ +1

y=ax+b: ‘ at+b ‘ at+b + a
+a

Vi ser at man skal legge a til den forste y-verdi for at fa den anden y-vardi.
Vi har bevist folgende:

For funktionen y =a-x +b gelder:

Nar x bliver 1 enheder storre,
vil y blive a enheder storre.
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12.4 Bevis for reglen om betydningn af b

For funktionen y =a-x +b vil vi bevise folgende:

b er y-vaerdien nar x-vaerdien er 0 .

Man kan finde y-vaerdien ved at satte x-vardien ind i forskriften,
og her er x-vaerdien 0 :

y=a0+b=0+b=b.

Det var dette vi skulle bevise.

13. Linezr funktion — udregn a og b

13.1 Udregn bi y=a-x+ b ud fra a og et punkt

Punktet (4, 35) ligger pé grafen for funktionen y = 8-x +b.
Bestem tallet b .

Svar: For nar vi indsatter punktets x-
koordinat i forskriften og regner
ud, sa far vi punktets y-koordinat.

Punktet (4, 35) ligger pa grafen for
funktionen y =8x+b

sa 35=84+5p Her er ligningen lost uden hjelpemidler.
I k 5 lve :
35=132 + b / stecllet an man bll'ug,e solve
3 5 Mspire leser ligningen 35=8-4+ &

‘ mht. b ogfar b=3:
Konklusion: 5=3 . solvel::35=8- 4+bjb] » b=3

13.2 Udregnai y=a-x+ b ud fra b og et punkt

Punktet (5,8) ligger pa grafen for funktionen y =a-x +18 .
Bestem tallet a .
Svar: For ndr vi indsztter punktets x-

koordinat i forskriften og regner
ud, sa far vi punktets y-koordinat.

Punktet (5,8) ligger pd grafen for
funktionen y=a-x+18

. Her er ligningen lost uden hjelpemidler.
s 8=a-5+18 e ew
I stedet kan man bruge solve :

~10=a5 WNspire leser ligningen 8 =a 5+ 18
2 =g mht. @ ogfar a=-2:
Konklusion: a=-2 . solve(8=a' 5+18,a) » a=-2
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13.3 Udregnaogbi y=a-x+ b ud fra to punkter uden brug af formel

Punkterne (-7, 1) og (8,4) ligger pa grafen for funktionen
y=ax+bh.
Find tallene a og b.
Svar:
Da punkterne (-7, 1) og (8, 4) ligger pd grafen for
funktionen y=a-x + b

galder 1=a-(-7)+b <«—— fornirviindsatter punktets x-

koordinat i forskriften og regner
0og 4=a-8 + b < ud, sa far vi punktets y-koordinat.

Vi lgser ligningssystemet -
gningssy ligningssystemet.

Du skal vise hvordan du lgser

l=a-(-7)+b og 4=a-8+5b I 13.5 er vist hvordan man lgser

mht. @ og b, og fair a=0,2 og b=24.

hjelpemidler.

13.4 Udregnaogbi y=ax+ b ud fra to punkter givet ved tekst

ligningssystemet i Nspire.
I 13.6 er vist hvordan man leser
ligningssystemet uden

Der er en lineer sammenhaeng mellem temperatur og overskud.
Naér temperaturen er —3°C, er overskuddet 12 mio. kr.
Nér temperaturen er 5°C, er overskuddet 28 mio. kr.

Skriv en ligning der viser sammenhangen mellem temperatur og overskud.

Svar
Vi saetter

x = temperatur (malt i °C)

e Det er nedvendigt ogsa at skrive dette!

y = overskud (malt i mio. kr.)
Der er oplyst to x-verdier og tilherende y-verdier:
Til x, =-3 svarer y, =12.

Til x, =5 svarer y, =28.

Da sammenhangen er lineer, er den sogte ligning pd formen y=ax+b .

Her skal skrives udregningen af a og b ud fra de to punkter (-3, 12) og (5, 28).

Man kan bruge metoden fra 13.3 eller metoden fra 13.8c.

Dvs.:
Ligningen y=2x+18 viser sammenhangen mellem

temperaturen x i °C og overskuddet y i mio. kr.
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13.5a Lgs ligningssystem med Nspire

Los ligningssystemet
l=a-(-7)+b og 4=a-8+b
mht. a og b.
Svar:
Nspire loser ligningssystemet
l=a-(-7)+b
mht. a og b og fdr a=0,2 og b=24:

og 4=a-8+b

solve(l=a+-7+b and 4=a- 8+h,a,b) » a=0.2 and b=2.4

Konklusion: a=0,2 og b=24 .

13.5b Les ligningssystem uden hjzlpemidler

Los ligningssystemet
l=a-(-7)+b og 4=a-8+b
mht. a og b.

Svar:

Vi leser folgende ligningssystem:
(1) 1l1=a-(-7+b
2) 4=a-8+b

Af (1) farvi
(3) 1+7a=b

Vi indsetter dette i (2) og far
4=8a+(+7a)
hvoraf
4=15a+1
3=15a
3 15a
15 15
02=a

Dette indsatter vii (3) og far
1+7-0,2=b

hvoraf
1+1,4=b
24=>h

Konklusion: a=0,2 og b=24.

‘Her hedder de ukendte a og b .

Vi starter med at isolere a eller
b ien af ligningerne.

Her har vi valgt at
isolere b 1 ligning (1).

Facit ville blive det samme hvis
vi havde valgt en af de tre andre
muligheder:
isolere a i ligning (1).
isolere b 1 ligning (2).
isolere a i ligning (2).

Vi indsatter i ligning (2) fordi
vi isolerede 1 ligning (1).

Hvis vi isolerer i ligning (2),
sé skal vi indsette i ligning (1)

Den metode vi har brugt, hedder:
Losning af ligningssystem
ved substitution .

Ordet
substitution

betyder
udskifte.

I besvarelsen udskifter vi

b i (2) medl1+7a.
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Kontrol af facit:

Vi kan kontrollere facit ved at vi i
(1) l1=a-(-7+b
2) 4=a-8+b

indsetter 0,2 og 2,4 for a og b:
(1) 1=02-(-7)+24
2) 4=02-8+24
(1) 1=-1,4+24
(2) 4=1,6+2,4

Vi ser at begge ligninger passer.

13.6 Sammensat opgave om udregning af ¢ og b

Grafen for funktionen f er en ret linje der har haeldningskoefficienten 1,5 og skarer
andenaksen 1 punktet med andenkoordinat 2,5.

Bestem forstekoordinaten til det punkt pa grafen hvis andenkoordinat er 10 .

Svar:
Grafen for funktionen f er en ret linje der har haeldningskoefficienten 1,5 og skarer
andenaksen 1 punktet med andenkoordinat 2,5 .

Derforer f(x)=1,5x+2,5.

Der star ikke at du skal
finde forskriften.

Nspire lgser ligningen 1,5x +2,5 =10 mht. x og farx=35. Du skal selv indse at for-
skriften skal bruges til at
solve(1.5°x+2.5=10,x) » x=5. finde svaret.

Grafens punkt med andenkoordinat 10 har forstekoordinat 5 .

13.7 Sammensat opgave om udregning af a og b

Grafen for funktionen f(x) =3x +b gar gennem punktet (4, 5).
Bestem f(-3).

Svar:

Da grafen for funktionen f(x) =3x+ b gir gennem punktet P(4,5), fis

34+H=5 Der star ikke at du skal
finde forskriften.

b=5-12 Du skal selv indse at for-

b=_7 skriften skal bruges til at
finde svaret.

Dvs. f(x) =3-x — 7 séa

f(3)=3(3)-7

£(3)=-9-7

f(=3)=-16
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13.8 Udregnaogbi y=a-x+ b ved hjelp af formler

13.8a

13.8b

Saetning
Nar
(x1,y1) og (x2,)2)

er forskellige punkter pa grafen for funktionen

fx) =ax+b
sd er
q=22"N
X2 =X
b =yi—ax
Bevis

Da punkterne (x1,y1) og (x2,)2) ligger pd grafen for
funktionen y=ax +b
gaelder yi=axi+b for nar vi indsatter punktets x-

koordinat i forskriften og regner

0 »=ax2+tb e .
g Y ud, sa far vi punktets y-koordinat.

Vi leser folgende ligningssystem mht. a og b :
(1) yi=axi+b
2) »=ax2+b
I ligningen (1) treekker vi a-x1 fra begge sider:

3) yvi—axi=b Dette er den ene af de formler vi ville bevise.

I ligningen (2) erstatter vi b med venstre side af ligningen (3):
y=ax2t yr—a-xi

I denne ligning treekker vi y1 fra begge sider:
y2—yi=a-x2—a-xi a er en fzlles faktor for de to led pa hejre side.

Pa hejre side setter vi a uden for en parentes:

2 —y1=a(x2 —x1)

Vi dividerer begge sider med x2 — x1 : Vi dividerer begge sider med
tallet x,—x; som ikke er 0 da de

o=N _ o . : .

—=——= = a Dette er den forste af de formler vi ville bevise. to punkter er forskellige. Néar to

X2 =X punkter pa en graf er forskel—
lige, sa er deres x-koordinater
forskellige.
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13.8¢ Eksempel pa brug af formlerne

Opgave:

Punkterne (-7, 1) og (8, 4) ligger pd Oplysningen om de to punkter er nogle gange
grafen for funktionen y=a-x+b. skrevet sadan:  f(-=7)=1 og f(8)=4.

Bestem tallene a og b .
Svar:
Vi indsatter 1 formler for a og b:
Af (x,y)=(7,1) og (x,,y,)=8,4) farwvi

q=22"0 _ 4l 2120,2
Xy — X1 8—(—7) 15

b=y -ax =1-0,2-(-7) = 2,4

13.9 Udregnaog bi y=a-x+ b ved regression

13.9a Oplzeg til regression

Billedet viser Nspire-skarmen.
Den blé linje er graf for funktionen med .
den viste forskrift.

Med musen kan man flytte og dreje linjen. *
Sa @ndres forskriften automatisk.

De sorte punkter viser malte verdier. f()=0.36. x+0 93 .

L2

Hvis vi treekker 1 linjen s den passer godt
med punkterne, sé vil den viste forskrift vaere
en model af den pdgaedende sammenhaeng.

Vi kan fa Nspire til at udfere linear regression pa punkterne.
Sa far vi forskriften for den linje der passer bedst med punkterne.

13.9b Alle tal skal bruges
Tabel:
x: 1 3 5 7
ye 2 3 6 9
De fire punkter i tabellen er vist som rade prikker.

Hvis vi bruger alle punkter til at bestemme linezer
graf, s far vi den fuldt optrukne linje.

Hvis vi kun bruger de to forste punkter,
sa far vi den punkterede linje
som passer darligere med tabellen.

Man skal altsa bruge alle tal i tabellen.
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13.9¢ Opgavens formulering

Vi har malt lengde og bredde for nogle plader:

hvor y er bredde i cm, og x er lengde malt i cm.

a) Benyt tabellens data til at bestemme a og b.

b) Tegn et punktplot af tabellens data.
13.9d Brugsanvisning til regression i Nspire

Del siden op i to.
Vealg Lister og Regneark 1 venstre vindue.
Tast tal og sejlenavne som vist til hgjre.
Nar du har tastet tabellen, sd flyt marker til tomt felt.

Velg 1 hgjre vindue Diagrammer og statistik .
Klik under x-aksen og ve&lg sejlen med x-vaerdier.

lengdeicm | 11,5 | 12,5 | 13,5 | 14,5 | 15,5
bredde i cm 5,1 53 | 59 | 6,1 6,6
For plader af denne type gelder med god tilnermelse y = ax+b
# |A lengde |B bredde €
1 11.5 5.1
2 12.5 5.3
13.5 5.9
4 14.5 6.1
Klik til venstre for y-aksen og veelg sgjlen med y-verdier. ° 15.5 6.6
6

Velg i verktejsmenuen Undersgg data / Regression / lineger .

Der er automatisk fremkommet et punktplot.
Behold dette som illustration selv om der ikke i opgaven er krav om punktplot.

13.9¢ Besvarelsen

I Nspire kan besvarelsen se sddan ud:

Med tilnzermelse er f (1) =a x+b

hvor f(l} er bredde (cm),og v erlengde (cm).

Nspire laver linezer regression og far f (1) =0,38-x + 0,67 .

Dvs. a=0,38 og b=0,67 .

a) Vi taster lengde 1 x—s@jle og bredde i1 y—se@jle som vist i naste vindue.

b) I n=ste vindue viser figuren til hejre et punktplotaf tabellens data.

# A leengde B bredde/g| 6.6
1 11.5 5.1 6.27
[}]
2 o
12.5 5.3 [ § 5
3 13.5 5.9 <
4 4.5 6.1 541 ¥ 5.0-38x+0:67
O
5 15.5 6.6
- | 5.0
El T H T M u T u T
G ™™ 11.5 12.5 13.5 14.5 15.5
|AI| 11.5 leengde
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13.9f Krayv til besvarelsen

Besvarelsen skal indeholde folgende oplysninger:

Hvilke tal du har tastet.
Hvilke af tallene du har tastet i x-sejlen.

Hvilke af tallene du har tastet i y-s@jlen.

At du far Nspire til at udfere regression.

Hvilken type regression.

13.9g Arstal

Tabellen viser antallet af boliger 1 et bestemt omrade.

Arstal

1998

2000

2002 | 2004 | 2006 | 2008

Antal boliger

133

170

186 | 218 | 232 | 247

Antallet af boliger kan med god tilnermelse beskrives ved en ligning af typen y = ax+b

hvor y er antallet af boliger, og x er antal ar efter 1998.

Bestem tallene a og b.
I Nspire kan besvarelsen se sddan ud:

Se brugsanvisning i 13.9d .

Ar;

Antal boliger: 133

som vist i naeste vindue,
Ilspire laver lineser regression og far f {x}l = 11,2571 x + 141,351,

DVS. a= 11’26 Dg .I!:' = 141’4 , Vl taster IKKE ﬁrstal
da x ikke er arstallet!

Med tilnzrmelse: ¥ = a'x+d , ¥ = antal boliger, x = antal ar efter 1995 .
1998 2000 2002 2004 2006 2008
170 1

86 218 231 247

a) Antal ar efter 1998 er tastet i x—sajle og antal boliger i y—sajle

® A ar_efterB antal’
Vg

2 2 170
3 4 186
4 6 218
5 8 232
6 0 247
7

</ 7]

B7

ar_efter
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14. Residual-plot

14.1 Hvad er residualer og residual-plot

I de to everste rakker i tabellen nedenfor star tallene fra 13.9¢
dvs. anden r&kke viser de malte y-vaerdier.

Vi fandt modellen y = 0,38-x + 0,67 . I denne model gaelder:
Nér x=11,5, sder y=0,38-11,5+ 0,67 = 5,04 (modellens y-verdi).
I tredje reekke star modellens y-veerdier.

I fjerde reekke har vi trukket models y fra malty .
Tallene i denne rakke kaldes residualer .

Lengdeicm | x 11,5 12,5 13,5 14,5 15,5
Bredde 1 cm Vmilt 5,1 5,3 5.9 6,1 6,6
Breddeicm | Ymodel 5,04 | 542 5,8 6,18 | 6,56
Residual i cm | ymatt — Ymodet | 0,06 | =0,12 | 0,1 | 0,08 | 0,04
I koordinatsystemet til hegjre er residualerne afsat Y .
som funktion af x . Dette kaldes et residual-plot. 0.05 ’ . x
10 15

14.2 Residual-plot — brugsanvisning til Nspire

P& Nspire kan vi nemt fa vist residualplottet:

Start pa ny opgave.

Velg et vindue af typen Lister og regneark .

Navngiv en sojle og tast x-verdier 1 den.

Navngiv en sojle og tast y-verdier 1 den.

Tilfej et vindue af typen Diagrammer og statistik .

Klik under x-aksen og v&lg sejlen med x-vardier.

Klik til venstre for y-aksen og valg sgjlen med y-vaerdier.
Velg i vaerktojsmenuen Undersgg data / Regression / linezer .
Velg i vaerktejsmenuen Undersgg data / Residualer / Residualplot

P | |
# A laengde|B bredde | 6.4 1
1 11.5 5.1 5.8
2 12.5 53 T
g 5.27 y = 0.38-x10.67
3 13.5 5.9 > A A -
e 12.0 13.5 15.0
4 14.5 6.1 l
2&ngde
5 ]
15.5 6.6 _ o008d, o}
6 S ] *®
~|2 0.00
(<] I[>] & ]
a1|11.5 B % °
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14.3 Residual-plot — Aflges storste afvigelse

1

bred

P& residualplottet finder vi punktet
med storst afstand til x-aksen.

L e [ ]
12.0 13.5 15.0

Nér markeren fores hen til punktet, lengde
fremkommer koordinatsattet. 0.08 - 0
Vi ser at den storste afvigelse °

0.00

mellem malt veerdi og modelvardi
for bredden er 0,12 cm, og det er nér
leengden er 12,5 cm.

14.4 Residual-plot — Vurder typen af model

I koordinatsystemet nedenfor til venstre er vist residualerne fra 13.9¢c .

(12.500, =9.1200)
(0]

v

o 15 tm

Afvigelserne virker tilfeldige.
Dette tyder pa at det er rimeligt at bruge en model af typen y=a-x+b.

15

Hvis afvigelserne ligger pa kaede som vist til hejre, sd tyder det pa at det er bedre at bruge en

anden type model.
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15. Model

15.1 Hvad er en model?

En model er noget matematik der ligner noget fra virkeligheden.

Folgende funktion er en model: 1 Antal celler

f(x)=95-1,0055"
f(x) er antal celler
x er antal minutter.

Den bla kurve er graf for f.
De rode prikker er mélte tal. I =

fﬂ‘_ f('):'}: (1 005 -:_}-
I Rede prikker viser mdlte tal

L
r d

Pao L L LT T T TLTT LT Aptalminutter

Pa billedet ser vi f.eks.:

P& tidspunktet 20 minutter:
malt antal  er lidt mindre end models antal.

P& tidspunktet 100 minutter:
malt antal  er lidt storre end models antal.

Vigtig egenskab ved en matematisk model:

Et mélt tal er normalt ikke preecis lig modellens tal.

15.2 Absolut og relativ afvigelse

15.2a Vi udregner antal dyr med en model:

Udregnet antal: 20000

Malt antal: 20200
Absolut afvigelse: 20200 — 20000 = 200
Relativ afvigelse: —0 = 0,01 = 1%
20000

Model passer godt med mélt antal.

15.2b Vi udregner antal dyr med en model:
Udregnet antal: 300

Malt antal: 500
Absolut afvigelse: 500 — 300 =200
Relativ afvigelse: 200 _ 0,67 = 67%
300

Model passer darligt med malt antal.
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15.3 Niar der stir ”Brug model”

For en type vare er y omsetning x dage efter annoncering.

Milte tal: x: 6 12 18 24 Model:  y=8x+12
y: 65 103 151 209

Opgave
Brug model til at bestemme stigning i omsatning

fra 6 til 10 dage efter annoncering.

Fejl at bruge tal fra tabel
da der star ”Brug model”.

Forkert:  Aftabel: ndr x=6 er y=065
Afy=8x+12: nar x=10 er y=8.10+12=92
Stigning 92 — 65 =27

Rigtigt: Afy=8x+12: nar x=6 er y=86+12=60
Afy=8x+12: nar x=10 er y=8-10+12=92
Stigning 92 — 60 = 32

Fejl at bruge malt tal nar vi skal bruge model.

15.4 Nar x kun kan vare et helt tal

Opgave:

y=50x+ 1190 er antal elever
x = antal ar efter 2010

a) Hvornar er antal elever 15007

b) Hvorndr overstiger antallet 1500?

Svar: Opgaven indeholder ikke
oplysninger der gor det muligt at
50x + 1190 = 1500 afgore antallet af elever pa et
x=6,2 bestemt tidspunkt pa Aret.
a) Deteri2016 at der er ca. 1500 elever. Derfor har det kun mening at lade x

b) Deteri2017 at antal elever overstiger 1500 . ¥ cthelttal
Elev A siger:

Nér xer 6, ery ikke kommet helt op pa 1500,
s& svaret ma vere marts 2017.

Elev gar altsa ud fra at:

1. Forskriften angiver antal elever ved arets slutning.
2. Antal elever stiger jevnt 1 lobet af dret.

Hverken 1 eller 2 er oplyst i opgaven. , , —
For en eksponentiel funktion kan fordoblingstid

og halveringstid godt angives som f.eks. 4,3 ar.
selv om antal/maengde ikke kan afgares pa et
bestemt tidspunkt af aret. Dette er fordi
fordoblingstid og halveringstid angiver hvor
langsomt antal/meengde ndres.

Funktioner 1. del 46 2018 Karsten Juul



16. Proportionale variable

16.1 Proportionale variable, regler.

16.1a Om to variable x og y siger vi at

y er proportional med x
hvis
y=kx

og ker det samme tal for alle vaerdier af x .

16.1b Tallet £ kan udregnes ved hjlp af folgende formel

k=2
X

hvor x og y skal vere sammenherende verdier af x og y
(dvs. (x,y) er et punkt pd grafen).

16.2 Proportionale variable, opgave

Opgave

De to variable x og y er proportionale.

x |12 ] 15

266

y | 168

Hvad skal der std pa de tomme pladser i tabellen?

Svar
Udregne k | opgaven star ikke at vi skal udregne k.
Da x og y er proportionale’ erderettal k£ sa Vi skal selv vide at vi skal udregne k farst.
(D) y=kx.
Vi kan bestemme & med formlen
2) k=2
X Udregning med tabel.  Udregning med nspire.
I opgaven er oplyst at ndr x =12 er y=168.
. . .. 168
Disse tal indsetter vi i formlen (2) ovenfor: 14 —_—= 14
_l68 T -
12 12| —> 168
k=14
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Dette tal indsetter vi i formlen (1) ovenfor og far ligningen for sammenhangen mellem

xogy:
3) y=14-x

Udregne y:

For at finde y nar x er 15, satter vi x til 151
formlen (3) ovenfor:

y=14-15
Heraf far vi y =210 sa
yer2l0nérxer 15

Udregne x:

For at finde x nér y er 266,
setter vi y til 266 1 formlen (3) ovenfor:

266 = 14-x
Vi lgser denne ligning mht. x og fér

x=19

Udregning med tabel.

15 Udregning med nspire.
l 14-15= 210
14| — 210

Udregning med tabel. Udregning med nspire.

s solve(266=14- x,x) » x=19

T

sa x er 19 nar y er 266 14| > 208
Udfyldt tabel :
x |12 | 15| 19
y | 168 | 210|266
16.3 Proportionale variable, graf )
Forskriften y = kx
eraftypen y =ax+b
hvor
a=k og b=0,
sa grafen er en ret linje der skearer y-aksen e
ved y=0.
1 E
X
1
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17. Omvendt proportionale variable

17.1 Omvendt proportionale variable, regler.

17.1a Om to variable x og y siger vi at

y er omvendt proportional med x

hvis

1
y=k-—

og k er det samme tal for alle veerdier af x .

17.1b Tallet £ kan udregnes ved hjelp af folgende formel

k=xy

hvor x og y skal vere sammenherende vardier af x og y

(dvs. (x,y) er et punkt pa grafen).

17.2 Omvendt proportionale variable, opgave.

Opgave

De to variable x og y er omvendt proportionale.

Hvad skal der sta pa de tomme pladser i tabellen?

Svar

Udregne k:

Da x og y er omvendt proportionale, er der et tal k& sa

(I y=k—

X

12

18

y

9

6

Vi kan bestemme k& med formlen

2 k=x-y

I opgaven er oplyst at nar x =12 er y=6.

Disse tal indsetter vi 1 formlen (2) ovenfor:

| opgaven stéar ikke at vi skal
udregne k. Vi skal selv vide at
vi skal udreane k farst.

Udregning med tabel. Udregning med nspire.

12-6=72

12— 72

Dette tal indsetter vi i formlen (1) ovenfor og fér ligningen for sammenhangen mellem

k=126
k=172
xogy:
1
3 y=72
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Udregne y:

For at finde y nar x er 18, satter vi x til 181
formlen (3) ovenfor:

y=72-L

18
Heraf farvi y=4 sa
yer 4 narxer 18
Udregne x:
For at finde x ndr y er 9, setter vi

y til 9 iformlen (3) ovenfor:

9-72.1
X

Vi leser denne ligning mht. x og
fir x=8 sa

xer 8 naryer9

Udfyldt tabel :

x| 8 1218

y| 9164

17.3 Omvendt proportionale variable, graf

Grafen ligger i 1. kvarant

Grafen kommer vilkérlig tet pd y-aksen,
men nar den aldrig.

Grafen kommer vilkérlig tet pa x-aksen,
men nar den aldrig.

4

Udregning med tabel.
Udregning med nspire.
4
1
T 72:=—=4
18
18| —> 72
Udregning med tabel.

Udregning med nspire.

8 1
T solve 9=72-— x| » x=8
X

9| — 72
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17.4 Opgave hvor variable fra virkeligheden er omvendt proportionale.

Opgave

P& en skeerm er et rektangel som vi kan @ndre ved at treekke med musen.
Hgjde og bredde er omvendt proportionale. Hojden er 2,5 nar bredden er 8 .
Hvad er hgjden nér bredden er 3,2 ?

Svar
Vi kalder hejden for / og bredden for b.

Udregne k:
Da & er omvendt proportional med b, findes et tal & sa
1

Vi kan bestemme & med formlen
k=b-h

Da h=2,5 ndr =8, ma
k=8-2,5
k=20

Dette tal indsatter vii (1):

1
2) h = 20-5
Udregne h:
Vi satter b=3,2 1 formlen (2) ovenfor:
1
= 20-
h 0 32

Heraf far vi h=6,25 sa
hojden er 6,25 nér breddener 3,2.
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