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34. Gaftelforskrift

34.1 Eksempel der viser hvordan man bruger en gaffelforskrift

Her er et eksempel pa en gaffelforskrift:

0,4x+0,9 for 1<x<3
()= )
-0,5x“+2,4x-1,5 for 3<x<5

Der er to linjer i denne forskrift.
Der kan godt veere mere end to linjer i en gaffelforskrift.

Vi vil udregne funktionsvaerdien af 2 .
Da x-vaerdien 2 opfylder betingelsen 1 <x <3,
skal vi bruge den everste linje i forskriften:

f(2) = 042+0,9 = 1,7.

Denne oplysning afsatter vi som et punkt i koordinatsystemet.

Det er den bla prik pa billedet til hojre.

Vi afsatter nogle flere punkter og forbinder dem.
Sa far vi grafen for /. Denne er vist pd billedet til hojre.

For at tegne grafen i Nspire skal vi bruge folgende skabelon:
aa

Hvis gaffelforskriften har mere end to linjer, sa skal vi i stedet

bruge folgende skabelon:
oo
oo
oo

]

34.3 Graf og gaffelforskrift i

34.2 Opgave med besvarelse

En funktion f er givet ved

f) = {%xz for x<0

x2 for 0<x

Gor rede for at punktet P(9, 80) ikke ligger
pa grafen for f.

grafen:

Besvarelse
Betingelsen for at P ligger pa grafen for f er
at funktionsverdien af 9 er 80.

Da x-veerdien 9 opfylder betingelsen 0 <x,
skal vi bruge den nederste linje i forskriften:

delprove 1

g(x)= {

Vi har udregnet seks stottepunkter for at tegne

xzfor 0<x<?2
x for 2<x<4

",

k4

A

W

1

Punktet (2,4) er tegnet som en cirkel. Det

betyder at punktet ikke horer med til grafen.

£ = 9> = 8l.
Da f(9) ikkeer 80, gaelder: P ligger ikke
pa grafen. punkt.

Venstre del af grafen skal tegnes hen til dette
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34.4 Opgave med besvarelse

Ved forseggets start er der 15 g vaeske 1 en beholder.

De nzaeste 20 minutter lgber der vaeske ned i beholderen med hastigheden 5 g pr. minut.

De naste 10 minutter lgber der ikke vaeske ned 1 beholderen.

I disse 10 minutter lober der vaeske ud af beholderen med hastigheden 4 g pr. minut.

Herefter er forsgget slut.

a) Bestem hvor mange gram veaske der er 1 beholderen nér forseget er slut.

b) Opstil en gaffelforskrift der beskriver mangden af veske i beholderen som funktion af tiden x
malt 1 minutter efter forsegets start.

c) Brug forskriften til at beregne tallet f(30), og beskriv hvad dette tal forteller om forseget.

Besvarelse

a) De forste 20 minutter lober der hvert minut 5 g vaeske ned 1 bekolderen.

Antal gram der leb ned i1 beholder de forste 20 minutter: 20-5= 100 .

I forvejen var der 15 g.

Antal gram 1 beholder efter forste 20 minutter: 15+ 100=115.

De nzaste 10 minutter lgber der hvert minut 4 g ud af beholderen. Herefter er forseget slut.
Antal gram der leber ud i de 10 minutter: 10-4 =40 .

Antal gram i beholder nér forseget er slut: 115 —40 = 75.

Nar forsoget er slut, er der 75g vaske 1 beholderen.

b) I de forste 20 minutter legges samme antal enheder til vegten hvert minut, sa det er en lineer
funktion y=ax+b. Da a erdet der leegges til y (vegten) ndr x (minutter) bliver 1 enhed
storre, sa ma a =>5.

Da b erdet y (vegten) er nér x (tid efter start) er 0, mad b= 15.
I de naeste 10 minutter leegges —4 til y nér x bliver 1 enhed storre, sa det er en linear funktion
y=—4x+b. Nar x=20, er y=115, sd vifar
115=-4.20+b
115+80="5
195=5
Den sogte forskrift er alts
5-x+15 for 0<x<20
f@)= }
—4-x+195 for 20<x<30
c) Vivil bruge denne forskrift til at udregne funktionsverdien af x-vardien 30.

Da 30 ligger i intervallet 20 <x <30, skal vi bruge nederste linje i forskriften:
f(B0)=-430+195=-120+195= 75

dvs. ndr forseget er slut, er der 75 g vaske 1 beholderen.
I spergsmaél a) kom vi til samme resultat.
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35. Forskydning af graf

35.1 Lodret forskydning af graf, oplag

f(x):%, l<x<3

Vi udregner funktionsvardien (y-koordinaten) for nogle
x-vardier:

fM=1=1 . f@)=3=05 . f(})=3=033.
Vi afsatter de tilsvarende punkter i koordinatsystemet og

forbinder dem sé vi far grafen for f.

Vi legger 0,8 til forskriften for /. Sa far vi forskriften for en ny funktion g :

g(x)=l+0,8 .
X

Vi udregner funktionsvardien (y-koordinaten) for nogle
x-verdier:

g)=1+08=18 , g@)=3+08=13 ,

2(3) :%+0,8=1,13 .
Vi afsatter de tilsvarende punkter i koordinatsystemet og
forbinder dem, sa vi far grafen for g.
Nér vi legger 0,8 til et punkts y-koordinat, sé far vi et punkt der

ligger 0,8 hejere oppe i koordinatsystemet.

Vi far g-grafen ved lodret forskydning af f-grafen .

35.2 Lodret forskydning af graf, regel

Nér vi leegger 5 til forskriften, sa forskydes grafen 5 enheder op.
Naér vi legger —4 til forskriften, s& forskydes grafen 4 enheder ned.

Osv.

—_

S
L\a x
1 »
1&
1 —
= S
— x
1 >
1
0.8 & —
1 08 e
.\0 X
1 >
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35.3 Vandret forskydning af graf, oplag y |

Pé billedet ses grafen for funktionen f.
En ny funktion g er fastlagt ved at g(x) =f(x—4).

LW

For g bestemmer vi funktionsveardien (y-koordinaten) af
x-verdien 5 :

g(5) = f(5-4) = f(1) = 3 hvor 3 er aflaest pad f-grafen. y f g\ﬁ

Denne oplysning afsatter vi som et punkt i koordinatsystemet.
Vi ser at dette punkt (5, g(5)) er forskudt 4 enheder mod hejre y
i forhold til punktet (1, f(1)). 3

Vi bestemmer ogsa g(6) :
g(6) = f(6—4) = f(2) = 4 hvor 4 er aflest pd f-grafen. y f|

Denne oplysning afsetter vi som et punkt i koordinatsystemet.

Vi ser at der ogsa for andre x-verdier vil vere tale om en / /
forskydning pa 4 enheder af et punkt pa f-grafen. 1

Det oplyses at f har forskriften
f(x)=4x—x2.
Vi bestemmer forskriften for g :

gx) = f(x-4) = 4(x—4) - (x4)*.

35.4 Vandret forskydning af graf, regel

Nar man 1 forskriften erstatter x med (x—4), sé forskydes grafen 4 enheder mod hojre.
Nér man i forskriften erstatter x med (x+6), sa forskydes grafen 6 enheder mod venstre.
Osv.

35.5 Opgave med besvarelse

Forskriften for funktionen f er

f@) = Jx
Grafen for funktionen g fremkommer ved at forskyde grafen for f stykket 3 nedad.
Grafen for funktionen # fremkommer ved at forskyde grafen for g stykket 9 mod hgjre.

Bestem en forskrift for /4 .

Besvarelsen star pd naste side!
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Besvarelse

f@ = x
Grafen for g fas ved at forskyde f-graf stykket 3 nedad.
Graf forskydes 3 nedad nar der trekkes 3 fra forskriften, sa

gx) = f(x)-3 = Jx-3.

Grafen for h fas ved at forskyde g-grafen stykket 9 mod hgjre.
Grafen forskydes 9 mod hejre nar x 1 forskriften erstattes med x—9 , sa

h(x) = gx-9) = x-9-3 .

35.6 Opgave med besvarelse

Ud fra en funktion f er funktionerne g og 4
bestemt ved

()
gx) =f(x)+3
hx)=f(x—T)+1. B
Pé figuren ses graferne for de tre funktioner A &
frgogh. /\ \
7 s

Gor for hver af de tre grafer 4, B og C rede / \
for hvilken funktion f, g eller 4 den er graf
for.
Besvarelse

gx) =f(x)+3
sa

g-forskrift fés ved at legge 3 til f-forskrift
sa

g-graf fas ved at forskyde f-graf tre enheder op.
Pé figur:

Ingen af graferne 4 og C kan fas ved at forskyde nogen af de andre grafer op
sa

B er g-graf . Vi kan ikke se at B er graf for g,

—_— men vi kan se at 4 ikke er graf
P4 figur: for g, ogat C ikke er graf for g.

B fas ikke ved at forskyde C op
sd Vi kan ikke se at 4 er graf for f,

A er f-graf . men vi kan se at C ikke er graf

for f.

Sa er der kun én mulighed tilbage for C:
C er h-graf .

Funktioner 3. del 102 2019 Karsten Juul



36. Sammensat funktion

36.1 Sammensat funktion, oplaeg

For en plante er hojden (cm) en funktion % af tiden (uger):

Tid: 0 1 2 3
Hgjde: 1 3 5 7

Prisen (kr.) for denne plante er en funktion g af hgjden (cm):

Hojde: 1 2 3 4 5 6
Pris: 10 40 90 160 250 360

Vi kan slutte:
Prisen (kr.) er en funktion f af tiden (uger).

Efter 2 uger er hojden i cm /(2) =5 (se tabel).
Nér hgjden er 5 cm, er prisen i kr. g(5) =250 (se tabel).

Efter 2 uger er prisen i kr. f(2) = g(h(2)) = g(5) =250

490

f eren sammensat funktion hvor den indre funktion er 4, ogden ydre funktioner g.

Det oplyses at forskrifterne for # og g er:
hx)=2-x+1 og gx)=10x7 .

Heraf kan vi finde forskriften for f.
[ @) =g(h(x)) = g(2-x+1) = 10-(2:x+1)* .

36.2 Sammensat funktion, definition en definition fortaeller betydningen af et ord

Hvis f, g og h er funktioner og
f(x) = g(h(x))

sd siger man at
f eren sammensat funktion med

g som den ydre funktion og
h som den indre funktion .
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36.3 Opgave med besvarelse

Pa figuren ses grafen for funktionen f.
Funktionen g er bestemt ved g(x)=3x-7. 571

Bestem g(f(11)).

Iitiyéi iiilioi iii1|5;|

Besvarelse

Som vist pé figuren afleser viat f(11)=4.
Da g(x) = 3x-7

er g(4) =34-7=12-7=15.
Altsder g(f(11))=g(4)= 5 .

36.4 Eksempel pa sammensat funktion

Hvis /& er den sammensatte funktion hvor

ydre funktion er g(x) = x>

indre funktion er f(x)=2x+3
sd er
h(x) = g(f(x)) = g(2x+3) = (2x+3)*.

36.5 Eksempel pa sammensat funktion

Hvis /& er den sammensatte funktion hvor

ydre funktion er g(x) = 1
X

indre funktion er f(x)=8 —x
s er
1
h(x) = g(f(x)) = g(8—x) = Py

36.6 Er funktionen sammensat

Er funktionen f(x)=(2x —1)-In(x) sammensat af g(x)=2x—-1 og A(x)=In(x) ?
Vi undersoger:

gh(x)) = g(In(x)) = 2 In(x)—1 er IKKE f(x).

h(g(x)) = h(2x—1) = In(2x—1) er IKKE f(x).

f er altsd ikke sammensat af g og /.
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37. Forskrift med sin (eller cos)

Eksemplerne er med sin, men opgaver med cos kan lgses pa samme made.

37.1 Eksempler pa hvordan opgaver med sin kan loses

En funktion f er givet ved

a)
b)

b)

f(x)=20-sin(0,5-x), 0<x<6.
Bestem f(4).
Bestem tal x sd f(x)=14.
Tegn grafen for f.
Lav et matematikfelt (ctrl/cmd m).
Hojreklik pa matematikfeltet, veelg Attributter, Vinkel, Radian, OK.

Tast 1 matematikfeltet 20-sin(0,5-4) og tryk pé ctrl/cmd Enter.
Skriv foran matematikfeltet 7 (4) = .

f(4) = 20-sin(0.5-4) = 18.1859 ~ 18
Lav et matematikfelt (ctrl/cmd m).
Hojreklik pa matematikfeltet, veelg Attributter, Vinkel, Radian, OK.
Tast 1 matematikfeltet solve(14=20-sin(0.5-x),x)|0<x<6 og tryk pé ctrl/cmd Enter.

Der ma aldrig tilfgjes noget eller @ndres i en solve-kommando.
Skriv forklaring til solve-kommandoen .

Nspire leser ligningen 14=2G-Sin(ﬂ.5-.r) mht. x for 0=x=6 :
solve14=20- sin(0.5- 1),x)|0<r<6 » x=1.55079 or x=4.73239
Lesningen til ligningen f(x)= 14 er tallene

1.55079 = 1,6 og 4.73239 = 4,7 .

Start et graf-vindue, og veelg i1 veerktejsmenuen I[ndstillinger, Indstillinger, Vinkel 1 grafer,

Radian, OK.
Velg i vaerktejsmenuen Grafindtastning, Funktion . Iindtastningslinjen skal sta
f(x)=20-sin(0.5-x)|0<x< 6 .

Velg i vaerktejsmenuen Vindue/Zoom, Indstillinger for vindue, og
veelg intervallet fra Xmin til Xmax lidt sterre end definitionsmengden 0<x<6 , og
prov dig frem med Ymin og Ymax sé hele grafen kommer med uden at blive lille.

y o f{x)={20-sin(0.5- 1), 0<x<6

~

| NN
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37.2 Eksempel pa hvordan opgave kan leses ved hjxlp af graf

Funktionen f er givet ved
f(x)=7+4,5:sin(0,25x+1), 0<x<25
hvor f(x) er dybden (cm) x minutter efter start.
a) Bestem den laveste dybde.
b) Bestem hvor lang tid der gar mellem de to tidspunkter hvor dybden er 8 cm.

Besvarelse

-
- .

y Dybde icm Vi velger Undersog grafer,
1 Minimum og klikker pa begge
sideraf det laveste punkt pa grafen.

Den laveste dybde er 2,5 cm.

V1 afs=tteret et punkt pa grafen 1
n=zrheden af hvert af de to steder

hvor v er 8, og @ndrer deres
27 (14.8496,2.5) y—koordinatertil 8.

: , : , . X1 Forskellenpa deres x—koordinater
5 Minutter efter start | or

22.0291-7.67 = 14.3591
F(x)=7+4.55in(0.25 x + 1), 0=x=25 . _
_ _ Der er 14 minutter imellem de to
hvor f(x) er dybden icm x minutter tidspunkter hvor dybden er 8 cm.
efter start.
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38.1 Polynomiums grad

38. Polynomium

Et forstegradspolynomium er en funktion af typen f(x)=ax+b hvor a=#0 .

Et andengradspolynomium er en funktion af typen f(x)=ax?> +bx+c hvor a=#0 .

Et tredjegradspolynomium er en funktion af typen  f(x)=ax> +bx? +cx+d hvor a#0 .

Osv.
y
1
1. grad
1 _
1 /
3. grad
y
N
\\._..
1 x
1
4. grad

38.2 Antal nulpunkter, oplseg

4. grad

y
1
1
2. grad
y |
) \\ ,
.
1
4. grad
y
1
1
4. grad
y
1 \'\
1/

De tre grafer er grafer for tredjegradspolynomier.

Pé grafen for f ser vi at der er et tal lidt mindre end 2 som har funktionsvardien 0, og at
der ikke er andre nulpunkter end dette.

Forskriften for g er fremkommet ved at trackke et positivt tal fra forskriften for f.
Viser at g har to nulpunkter.

Forskriften for 4 er fremkommet ved at trackke et positivt tal fra forskriften for g .
Viser at /& har tre nulpunkter.

Funktioner 3. del

107

2019 Karsten Juul



38.3 Nulpunkter og redder

Hvis vii f(x)=ax? +bx +c satter

a=—%, b=3o0og c=-5,farvi

h
4

andengradspolynomiet /
1,2 I ! '
X)=—-x"+3x-5
fx)=-1 // )
Til hejre har vi tegnet grafen for dette / 1 ! \

andengradspolynomium.
P& grafen ser vi at hvis vi setter 4 ind for x 1 forskriften og regner ud, s far vi y-verdien 3.
P& grafen ser vi ogsa at hvis vi setter 10 ind for x og regner y-verdien ud, sé far vi 0.

Et tal kaldes et nulpunkt for " hvis vi fir 0 nar vi indsetter tallet for x i forskriften og regner
ud. Et nulpunkt kaldes ogsé en rod. At finde redderne er det samme som at lgse ligningen

f(x)=0.

Pé grafen ser vi at redderne er 2 og 10. Hvis vi lgser ligningen — %xz +3x-5=0, sé far vi

altsa lesningerne 2 og 10.

38.4 Opgave med besvarelse

Vis at 10 er rod 1 polynomiet f(x) = —%x2 +3x-5.

Besvarelse

Vi indsatter 10 for x i polynomiet f (x):—%x2+3x—5 :
f(10) = =110 +3:10-5 = =1.100+30-5 = -25+25 = 0

Da resultatet er 0, er 10 rod i polynomiet.

38.5 Regel om antal redder (= antal fellespunkter med x-akse = antal losninger)

Et polynomium af grad » kan hejst have n radder.

Eksempel
Et tredjegradspolynomium kan ikke have mere end 3 rodder.

Grafen for et tredjegradspolynomium kan hejst have 3 punkter felles med x-aksen.

En tredjegradsligning kan hejst have 3 lgsninger.
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39. Parabel

39.01 Andengradspolynomium

.................................. sa bliver det ikke et andengrads-
gpolynomium da x* forsvinder.

Grafen for et andengradspolynomium kaldes en parabel.

39.02 Hyvilke tal er a. b og c lig?

Visatter a=1 b=-2 ¢=0

i f(x) = ax’+bx+c
ogfar  f(x) = 1 4+ (-2)x+0 I dette og andre andengrads-
. 2 4 e ‘polynomier skal vi kunne se hvad
sa S) = x"=-2x < ‘a, b og c er, for at kunne
er et andengradspolynomium. §indsaette i formler med a, b og c.

I f()=-3x2+x+1 era=-3, b=1o0g c=1.
If(x)=x2—x+7 era=1, b=-1o0g c=7.
I f(x)=3x>—4 era=3, b=0 og c=—4.

39.03 Toppunkt

Til hejre er vist graferne for to andengradspolynomier f og g.

Det gverste punkt pad f-grafen kaldes parablens toppunkt. 7
Vi ser at toppunktet har koordinatsattet (7, 5). 5 i -
TN
/ N
/ \
1 / \
L / \ X
1 7 \
L1/ l \
Det nederste punkt p4 g-grafen kaldes parablens toppunkt ) \ il
(selv om det ikke er det overste punkt). - g
Vi ser at toppunktet har koordinatsattet (6, 3). . N /
1
- X
>
6
|
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39.04 y = a-(x—h)*+ k, oplaes

39.04a Symmetri A
Billedet viser grafen for X Y x2
Grafpunkterne med x lig —2 og 2 har samme y da 4

(-2>=4 og 2°=4
sa de to punkter (rode) ligger symmetrisk om y-aksen.

For ethvert tal & galder (—k)2 =k, , .
sa grafen er symmetrisk om y-aksen. -2 2

v

39.04b Gange y-koordinater med tal
For hvert punkt pa grafen for x? ganger vi y-koordinaten med 3 og far dermed et nyt punkt.
Disse punkter er graf for funktionen y=3x? (venstre figur nedenfor).
Grafen er smallere end grafen for y=x>. A

Det maé altid geelde nér tallet vi ganger med er over 1. y

Hyvis tallet er mellem 0 og 1, s& ma grafen blive bredere.
P& figuren nedenfor 1 midten har vi ganget med 0,5 .

Hyvis tallet er negativt, vil grenene pege nedad (hejre figur). X
A A
32| Y 2 y
e
0,5x= x2
....2.
- ..1_
: : .X_ : ){-
-1 1 -2 g

39.04c Forskyde graf for a-x*

[ forskriften 3-x? erstatter vi x med x—4 og far 3-(x —4)*.
Ifolge 35.4 vil dette rykke grafen 4 enheder mod hejre.
Se venstre figur nedenfor.

I forskriften 3-(x —4)* leegger vi 2 til og far 3-(x—4)*> +2.

Ifelge 35.2 vil dette rykke grafen 2 enheder op.
Se hgjre figur nedenfor.
[ |
%3"_"}} / \\ /[3/T(F4)‘2¥2—

%ixzy [ |
[ /

(x-4)

[89)
g
—
T
1N
N—’
9]

[y

\
o<

L W=
[
LW

]
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39.05 vy = a-(x — h)?+ k, regel

39.05a Forskydning
Naér grafen for funktionen
flx)= ax’

forskydes 4 enheder mod hejre og k& enheder op,
sa fas grafen for

g(x) = a(x—h? +k.

(Hvis h=-7, sa forskydes 7 enheder mod venstre.
Hvis k=-5, sa forskydes 5 enheder ned).

39.05b Toppunkt
Grafen for

g(x) = a(x—h)?+k.
er en parabel med toppunkt 7'(%,k) .

39.06 y = a-(x — h)2 + k, opgave med besvarelse

!

PR

En af graferne pa figuren er graf for andengradspolynomiet

fx)=0,5-(x+1)>-2.
Gor rede for hvilken af parablerne 4, B og C der er graf for f.
Besvarelse
Forskriften
f(x)=0,5-(x+1)>*-2
er af typen
g(x) = a(x—h?+k medh=-1o0gk=-2.

V1 kan ikke se at B er graf for f,
Toppunktet er derfor ‘men vi kan se at 4 ikke er graf
T=(h,k)=(-1,-2). for f, ogat C ikke er graf for f.

C's toppunkt ligger til hgjre for y-aksen og har derfor positiv x-koordinat,
sa C er ikke graf for f.

A's toppunkt ligger over x-aksen og har derfor positiv y-koordinat,
sd A er ikke graf for /.

Da en af graferne er graf for /', gelder: B er graf for f .
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39.07 Beregne toppunkt

39.07a Formel for toppunkts x-koordinat

Grafen for et andengradspolynomium

¥y Ay /!
f(x) = ax? +bx+c , az0 \f
™, /"
er en parabel. \\\_‘ - f_,,,-/
Grafens toppunkt har x-koordinaten x
s 7
T T 24
39.07b Bevis for formlen for toppunkts x-koordinat
Nér
f(x) = ax*+bx+c ,
er
f'(x) = a-2x+b+0 = 2ax+b
Lad x veare toppunktets x-koordinat.
Sé er tangenthaeldningen f'(x) lig 0:
f'(x)=0
2ax+b=0
2ax =-b
2ax = b da a#0.
2a  2a
-b . .
x= by Dette er formlen vi ville bevise.
a
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39.07¢ Udregn toppunkt

Vi udregner toppunktet for grafen for funktionen
f(x) = x> +6x+14
Vi ser at forskriften er af typen

f(x) = ax? +bx+c

med
a=1 b=6 =14

Toppunktets x-koordinat er

_ b _ 6 _ 4
2 21

Xp

Toppunktet ligger pa grafen og har x-koordinaten —3, s& y-koordinaten er

yr = f(=3)
= (-3)%+6-(=3)+14
= 9 -18 +14
= 5
Toppunktet er
T =(3,5).

39.07d Tegn uden hjzlpemidler graf for f(x)=x>-2x-1
Metode:

1) Udregn x-koordinat til toppunkt med metoden fra forste del af 39.07¢ xr=1

2) Itabel til stottepunkter:
Velg tal pa begge sider af toppunkts x-koordinat.

X: -1 0 1 2 3
b2
3) Udregn y-koordinaterne ved at satte x koordinaten ind i

forskriften x>-2x—1 og regne ud.

4) Tegn afrundet graf gennem stottepunkter.
Serg for at grafen IKKE er spids i toppunktet.

[y

S~

v“‘
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39.08 Diskriminant

39.08a Diskriminant, definition

Diskriminanten for et andengradspolynomium

f(x) = ax® +bx+c , a#0
er tallet
d = b*—4ac

39.08b Diskriminant, eksempel pa udregning
Forskriften

f(x) = 3x*—x+5
er pa formen

f(x):ax2+bx+c med a=3 b=-1

sd
d = b*—4ac
= (-)*-4-35
=1-60 = 59

39.08¢ Diskriminant, eksempel pa udregning

Forskriften
f(x) = x?+2x-3
er pa formen

f(x)=ax2+bx+c med a=1 b=2

sa
d = b>—4ac
= 22-4.1.(=3)
= 4-4.(-3)
= 4-(-12)
=4 +12=16
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39.09 Betydning af a, b, ¢ og d for grafen.

f(x) = ax? +bx+c a#0

d er diskriminanten

a: apositiv: grene vender op y
a negativ: grene vender ned 1|‘

parablen er bredere nar a er taettere pa nul

b : b er heldningskoefficient for tangent til
graf i skaeringspunkt med y-akse

b positiv: graf gar op mod hejre 1 skaering med y-akse
b nul: grafs toppunkt er pé y-akse

b negativ: graf gir ned mod hgjre i skaering med y-akse

X
[ er tangent til f~grafen i dennes skeringspunkt
med y-aksen. b er lig /'s haldningskoefficient.

¢ :  Graf skerer y-akse 1 punktet (0, c) y 0
c<
c positiv:  graf skerer y-akse over x-akse

¢ nul: graf gér gennem punktet (0, 0) ¢>0

¢ negativ: graf skarer y-akse under x-akse

d nul: graf har ét punkt pa x-akse

y
d: dpositiv: graf har to punkter pd x-akse I \\ / v
d negativ: graf har ingen punkter pa x-akse i

39.10_Bevis for reglen for betydningen af b

Nér f(x) = ax*+bx+e ,
er f'(x) = a-2x+b+0 = 2ax+b

Grafens skaeringspunkt med y-aksen har x-koordinat 0,
sa 1 dette punkt er tangentheldningen lig

£1(0) = 2a0+b = 0+b = b

hvilket skulle bevises.
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40. Nulpunkter

40.1 Nulpunkt, definition

At Et nulpunkt kan bade vere et tal og et
et tal er nulpunkt for en funktion punkt. For funktionen 1 40.2 gelder:
betyder at 0 og 1,5 er nulpunkter.
nar vi indsetter tallet for x i1 forskriften og regner ud, (0,0) og (1,5, 0) er nulpunkter.
sa far vi nul.

40.2 Nulpunkt, lesning, grafpunkt 4
At

1,5 er nulpunkt for f(x)= 2x? —3x
betyder at

2.15%-315 = 0

Dette er det samme som at

L,5 er losning til ligningen 2x2-3x = 0

og det samme som at

grafpunktet med x-koordinat 1,5 ligger pa x-aksen.

0 og 1,5 er nulpunkter for f
40.3 Antal nulpunkter eller losninger, regel

f(x) = ax? +bx+c a#0
d er diskriminanten
Der gaelder at antallet af nulpunkter for andengradspolynomiet ax’ +bx+c
dvs. antallet af lgsninger til andengradsligningen ax’ +bx+c = 0
er 2 hvis d>0
1 hvis d=0
0 hvis d<0

40.4 Antal nulpunkter eller losninger, eksempel

Vi vil bestemme tallet £ s& andengradsligningen
kx* —2x+3 = 0
har netop én losning.
Ligningen er pa formen ax? +bx+c = 0 med a=k, b=-2, c=3,
s& diskriminanten er d = b’~4ac = (-2)-4k3 = 4-12k

Vi vil finde ud af hvornér der er én losning, dvs. vi vil finde ud af hvornér d er 0:
4—12k = 0 erensbetydende medat k=3

Ligningen kx*-2x+3 =0  har netop ¢én lesning nar k =

Funktionen kx? —2x+3 har netop étnulpunktndr k=

Funktioner 3. del 116 2019 Karsten Juul



40.5 Lese andengradsliening, regel

En andengradsligning
ax*> +bx+c = 0 , a#0

kan vi lgse sddan:

Forst udregner vi diskriminanten:
d = b*—4ac

Sa bruger vi felgende regel:

Hvis d <0 har ligningen ingen lgsninger.

Hvis d =0 har ligningen lgsningen ;—2
—h—~d —b++d
2a °8

Hvis d >0 har ligningen lgsningerne 22

Bemarkning

_p*
Bade nér d =0 og d >0 er lgsningerne bz_—a\/E

40.6 Leose andengradsliecning, eksempel

Ligningen
3% —2x-1=0
er af typen
ax*+bx+c =0 med a=3, b=-2 og c=-1

Diskriminanten er

d = b’—4ac = (-2)°-43(-1) = 16
Da d >0 har ligningen lgsningerne

b-Jd _ -(2-416 _ 2-4

2a 2.3 6 3

bid  —(D+16 244
2a 2.3 6

Konklusion:

Ligningen 3x2-2x-1 =0 har losningerne —% og 1
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41. Faktorisere

41.1 Faktorisere andengradspolynomium, regel

Hvis andengradspolynomiet
f(x) = ax? +bx+c , a#0

har nulpunkterne (rodderne) x; og x, , er

J(x) = alx=x)(x—xp) < formlen for at faktorisere et andengradspolynomium

Nar vi skriver andengradspolynomiet sadan, sa har vi faktoriseret andengradspolynomiet.

Tal der ganges, kaldes faktorer .
Her er der tre faktorer, nemlig a , x—x; og x—x, .

41.2 Faktorisere andengradspolynomium, eksempler

41.2a Eksempel 1

Vi vil faktorisere andengradspolynomiet f(x)= 2x% +5x -3

Vi bruger formlen for at lase andengradsligninger og far at

2% +5x-3=0 har lgsningerne (redderne) % og -3

Vi bruger formlen for at faktorisere et andengradspolynomium og far at

f(x)=2(x—%) (x—(=3))

F(X)=2x=1)(x43) <o Vi ganger 2 ind i parentesen for at undgé
brek. Ellers havde vi ikke ganget ind.

41.2b Eksempel 2

I g(x)=x2+4x+4 er a=1 ogrodderne er begge —2 , sa faktoriseringen er

gx) = I-(x=(2)-(x=(-2)) = (x+2)-(x+2) = (x+2)2 .

41.3 Nulpunkter (redder) for f(x)=a-(x—p)(x—¢q)., regel

En funktion af typen f(x) = a:(x —x1)-(x —x2) har nulpunkterne (redderne) x1 og x2.

41.4 Nulpunkter (redder) for f(x) =a-(x —p)-(x —¢q) . eksempler
41.4a Eksempel 1

Forskriften fx)=8x—-4)(x+7)

kan omskrives til  f(x) = 8-(x —4)-(x — (-7))

sa ifolge 41.3 er nulpunkterne (redderne) 4 og —7 .

Flere eksempler pa neeste side!
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41.4b Eksempel 2

Forskriften F(x)=-2-(x +4)?
kan omskrives til  f(x) =-2-(x +4)- (x +4)
og til S ) ==2-(x = (-4)-(x = (-4)

sa ifelge 41.3 er der ét nulpunkt (én rod), nemlig —4 .

41.4c Eksempel 3

Forskriften f(x)=x>—6x
kan omskrives til ~ f(x) = x-(x — 6)
og til f(x)=(x—-0)(x—6)

sd ifolge 41.3 er nulpunkterne (redderne) 0 og 6.

41.5 Find a, b og ¢ for a-(x—p)(x—¢q)

Vi vil finde konstanterne a, b og ¢ nar
4-(x=2)-(x+5)
skrives pd formen
ax*+bx+c.
Vi omskriver:
4-(x-2)-(xt+5) =
(4x—8)-(x+5) =
4x? +20x — 8x —40 =

4x* + 12x — 40
Dwvs.
a=4, b=12 og c=-40 .
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42. Ligninger af typen x*=r

42.1 Ligninger af typen x*=r, oplag

Nir x=3 er x> = xx =33 =09
Nar x=-3 er x% = xx = (=3)(-3) = 9

x2 =9 netopndr x=-3 eller x=3

42.2 Ligninger af typen x’=r, regel

Nér n ernegativ: x*=n har ingen lesninger da et tal ganget med sig selv ikke kan give
noget negativt (+-+=+, 0-0=0, — —=+),
x*=0 har losningen x=0 .

Nar p er positiv: x*=p har to lesninger: x=—/p eller x= \/; da kvadratroden

af p er det tal som ganget med sig selv giver p .

42.3 Ligninger af typen x”=r, eksempler

42.3a Eksempel 1

Vi vil lose ligningen (x+2)* = 9

Af regel 42.2 fér vi x+2 = =9 eller x+2 =49
x+2 =3 eller x+2 =3

dvs. x=-5 eller x=1

42.3b Eksempel 1

3.(x-1?-12 = 0 Ligningen der skal lases
3.(x—1)? = 12 Der er lagt 12 til begge sider
(x-1)? = 4 Begge sider er divideret med 3
x—1=-+/4 eller x-1=+/4 Ifolge regel 42.2

x—1=-2 eller x-1=2 Kvadratroden af 4 er 2

x=—1 eller x=3 Der er lagt 1 til begge sider
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43. Bestem forskrift for
andengradspolynomium

Opgave
Billedet viser et vindue indtegnet i et koordinatsystem.

Den krumme del af vinduets kant har form som en del af
grafen for et andengradspolynomium f£(x) .

Vinduets hgjde er 128 cm.
For neden er vinduets bredde 160 cm.

w3

Bestem forskriften for f.

Losning:
Forst finder vi koordinatset til tre punkter pd parablen: Pl
For P gelder:
x=0 da P ligger pa y-aksen
y=128  davinduets hojde er 128
X
For Q og R gelder: R 0
y=0 da O og R ligger pa x-aksen
x=+80 da % =80

Afstand mellem Q og R er 160 og de ligger lige langt fra y-aksen

Vi ved nu at pa grafen ligger punkterne (0, 128), (-80, 0) og (80, 0) .
Det er oplyst at forskriften er et andengradspolynomium 7 (x) = a-x? + bx + ¢ .
Nér vi indsatter et grafpunkts x-koordinat i forskriften og regner ud, sé far vi punktets y-koordinat.

Nspire loser ligningssystemet
128 = a-02+b-0 + ¢
0= a-(—80)% +b-(—80) + ¢
0=a-80% +H-80 + ¢

ogfir a=-0.02, b=0 og c=128:

solve[_128=a- 02+b- O+c and 0=a" {'80}2+b- -80+¢ and 0=a 802+b- 80+cjajbjc]
» q=-0.02 and b=0. and ¢=128.

Forskriften for f er f(x)=-0, 02x> +128 .

Funktioner 3. del 121 2019 Karsten Juul



44. Andengrads-regression

Vi har mélt leengde og bredde af nogle blade fra en busk:
Bredde (cm): 2,1 2.8 4.2 5,4 5,9
Langde (cm): 2,7 3,5 5,6 9,0 11,2
I en model beskrives sammenhangen mellem leengde og bredde ved
f(x)=ax’>+bx+c.

hvor f(x) er lengden og x er bredden.

Vi taster bredderne 1 x-sgjlen og leengderne 1 y-sojlen,
og vealger regression/andengrads.
Vi far

F(x)=048x—1,7x +4,3 .

® (A bredde |Blaengde [

¥ =048 x2+-1.7 x+43

T T T T T T
30 35 40 45 50 55 6.0
bredde

T T
20 25
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45. Bevis for reglen for losning af
andengradsligninger.

En hjzlpeformel

Forst finder vi frem til en ligning (1) som vi skal bruge i beviset (for reglen for losning af
andengradsligning).

2

Qax+b)?> = 2ax)* +b>+2-2ax-b ifolge formlen (u+ v)2 =u? +v? + 2uy

(1) (ax+b)* = 4a’x* +b* + dabx Her har vi omskrevet hgjre side.

Vi omskriver andengradsligningen:

.. Det er denne ligning vi skal lese.
Iligningen

Q) ax’+bx+c =0, a#0
ganger vi begge sider med 4 a :

4a-(ax2 +bx+c) = 4a-0
Vi ganger ind i parentesen:
4a%x* + 4abx +4ac = 0
Vi legger diskriminanten d = b>—4ac til begge sider:

4a2x2+4abx+4ac + b2—4ac = 0 + b2—4ac

Vi reducerer:
4a%x* + 4abx +b* = d
Af hjelpeformlen (1) far vi
3) Qax+b)*> = d

Denne ligning (3) har samme losninger som den oprindelige (2) .

Vi bruger nu de tre dele af 42.2:

Hvis d <0 :
Qax+b)?> = d
Har ingen losninger da et tal i anden ikke kan give noget negativt.

Hvis d=10:
Qax+b)> = 0
2ax+b = 0 da O er eneste tal som ganget med sig selv giver 0.
2ax = —b der er trukket b fra begge sider.
-b

x = o Begge sider er divideret med 2a hvilket er tilladt da a =0 .
a
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Hvis d>0 :
Qax+b)?> = d
2ax+b = +/d
2ax = —b+/d

_ -bxd

2a

X

Hermed har vi bevist reglen 40.5 om lesning af andengradsligning.

Da w?=p har lesningerne +,/p nér p>0.
Der er trukket b fra begge sider.

Begge sider er divideret med 2a hvilket er tilladt da a #0 .
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46. Bevis for formelen for faktorisering af andengradspolynomium

f(x) = ax’+bx+c, a>0 er et andengradspolynomium.
Antag at h og k er nulpunkter (evt. ens) for f.
Vi skal vise at

D fx)=aG-h)(xk)

—b—+d —b+-d
2a

Nulpunkterne er og 2

Vi kan antage at 4 er den forste, og & er den anden.

Vi starter med at udregne de to tal 4+k og h-k da det viser sig at vi far brug for dem i beviset for (1).

~b—d , -b++ld

h+k =
2a 2a
- —2b To breker med samme navner legger man sammen ved at beholde nevneren
2a og legge tellerne sammen. De to kvadratredder gér ud mod hinanden.
-5

Vi har forkortet breken med 2.
a

wi - —b=vd -b+dd

2a 2a
b 2 ( [ d )2 Man ganger to breker ved at gange teller med teller og nevner med naevner.
— (=b)" - : ; = y2y2
IS, E— For at gange de to taellere har vi brugt kvadratsatningen (u—v)-(utv) = u*—v
(2a) med u=-b og v=vd .

»2—d

= > Vi har reduceret.
4a

b>— (b? - 4ac)

= Da d=b>4ac .
4a

4ac _
= — Vi har reduceret.

4a

c
= — Vi har forkortet med 4a .

a

Vi beviser nu formlen (1) der star ovenfor:

a-(x—h)-(x—k)

a-(xx —x-k—hx+ hk)
= a-(x* — (h+k)x + h-k)
= ax* —a-(h+k)x + a-h-k

—b c
=ax-a—>x+a-—
a a

= a-x*tbxtc

S (x)

Hermed har vi vist (1) .
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47. Funktionerne sinus og cosinus

47.1 Funktioner med sin og/eller cos i forskrift

Her er et eksempel pa en funktion hvor forskriften indeholder sinus:  f(x) =5sin(2x)+3 .

Nér sin og cos er i en forskrift for en funktion:
Hvert matematikfelt hvor funktionen bruges, skal indstilles til radianer.
Hvert grafvindue hvor funktionen bruges, skal indstilles til at bruge radianer i grafer (ikke i geometri).

47.2 Grafer for sin og cos

INEEPZaNEEN% NEl /\ /\
N N \\_/Zn,,\_An

y

.cos(x)
\_/ .—2.11.\_/A \\/ 271: \/ 4n \_/

F1nd pa begge grafer grafstykket hvor 0<x<2m.

Forskyd dette grafstykke 27 mod hgjre. Sa far du den naeste del af grafen.
Enhver del af grafen kan du fa frem ved et antal gange at forskyde dette grafstykke 2t mod hejre eller
venstre.

For begge grafer gaelder: y-koordinaterne til grafpunkterne er tallene i intervallet —1< y <1 .

47.3 Egenskaber ved sin og cos

For alle tal x geelder:
—1<sin(x) <1 og —1<cos(x)<1

sin(x + 27) = sin(x) og cos(x +2m) = cos(x)

47.4 Funktioner af typerne f(x)=a-sin(b-x+c¢)+d og f(x)=a-cos(b-x + ¢) +d

har en belgeformet graf som gentager sig selv. Afstanden mellem to belgetoppe kaldes perioden.

periode = % storsteveerdi = d + a mindsteveerdi =d — a

Opgave: Bestem periode, storsteverdi og mindstevaerdi for funktionen f(x) = 3-sin(0,5x—4,2)+6 .
Svar: Forskrift for fer pa formen a-sin(b-x +c)+d med a=3, b=0,5, c=4,2,d=6, sa

Il
[[ISS)

periode =2b—“ = 2T 125664 ~12,5 , storsteveerdi=d+a=6+3=9 , mindstevardi=d—a =63

b

47.5 Hyvis der bade er cos og sin i forskrift

s& brug Nspires fMax og fMin til at finde stersteverdi og mindstevardi.
Opgave: Bestem storsteverdi for funktionen f(x) = sin(3x)+2cos(x), 1 <x<9.
Svar: f(x) = sin(_’r _1')+2- cos(_r) , 1=<x<9
Nspire bestemmer x 1 intervallet 1<v<9 si 51n(3 1)—1—‘7 cos( ) er storst mulig og far v = 6.71296 :
fMax(sm( )+'7 cos( ) )|1£1£9 * 1=6.71296
£(6.71296) = sin(3 6.71296)+2- cos(6.71296) = 2.77877 ~ 2,78
Stersteveerdi for f(x) er 2,78
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48. Lineger regression

48.1 Residualer

For fem figurer er mélt bredde og leengde:

1 Vv Laengde 4
Bredde (cm): 2 3 4 5 6 /
Langde (cm): 36 38 47 57 58 T d *
o
Sammenh@ngen mellem lemgde og bredde beskrives //f,:____._ - +32
med modellen y
hvor f(x) er l&nden nar bredden er x . 18 7)=43
o/
Pa figuren er vist de malte tal (gronne punkter) og / g
modellen (bl graf). //
/
Pa figuren ses at nar bredde =3 er d
e

malt leengde = 38 o

models leengde = 40,9
Fra mélt lengde traekker vi models leengde:

38-40,9=-29
Tallet —2,9 kaldes en residual og viser det malte ¥
tals afvigelse fra modellen.

1 3 Bredde

48.2 Valg af model

Vi skal valge modellen séddan at residualerne bliver sma.
Pa den nederste figur er de fem residualer vist med rodt
For at fa et mal for hvor godt modellen passer, gor vi sadan:

Hver residual opleftes til anden,
og resultaterne lagges sammen:

1,42+ (=2,9)* + (=0,2)> + 3,5 +(-1.8)> = 25,9

Kvadratsummen 25,9 er det samlede areal af de
gule kvadrater.

Nér vi laver linear regression, valger computeren
den lineare funktion som giver den laveste
kvadratsum.

Metoden kaldes mindste kvadraters metode .
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48.3 Residualspredning

48.3a Residualspredning, definition

Lad n betegne antal x-verdier i tabellen.
Der er n residualer: 71, 72, ..., ¥n.

Residualspredningen er tallet

2 2

o \/rl2+r2 +eotr,
n-2

48.3b Residualspredning, eksempel
For eksemplet 1 48.2 er residualspredningen
25,9

S =

=2,93825~=29.

Dette tal er lille i forhold til tabellens y-verdier.

Hvis dette ikke var tilfaeldet, ville det tyde pa at modellen ikke var s anvendelig.

48.3¢ Residualspredning, Nspire

Normalt lader vi Nspire udregne s .

Metode 1

Naér x-sojle og y-sgjle er tastet, vaelger vi i
vaerktejsmenuen:

Statistik / Statistiske tests / Lineaer regressions t-test .

Viserat s =2,93825.
Det er samme resultat som det vi fik ovenfor.

Metode 2
bredde:={2,3,4,5,6} » §2,3,4,5,6 }
lengde =1 36,38,47,57,58 } + {36,38,47,57,58 }
LinRegtIntervals bredde leengde » Udfort
stat.s » 2.93825

48.4 Opgave med besvarelse

A bredde |E lzengde |© D

=LinRegtT
2 36 | Titel Linezer r...
3 38|Alternati... B & p # ...

4 47 RegEgh |a+b*x
5 571t 6.78034
6 58|PVal 0.006557
df 3.
a 22.
b 6.3
s 2.93825
SESlope...[0.929157
r 0.938742

Tabellen viser udviklingen i antallet af ansatte de forste fem ar.

Ar efter start: 0 1 2
Antal: 16 29 39

I en model kan udviklingen 1 antallet af ansatte beskrives ved

f(H=at+b

hvor f(¢) betegner antallet af ansatte ¢ ar efter firmaets start.

Bestem a og b ved regression, og brug residualplottet og residualspredningen til at vurdere

modellens anvendelighed til at beskrive udviklingen.

Besvarelsen star pa neeste side!
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Besvarelse

f(f)=a-t+ b erantal ansatte ¢ ar efter firmaets start.

I x-s@jlen ar taster vi ar efter start, og i y-se@jlen antal taster vi antal ansatte.

Nspire laver lineaer regression og far a = 11,7714 og b=16,2381.

Nspire udregner residualspredning og far s =0,777664 .

Det ser ud til at modellen er anvendelig da:

- Residualplottet viser ikke en systematisk afvigelse mellem faktiske tal og modellens tal.
- Residualspredningen er lille i forhold til y-tallene (antal ansatte) da de er 16 og sterre.

=LinRegt
16|Titel Linezerr...
29|Alterna..|B & p * ...
39|RegEq... |a+b*x

STt 63.3222 //y= 11.7714 x+16.2381

64 PVal 3.72568...

A WN =IO

75|df 4.
a 16.2381
b 11.7714 o
s 0.777664 e
SESlop..| 0.185897
r2 0.999003 = * °
2 e
L ]
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