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Procent

1. Procenter pa en ny made.

la. T er 34% af 600 Du plejer nok at udregne 34 % ved at dividere
T = 34% af 600 med 100 og gange med 34.
34 I nogle opgavetyper dur denne metode ikke.
= 600 - 0,34 < da 34% = — = 0,34 . L
100 Du er nedt til at veenne dig til at gange med
= 204 0,34 for at udregne 34 %.
1b. S er 34% sterre end 600 Nér du udregner det der er 34 % starre end et

tal, sé plejer du nok at udregne 34 % af tallet

S = 134% af 600 < da 100% +34% = 134% )
og laegge til tallet.
— 134
= 600 1,34 <o da 134% = 100 1,34 I nogle opgavetyper dur denne metode ikke.
= 804 Du er nedt til at veenne dig til at gange med

1,34 for at udregne det der er 34 % starre.

o .
lc. R er 34% mindre end 600 Naér du udregner det der er 34 % mindre end

R = 66% af 600 < da 100% —34% = 66% et tal, sa plejer du nok at udregne 34 % af
66 tallet og traekke fra tallet.

= 600 0,66 < da 66% = 100 = 0,66 I nogle opgavetyper dur denne metode ikke.
= 396 Du er nedt til at veenne dig til at gange med
0,66 for at udregne det der er 34 % mindre.
1d. Hvor mange procent er 52 af 126 ?
52
R=0,412698=41,2698z41,3% 52 er 413% af 126.

le. Oversigt over srundleggende procentregning

y-O,SO\
0,30
>y 1,30 ] 0,30 +0,70 = 1
y y y-1 y
0,70
Dy-o,so
|| L1 L J || L |
A B A B A B
Ber 30% afA Ber 30% storre end A Ber 30% mindre end A
Ber 130% afA Ber 70% af A
11030 141 er 30% af 470
470 2700 er 0 a

|:|141
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2. Vakstrate

2a. Hvad er vaekstrate?

At den arlige vaekstrate er 18 % betyder at storrelsen bliver 18 % storre hvert ér .
Nar vaekstraten er »=18% = 0,18, sa er fremskrivningsfaktoren a = 1+r=1,18 , dvs.
hvert ar bliver sterrelsen ganget med 1,18 .

At den manedlige vaekstrate er —3% betyder at sterrelsen bliver 3 % mindre hver maned .
Nar vakstraten er »=-3% =-0,03 , sa er fremskrivningsfaktoren a = 1+r=0,97 , dvs.
hvert ar bliver storrelsen ganget med 0,97 .

2b. Eksempel
Der gelder  Antal ansatte skal stige med en rlig veekstrate pa 10 %.

0
Dvs. Antal ansatte skal stige 10 % hvert & af, 100% 4+ 45% < 145% < % _ 145
I ar er antal ansatte 820 .
Om 1 ar er antal ansatte 820-1 45 1189
o 2
Om 2 érer antal ansatte ~ 820-1,45 -1,45 = 1724 <o 1,45-1,45 = 1,45
Om 6 ar er antal ansatte 820- 1,456 = 7621
Om x arer antal ansatte ~ 820-1,45" 820-1,45
Antal ansatte
2500
1724
1189 |45
820 1,
I 1,45 | 145, >
6 1 2 3 x ar

3. Gennemsnitlig procent

3a. Metode til at udregne gennemsnitlig procent

Hvis en storrelse stiger fra A til B pa n ar, sa kan
den gennemsnitlige arlige procentvise stigning r»

udregnes ved hjelp af formlen A4-(1+r)" =B

3b. Eksempel pid udregning af sennemsnitlis procent

Hvis A=158, B=221 og n=10, er 158-(1+r)'°=221.
Nspire loser denne ligning mht. r for r>0 ogfar r=0,034126,

dvs.  Den gennemsnitlige arlige procentvise stigning er 3,41 % .

3c. Flere oplysninger om gennemsnitlig procent

Perioden behover ikke vere et ar.

Fra uge 10 til 15 er indtegten steget fra 1,7 mio. kr. til 2,4 mio. kr.

Vi regner som vist ovenfor og far: Gennemsnitlig ugentlig procentvis stigning er 7,14 %.
Dette betyder: Ved at stige med 7,14 % hver uge kan et beleb stige fra 1,7 til 2,4 mio. kr.
Procentstigningen har maske ikke vaeret den samme hver uge. Derfor ordet ’gennemsnit”.

3d. Advarsel om gennemsnitlig procent

Vi kan IKKE udregne gennemsnitlig procent ved at laegge procenter sammen og dividere med
antallet. Dette skyldes at procenterne ikke tages af lige store tal.
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Lineger vakst

4. Lineeer funktion.

En funktion f er linear hvis den har en forskrift af typen

f(x)=ax+b

Bade a og b kan veare ethvert tal.

Definitionsmangden (dvs. de tal vi kan indsette for x) er alle tal.

Tallet a i en lineaer forskrift f(x) = ax + b kaldes heeldningskoefficienten.

5. Linear vakst.

S5a. Reglen for lineer vaekst (reglen for hvad a i en lineeer sammenhang y = ax+b forteller):
Hver gang vi ger x én enhed storre, bliver der lagt a til veerdien af y.

5b. Reglen for hvad b i linezer sammenhang y = ax +
Nérxer0, ery lig b.

b fortxller:

Sc. Af 5b og S5a far vi: Pa grafen for y =0,3x+0,9
ligger punkterne (-1, 0,6), (0,0,9), (1,1,2), (2

, 1,5) osv.

Den skra sorte linje er graf for
funktionen y = 0,3x +0,9 .

Figuren viser at der leegges 0,3 til
y-koordinaten (sejlehgjden) nar x

y

0.3x +0.9 —

bliver 1 storre. 0,6
+0,3
_'1 X
+1 +1 +1
x: | -1 1 0 | 1 | 2 X
y: 106 [ 09 [ 12 [ 15 0,3x+0,9
+0,3 +0,3 +0,3

5d.
kan vi af 5a og 5b slutte at y =4x+7.

Hvis vi afleser punkterne (0,7), (1,11), (2,15), (3,19) pa en linear graf,

S5e. For y=3x+5 galder: Hvis vi 10 gange gor x en storre, vil der 10 gange blive lagt 3 til y, sé:
Hver gang vi ger x 10 enheder storre, bliver der lagt 30 til verdien af y.

Dvs. pa grafen ligger punkterne (—10,-25), (0,5),

(10,35), (20,65) osv.

+10 +10 +10 3-10=30
x: | -10 | O | 10 | 20 X
y: I =25 [ 5 [ 35 [ 65 3x+5
+30 +30 +30
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6. Skriv ligning ud fra beskrivelse af linear vakst.

Opgave
Man skal betale 10 kr. for at starte pa et computerspil, og herefter skal man betale 0,50 kr. pr.

minut man spiller.
Skriv en ligning vi kan bruge til at udregne prisen for at spille ndr vi kender antal minutter vi

spiller.

Besvarelse
Vibruger x og y til at betegne folgende talstorrelser:

x = antal minutter
y =prisen i kr.
Sa kan vi oversatte oplysningerne til folgende:

Nér x=0er y=10
Hver gang vi ger x én enhed storre, bliver der lagt 0,50 til y.

Afreglerne for hvad a og b 1 f(x)=ax+b forteller, far vi:

y = 0,50-x+10 nar x=antal minutter og y = prisen i Kkr.

7. Skriv hvad a og b 1 linear forskrift forteller.

Opgave
For en cirkel pa et elektronisk billede kan radius udregnes ved hjelp af formlen

y = —2:x+80 hvor x er temperaturen i °C og y er radius i mm.
Hvad forteeller tallene —2 og 80 om radius?
Besvarelse

Af reglerne for hvad a og b1 y =ax+b forteller, far vi:
—2 er det tal der bliver lagt til radius y hver gang vi ger temperaturen x en grad

starre .

Nér temperaturen x er 0, er radius y lig 80 .

Dvs.:
Radius er 80 mm ved 0 °C og bliver 2 mm mindre for hver grad temperaturen stiger

2014 Karsten Juul
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Eksponentiel vakst

8. Eksponentiel funktion.

En funktion f er eksponentiel hvis den har en forskrift af typen

f(x)=ba*
a og b skal vare positive tal.
Definitionsmangden (dvs. de tal vi kan indsette for x) er alle tal.

Tallet a i en eksponentiel forskrift f(x)=ba* kaldes fremskrivningsfaktoren.

9. Eksponentiel vekst.

9a. Reglen for eksponentiel vakst (reglen for hvad a i eksponentiel ssmmenhang y =ba™
forteeller):
Hver gang vi ger x én enhed storre, bliver vaerdien af y ganget med a.

9b. Reglen for hvad b i en eksponentiel sammenhang y =ba™ forteller:
Nérxer 0, ery lig b.

9c. Af 9b og 9a far vi: Pa grafen for y = 24-1,5x ligger punkterne (—1,16), (0,24), (1,36), (2,54)

OSV. y
24 Vé

Den sorte kurve er graf for
funktionen y = 24-1 ,5x
Figuren viser at y-koordinaten

(sojlehgjden) ganges med 1,5
nér x bliver 1 storre.

x: | -1 1 0 | 1 | 2 X
y: 116 [ 24 1 36 1| 54 24.1,5"

9d. Hvis vi aflaeser punkterne (0,2), (1,6), (2,18) pa en eksponentiel graf,
kan vi af 9a og 9b slutte at y=2-3x

9e. For y=5,81 043 geelder: Hvis vi 8 gange gor x én enhed storre, vil y 8 gange bllve ganget
med 1,043, sd: Hver gang vi ger x & enheder storre, bliver y ganget med 1 043 = 1,40047 .

+8 +8 +8 1,043 = 1,400

x: | 8 | 0 | &8 | 16 X
y: | 414 [ 58 1 812 111,37 5,8-1,043"
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10. Skriv ligning ud fra beskrivelse af eksponentiel vakst.

10a. Opgave KI. 9 er der 275 celler, og hver time bliver antal celler 20% storre.
(voksende) Opstil en model der beskriver udviklingen 1 antallet af celler.

Svar Nar x = antal timer efter kl. 9 og y = antal celler gelder:

Nar antal timer x bliver 1 storre, vil antal celler y blive 20% storre, dvs. antal celler y
bliver ganget med 1,20 . (Start: 100 %. Efter stigning: 120 % = 120:100 = 1,20).

Nér antal timerx er 0, er antal cellery lig 275 .
Afreglerne for hvad a og b i y =ba* forteller, far vi y=275-1,20"

10b. Opgave Den 1. maj er afgiften 860 kr. Afgiften nedsattes med 2,5 % pr. uge
(aftagende) Opstil en model der beskriver udviklingen 1 sterrelsen af afgiften.
Svar Nar x = antal uger efter 1. maj og y = afgiften 1 kr. gelder:
Nér antal uger x bliver 1 sterre, vil afgiften y blive 2,5% mindre, dvs. afgiften y bliver
ganget med 0,975 . (Start: 100 %. Efter fald: 97,5 % = 97,5:100 = 0,975).
Nér antal ugerx er 0, er afgiften y lig 860 .
Afreglerne for hvad a og b i y=ba” forteller, far vi ¥ =860-0,975"

11. Skriv hvad a og b 1 eksponentiel forskrift fortaeller.

11a. Opgave Om en figur pa skeermen gelder at  y =300-1,072"  hvor
(voksende) X = temperaturen og y = arealet
Hvad fortaeller tallene 300 og 1,072 om figuren.

Svar Afreglerne for hvad a og b i y =ba* forteller, far vi

Nér temperaturen x bliver 1 grad sterre, bliver arealet y ganget med 1,072, dvs.
arcalet y bliver 7,2% storre. (Start: 100 %. 100 %-1,072 =107,2%. 107.2 %100 % = 7,2 %)

Nér temperaturen x er 0, er arealety lig 300 .

Dvs. Nar temperaturen er 0 grader, er arealet 300, og

arealet bliver 7,2 % storre for hver grad temperaturen stiger.

11b. Opgave Antallet af dyr eendres sddanat  y =270-0,90"  hvor
(aftagende) x = antal dage efter 1. juni og vy = antal dyr
Hvad forteller tallene 270 og 0,90 om antallet af dyr.

Svar Afreglerne for hvad a og b i y =ba* forteller, far vi

Nér antal dage x bliver 1 storre, bliver antal dyr y ganget med 0,90, dvs. antal dyry
bliver 10 % mindre. (Start: 100 %. 100 %-0,90 =90 %. 90 %100 % = —10 %)

Nér antal dagex er 0, er antaldyry lig 270.
Dvs. Den 1. juni er antallet af dyr 270, og hver dag bliver antallet af dyr 10 % mindre.
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Potensvakst

12. Potensfunktion.

En funktion " er en potensfunktion hvis den har en forskrift af typen  f(x)=bx“ .

b skal vare et positivt tal. a kan vare ethvert tal.
Definitionsmangden (dvs. de tal vi kan indsztte for x) er de positive tal.

Tallet a i potensforskriften f(x)=>bx“ kaldes eksponenten.

13. Potensvakst.

13a. Reglen for potensvaekst: Om en potenssammenhang y = b-x“ gaelder for et positivt tal &:

Nar x bliver ganget med &, si bliver y ganget med k“.

13b. Eksempel y= 1,2-x0’7 Nér x ganges med 1,25, sa ganges y med 1,25% = 1,17.
o o 0’7 _—
Nér x ganges med 2, sé gangesymed 27 =1,62.

1,25 1,25 2
x:| 1,14 | 143 | 1,79 | | 380 | 760 |
y:l 132 | 154 | 1,80 | | 306 | 49 |

1,25%  .1,25%7 207

14. Udregn procentendring for potensfunktion.

6

14a. Opgave (udregn @ndring afy) Et dyr vokser sddan at y = 2,7-x1’ hvor y er vegti gram,

og x er lengde i cm. Nar dyret er 40 % lengere, hvor mange procent tungere er det sd?
Besvarelse At x bliver 40% storre, er det samme som at x bliver ganget med 1,40 .
(Start: 100%. Efter stigning: 140%=140:100=1,40) :
Nér x bliver ganget med 1,40 , sd bliver y ganget med Bemeerk at Vi IKKE
setter 1,40 ind 1

1,6 _ N

1,407 =1,71319~ 1,71 ligningen. Vi bruger :

At y bliver ganget med 1,71 , er det samme som eksponenten fra ligningen.
at y bliver 71% storre. (Start: 100%. 100%:-1,71=171%. 171%—-100%=71%)

Dyret bliver 71 % tungere nér det bliver 40% lengere.

14b. Opgave (udregn @&ndring afx) f(x)=240- x %31 hvor x er rutes leengde 1 km, og f(x) er
antal deltagere. Hvor mange procent kortere skal rute vare for at fordoble antal deltagere?

Besvarelse Nar vi ganger x med £, bliver antallet f(x) ganget med k%1 Davi vil gange f(x)

med 2, skal vi vaelge k sd k01 =2, Nspire loser denne ligning mht. k£ og far £ = 0,256889 .
At lengden x skal ganges med 0,257, er det samme som at leengden bliver 74,3 % mindre.
(Start: 100% . 100%-0,257 = 25,7%. 25,7%—100% =—-74,3%)

Ruten skal vaere 74,3% kortere for at antal deltagere fordobles.

14¢. Forskellige formuleringer

Det er ikke altid at der star at x eller y @ndres med en procent. I stedet kan der sté at x eller y
ganges med et tal. Sa slipper vi for at omsatte mellem procent og tal nér vi bruger 13a
ovenfor.

I 14b ovenfor blev y ganget med 2. Det er det samme som at y bliver 100 % storre.
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Grafer

15. Graf for linezer funktion f(x)=ax+5b 2
Grafen er en ret linje. :
v
P4 grafen ser vi: X
Definitionsmangde: alle tal  dvs. alle tal kan indsattes for x.
Voksende: a positiv eksempel: d
Aftagende: a negativ eksempel: g 4
o
Hvis a=0 i f(x)=ax+b elleri f(x)=bx", eller a=1 i f(x)=ba*, 1
saer f(x)=b, sagrafen er en vandret linje. x
Hvis a=1 1 f(x)=bx“, er f(x)=bx , sa grafen er en skr linje.
16. Graf for eksponentiel funktion f(x)=ba* hvor a og b er positive X
P& grafen ser vi: A /
Definitionsmangde: alletal  dvs. alle tal kan indsattes for x.
Voksende: a storre end 1 eksempel: 4 —— x
Aftagende: a mellemOog1  eksempel: k& ’
Grafen kommer vilkérlig tet pd x-aksen, men nér den aldrig. )
Bemark at grafen krummer sadan: ) eller sadan: \ N
IKKE sadan: (, og IKKE s&dan: ) P
X
17. Graf for potensfunktion f(x)=>bx" hvor b er positiv
Pa grafen ser vi:
Definitionsmangde: de positive tal  dvs. alle positive tal kan indsettes for x.
Voksende og graf krummer op: aover 1 eksempel: m
Voksende og graf krummer ned: a mellem 0 og 1 eksempel: n
Aftagende: a negativ eksempel: p
Aftagende potensfunktion: y Y y
grafen kommer vilkarlig tet pa i/
x-aksen, men nar den ikke. » U=
\P
Bemark at graferne IKKE ) ) )
krummer sidan: ) - x x s ——
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Regression

18. Linear regression.

Opgave

Vi har mélt leengde og bredde for nogle komponenter:

lengdeicm | 11,5 | 12,5 | 13,5 | 14,5 | 15,5
bredde i cm 5,1 53 1 59 | 6,1 6,6

Bredden f(x), malticm, er med god tilneermelse
givet ved
f(x)=ax+b

hvor x er lengden malt i cm.

Find tallene a og b.

Besvarelse
Vi indtaster tallene sadan at

leengde kommer pa den vandrette akse og
bredde kommer pa den lodrette akse.
Nspire laver linezr regression pa de indtastede tal
og far
f(x)=0,38x+0,67 .
Dyvs.
a=038 og b=0,67

Sidan taster vi pa Nspire

Vi vaelger vindue af B, By,
type “Lister og Regneark”
og taster tabel sédan — 1.5 51

Lad ikke marker sta i sidste| 12> 5.3
felt du aendrer. :

I menuen velger vi 155 6.6
Statistik/ o
Statistiske beregninger.../
Lineaer regression (mx+b)...

Sa fremkommer et vindue vi udfylder
som vist nedenfor. I X-liste-feltet og
Y-liste-feltet, skal du ikke taste navnet,
du skal velge det.

X-liste: |'xv -
Y -liste: |'yv -
Gem RegEgn i: |f -
Frekvensliste: |1 -

Nar vi 1 et matematikfelt i et
notevindue taster f(x) og trykker

pa far vi

flx) = 0.38 x+0.67

19. Regression, arstal.

Opgave

Tabellen viser antallet af boliger 1 et bestemt omrade.

Arstal 1998 | 2000 | 2002

2004 | 2006 | 2008

Antal boliger 133 170 186

218 232 247

Antallet af boliger kan med god tilneermelse beskrives ved en ligning af typen y =ax+5b

hvor y er antallet af boliger, og x er antal ar efter 1998.

Find tallene a og b.

Besvarelse
Vi taster folgende tabel:

X 0 2 4 6 8

10 _Vitaster ikke arstal

y 133 | 170 | 186 | 218 | 232

da x ikke er arstallet.

247

Nspire laver linear regression pa hele denne tabel og far y=11,2571x+141,381

Dvs. a=113 og b=141
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20. Hvorfor skal alle tal i tabel bruges?

Tabel:

xx 1 3 5 7
y: 2 3 6 9

De fire punkter i tabellen er vist som rede prikker.

Hvis vi bruger alle punkter til at bestemme linear graf,
sé far vi den fuldt optrukne linje.

Hvis vi kun bruger de to ferste punkter,
sé far vi den punkterede linje
som passer darligere med tabellen.

21. Fejl at bruge maélt tal nar vi skal bruge model.

For en type vare er y omsatning x dage efter annoncering.

Milte tal: x: 6 12 18 24 Model:  y=8x+12
y: 65 103 151 209

Opgave: Brug model til at bestemme stigning 1 omsatning fra 6 til 10 dage efter annoncering.

Forkert svar:  Aftabel: nirx=6ery =65 <— Deter en fejl at bruge tallet fra

Afy=8x+12: nirx=10ery=8-10+12=92 Z?)Zi‘lg{:ﬁlgfctvifzlc(ﬁljzccliﬁviicnlodcllcn
Stigning 92 — 65 =27 e S '

Rigtigt svar: Afy=8x+12: nirx=6ery=8-6+12=60
Afy=8x+12: nairx=10ery=8-10+12=92
Stigning 92 — 60 = 32
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22. Eksponentiel regression.

Opgave
Tabellen viser antallet af indbyggere i et omrade i perioden 2000-2005.

Ar 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005

Antal (i tusinder) 8,5 8,8 9,1 9,4 9,8 10,2

Udviklingen kan med god tilnermelse beskrives med en funktion af typen
f(x)=ba*
hvor f(x) er antallet af indbyggere (malt i tusinder), og x er antal ér efter 2000.

Find a og b.

Besvarelse

Ud fra den givne tabel laver vi tabellen nedenfor hvor arstallet er erstattet af vaerdien af x.

X 0 1 2 3 4 5

y 8,5 8,8 9,1 9,4 9,8 10,2

Denne tabel taster vi. Nspire laver eksponentiel regression pa hele tabellen og far
f(x)=8,47906-1,03686"

Dyvs.
a = 1037 og b= 848

Bemaerk

Hvis vi ikke bruger hele tabellen, s& duer besvarelsen ikke.

Grafen for y =8,47906-1,03686" gar ikke gennem tabel-punkterne,
men det er den eksponentielle graf der afviger mindst fra punkterne.

Sadan taster vi pa Nspire

Vi valger et vindue af typen “Lister og Regneark™ og taster tabellen 2y By
som vist til hgjre.
I menuen valger vi 0 8.2
1 8.8
Statistik/Statistiske beregninger.../Eksponentiel regression... 5 91
Sa fremkommer et vindue vi udfylder som vist nederst til hgjre. 3 9.4
Du skal ikke taste det der stér 1 X-liste-feltet og Y-liste-feltet, 4 9.8
du skal veelge det. 5 10.2
Nﬁr Vi 1 et matematikfelt 1 et notevindue Eksponentiel regression
taster f(x) og trykker pa X-listet | v |
fAr vi -liste: | W v|
Germn RegEgn i |f vl
fla) = 2.47906 (1.02636 Frekvansliste: | =
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23. Potensregression.

Opgave
De malte tal i tabellen viser for et bestemt dyr sammenhangen mellem alder og leengde .

Alder 1 dogn 10 15 20 30 40 50
Langde i mm 43 60 74 | 105 | 132 | 155

Sammenhangen kan med god tilnermelse beskrives med en funktion af typen

f(x)=bx"

hvor f(x) er lengde (malt i mm), og x er alder (malt i degn).

Bestem a og b.

Besvarelse
Denne tabel taster vi sa alder er 1 x-sgjlen og laengde er i1 y-s@jlen . Nspire laver
potensregression pd hele tabellen og fér
F(x) = 6,79203 - x*:802027
Dyvs.
a = 0802 og b= 679

Bemaerk
Hvis vi ikke bruger hele tabellen, s& duer besvarelsen ikke.

Grafen for f(x)=6,79203- x0:802027 gar ikke gennem tabel-punkterne,
men det er den potensgraf der afviger mindst fra punkterne.

Sddan taster vi pa Nspire
Vi veelger et vindue af typen “Lister og Regneark™ og taster tabellen LIy m.

som vist til hgjre.

I menuen vaelger vi 19 &3
15 80
Statistik/Statistiske beregninger.../Potensregression... - —a
Sa fremkommer et vindue vi udfylder som vist nederst til hgjre. 0 105
Du skal ikke taste det der star i X-liste-feltet og Y-liste-feltet, 0 12
du skal veelge det. = P

Naér vi 1 et matematikfelt i et notevindue

Fotensregression

taster f(x) og trykker pa ——— =
far vi -liste: | W v|

0 B0Z02T Gem RegEgn i |f v|

Frekwensliste: | 1 v|

flc) = 6.79203x

Hyvis potensfunktionen er aftagende, skriver Nspire en brok:
31.9605
) = 225
5 1.12554

Dette skal du selv skrive om til formen b-x“. Husk at tilfeje et minus foran eksponenten:

f{x)=31.9605- x1-12554
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Bestem forskrift ud fra to punkter

24. Bestem a og b 1 y=ax+b ud fra to punkter.

24a. Opgave Punkterne (x,y)=(-7, 1) og (x,y)=(8, 4) ligger pa grafen for sammenhangen
y=ax+b.Find tallene a og b. D

Oplysningen om de to punkter
er nogle gange skrevet sadan:

Metode 1: Vi indseatter i formler for a og b : , ,
SN =1 og f(8)=4.

Af (x,y) = (=7, 1) og (x,,y,) = (8, 4) farvi
X, — X 8—(-7) 15
b=y —-ax =1-02-(-7) =24

Metode 2: Nspire lgser ligningssystem:

5

Da (x,y)=(-7, 1) og (x,y) = (8, 4) ligger pa grafen, er
l=a-(-7)+b
4=a-8+D
Nspire loser dette ligningssystem
mht. a og b og far
a=02 og b=2,4 Nspire:  solve(1=a--7+b and 4=a- 8+b,a,b)

Metode 3: Vi lgser ligningssystem uden hjzlpemidler:

Da (x,y)=(-7, 1) og (x,y)=(8, 4) ligger pd grafen, er
(1) l=a-(-7)+b
(2) 4=a-8+b
Af (1) far vi
3) 1+7a=b
Vi indsetter dette i (2) og far
4=8a+(1+7a)

hvoraf
3=15a
3 13a
15 15
0,2=a
Dette indsetter vi i (3) og far
1+7-02=5b
hvoraf
24=0h

Metode 4: Nspire laver linear regression:

Nspire laver linear regression pd punkterne (x,y) = (-7, 1) og (x,y)=(8, 4) og
far y=0,2x+2,4

24b. Konklusion
Hvis der star at vi skal finde a og b, sa skal vi skrive konklusionen sédan:

a=02 og b=24

Hvis der stér at vi skal finde forskriften for f, sa skal vi skrive konklusionen sadan:
f(x)=0,2x+2,4
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25. Bestem a og b 1 y=ax+b ud fra to punkter givet ved tekst.

Opgave
Der er en lineer sammenhang mellem temperatur og overskud.

Nér temperaturen er —3°C, er overskuddet 12 mio. kr.
Nér temperaturen er 5°C, er overskuddet 28 mio. kr.

Skriv en ligning der viser sammenhangen mellem temperatur og overskud.

Besvarelse
Vi saxtter

x = temperatur (malt i °C)
y = overskud (maélt i mio. kr.)

s Det er nodvendigt ogsd at skrive dette!

Der er oplyst to x-vardier og tilherende y-vardier:
Til x, =-3 svarer y, =12.
Til x, =5 svarer y, =28.

Da sammenhangen er lineer, er den sggte ligning pa formen y=ax+b , og

- 28 -12 16
a = yz_yl = = — = Alle fire metoder |
b=y —ax =12-2-(-3) = 18 bruges her. :

Dvs.:
Ligningen y=2x+18 viser ssmmenhangen mellem

temperaturen x i °C og overskuddet y imio. kr.

26. Bestem b 1 f(x) =ax+b ud fra a og punkt.

Opgave
Punktet (4, 35) ligger pa grafen for funktionen f(x)=8x-+5b. Find tallet 5.

Besvarelse
Vi indsetter 4 for x og 35 for f(x) 1 f(x)=8x+b ogfar 35=8-4+5b.

Vi lgser denne ligning mht. b og fdr b=3.
Dvs. b=3

27. Bestem a 1 f(x) =ax+b ud fra b og punkt.

Opgave

Punktet (5, 8) ligger pd grafen for ssmmenhangen f(x)=ax+18. Find tallet a.
Besvarelse

Viindsetter 5 for x og 8 for f(x) 1 f(x)=ax+18 ogfar 8=a-5+18.

Vi leser denne ligning mht. a og fir a =-2.

Dvs. a=-2
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28. Bestem a og b i y=b-a* ud fra to punkter.

28a. Opgave Punkterne (x,y)=(4,3) og (x,y)=(7,24) ligger pa grafen for

sammenhangen y =b-a* . Udregn tallene a og b. D— Oplysningen om de to punkter

) .. er nogle gange skrevet sddan:
Metode 1: Vi satter ind i formler for a og b f(4)=3 og f(7)=24.

Af (x1,y1)=(4,3) og (x5,y,)=(7,24) farwvi

Xy—X f 74|
N 3
N1 3 3

b = —_— = _— = —_
a1 24 16

Metode 2: Vi lgser ligningssystem med elektronisk hjelpemiddel

Punkterne (x,y)=(4,3) og (x,y)=(7,24) liggerpa grafenfor y=>b-a*, sa
3=b-a* og 24=b-d’
Nspire loser dette ligningssystem mht. a og b og fér
3

a=2 og b= E Nspire: solve(3=b- at and 24=p- a7,a,b)

Metode 3: Vi lgser ligningssystem uden hjzlpemidler

Punkterne (x,y)=(4,3) og (x,y)=(7,24) ligger pa grafen for y =b-a*, sa
3=b-a* og 24=b-a’

Vi dividerer hgjre ligning med venstre:
T 7 7
24 b-a a _ J4 da a’ _ wcacacaca-a-a

5 b X AT wwun

Nar vi forkorter de to breker, far vi

8 = a’
sa a =38
dvs. a =2
Vi indsetter denne veerdi af a i ligningen 3 = b-a* og far 3 = p.2*
Ved at dividere begge sider med 2% far vi % =
s b = %

Metode 4: Vi bruger eksponentiel regression
Nspire laver eksponentiel regression pa punkterne (x,y)=(4,3) og (x,y)=(7,24)
ogfar a=2 og b=0,1875

28b. Konklusion
Hvis der star at vi skal finde a og b, sé skal vi skrive konklusionen siddan:

a=2 og b=0,1875 eller sddan: a=2 og b= %

Hvis der star at vi skal finde forskriften for /', sa skal vi skrive konklusionen siddan:

f(x)=0,1875-2" eller sddan: f(x)= % 2%
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29. Bestem a og b i y=b-a" ud fra to punkter givet ved tekst.

Opgave En plantes vagt kan med god tilnaermelse beskrives med en funktion af typen y=b-a*
hvor y er vaegtikg, og x er ar efter udplantning.
Efter 2 ar er vaegten 1,60 kg. Efter 5 ar er vaegten 4,10 kg.

Udregn a og b.

Svar Der stir:  Efter 2 ar er vaegten 1,60 kg. Efter 5 ar er vaegten 4,10 kg.
Dvs. Niarx=2ery=1,60. Narx=5ery=4,10.
Vi indsatter punkterne (x;,y;) =(2,1,60) og (x,,¥,)=(5,4,10) iformlerne for a
og b og lader Nspire udregne udtrykkene:

x2—x1 > 5-2 11
a= 2e 2 - 1.36843
v1 1.6
1 1.6

p="2 = : S = 0.854427
a (1.36843)

Dvs. a=1,368 og b=0,854 .

30. Bestem b i f(x)=b-a" ud fra a og punkt.

Opgave
Punktet (2,36) ligger pa grafen for funktionen f(x)=5b-3". Find tallet b .

Svar
Nar vi indsatter 2 for x i forskriften, sa er resultatet 36, dvs. h32=36.

Nspire loser ligningen 5-3" =36 mht. b og fir b=4.

sol\‘e(b~ 32=36,])) » b=4

31. Bestem a i f(x)=b-a" ud fra b og punkt.

Opgave
Punktet (3,40) ligger pa grafen for funktionen f(x)=5-¢" . Find tallet a.
Svar

Nar vi indsatter 3 for x i forskriften, sa er resultatet 40, dvs. 5.6° =40
Nspire lgser ligningen 5-a° =40 mht. a ogfir a=2.

3
sol\‘e(’S' a =4(ﬁ),u) » a=2
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32. b-a" og bt

30a. Regel
Vi kan skrive en eksponentiel forskrift pd to mader:  f(x)=ba® og f(x)=be""

Vi kan omskrive fra den ene méde til den anden ved hjelp af formlen:  a = e*

30b. Opgave Skriv f(x)=20-0,76" pa formen f(x)=b-e"".

_ ok
Svar a=¢ Almindeligt e kan ikke bruges!
0,76 = e
Nspire loser denne ligning mht. £ og far k =-0,274437 .

f(x)=20-¢ %274 Nspire: solve(0.76=ek,k) > k=-0.274437

30c. Opgave Skriv f(x)=3,8-e"*" pa formen f(x)=b-a”.
Svar a=ek

a= e1,4

Nspire udregner hgjre side og far a =4,0552 .
f(x)=3,8-4,06"

33. Bestem a og b 1 y=>b-x" ud fra to punkter.

33a. Opgave Punkterne (x,y)=(2,5) og (x,y)=(3,7) ligger pa grafen for ssmmenhangen
\

y=b-x". Udregntallene a og b.

Oplysningen om de to punkter
er nogle gange skrevet sddan:
Metode 1: Vi lgser ligningssystem med elektronisk hjalpemiddel S2)=5 og f3)=T7.
Punkterne (x,y)=(2,5) og (x,¥)=(3,7) liggerpa grafenfor y=>b-x*, sa
5=b-2 og 7=b-3"
Nspire loser dette ligningssystem mht. a og b og fér
a=0,829843 og b=2281295 Nspire: solve(5=b- 2% and 7=b- 3a,a,b)

Metode 2: Vi bruger potensregression

Nspire laver potensregression pd punkterne (x,y)=(2,5) og (x,y)=(3,7) ogfar
a= 0829843 og b= 281295

33b. Konklusion
Hvis der star at vi skal finde a og b, sa skal vi skrive konklusionen sédan:

a= 0,829843 og b= 2,81295

Hvis der star at vi skal finde forskriften for 7', sa skal vi skrive konklusionen sidan:

£(x)=2,81295 . x0:829843
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Fordoblings- og halveringskonstant

34. Fordoblingskonstant og halveringskonstant.
34a. Oplx
Tabellen viser hvordan hgjden af en plante er vokset eksponentielt.
Antal uger efter kab: 0 1 2 3 4 5 6
Heojde i cm: 12| 15| 19| 24| 30| 38| 48

I tabellen ser vi:

1 uge efter kabet er hgjden 15 cm.
3 uger senere er hgjden 30 cm, som er det dobbelte af 15 cm.

2 uger efter kobet er hgjden 19 cm.
3 uger senere er hgjden 38 cm, som er det dobbelte af 19 cm.

Uanset hvornar vi starter, sé vil der ga 3 uger for hgjden er fordoblet.

Man siger at hojdens fordoblingskonstant er 3 uger.

34b En eksponentielt voksende sammenhang har en fordoblingskonstant 7, .
Naér x-vardien bliver 7, enheder storre, sd bliver y-vaerdien fordoblet.
34c En eksponentielt aftagende sammenheng har en halveringskonstant 7 .
Nér x-vardien bliver it enheder storre, sa bliver y-vaerdien halveret.
34d. Eksempel
y
Tz =7 . dvs. T.~7 g
v (sojlehgjden) fordobles 3 o
ndr x bliver 7 storre.
3 —
+7 +7 +7 1 /////
x: | 3 | 4 | 11 | 18 —
y: 11,51 3 1 6 [ 12
2 2 2 -3 4 1 x
— I\~ _J
Y '
7 7
34e. Eksempel 8,4 5
Tn/2 =4 , dvs. T.,=4
v (sojlehgjden) halveres 8
nar x bliver 4 storre.
4 4 4 N
x: | =2 | 2 | 6 | 10
v | 84 | 42 | 21 | 1,05 2!
1, 1, BYA ~—__105
-2 2 6 10 x
N v - ~ AN ~ ~
4 4 4
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35. Aflas fordoblingskonstant og halveringskonstant pé graf.

Opgave (halvering) f
Figuren viser grafen for en eksponentielt aftagende
sammenhang. b
Hvad er halveringskonstanten for denne sammenhang? =
Besvarelse I s
Resultatet bliver det samme uanset hvilken x-verdi vi
starter med. Vi kan f.eks. starte med x =1: i X
Nar x=1 er y=3,1 (se figur) Y
Det halve af 3,1 er 32’1 =1,55. 31
Nar y=155 er x=3,7 (se figur) § i
For at halvere y skal vi altsd oge x med 3,7 -1=2,7 sa 1554 _____________ ____ i -
halveringskonstanten er 2,7 . | S
Bemzrkning (fordobling) 1 337

Hvis funktionen er eksponentielt voksende, kan fordoblingskonstanten afleses pa nasten
samme made: Vi finder to grafpunkter hvor y-koordinaten til det ene er 2 gange y-koordi-
naten til det andet. Forskellen pa de to punkters x-koordinater er fordoblingskonstanten.

36. Udregn fordoblings- og halveringskonstant ud fra forskrift.

For funktionen f(x)=5b-a" galder:

36a. Regel Hvis f er voksende (a>1), er T, = ini—zi
n(a
. In(})
36b. Regel Hvis f er aftagende (0<a<l), er I = m
n(a
For funktionen f(x) = b-¢"* gelder:
36¢c. Regel Hvis f er voksende (£>0), er T, = ln(%
: In(3)
36d. Regel Hvis f er aftagende (£<0), er I = .
. x In(2)
36e. Eksempel Hvis f(x)=12,5-1,063 er T,=——"T—=113454~113
In(1,063)
| . In()
36f. Eksempel Hvis f(x)=400-0,85 er | = =4,26502 ~ 4,27
> In(0,85)

36g. Eksempel Hvis f(x)=0,622-¢** er T,= % =2,77259 ~ 2,77

5

_InG)

2

36h. Eksempel Hvis f(x)=3,08-¢ > er

e

=0,53319~ 0,533

Grundleeggende funktioner for A-niveau i stx, udgave 2 Side 19

2014 Karsten Juul




37. Skriv hvad fordoblings- og halveringskonstant fortaller.

Opgave
Der er en eksponentiel sammenhang y = b-a” mellem de variable
x = leengden (i cm)
y = omkredsen (i cm)
Vi har faet at vide at
fordoblingskonstanten er 7 .
Hvad forteller dette om leengde og omkreds.

Besvarelse
At fordoblingskonstanten er 7 betyder:
Nér x-vaerdien bliver 7 enheder storre, sa bliver y-veerdien fordoblet.

Dyvs:
Nér leengden bliver 7 cm storre, sd bliver omkredsen fordoblet.

Hvis vi 1 stedet havde faet at vide at
halveringskonstanten er 7
ville svaret vere

Nér laengden bliver 7 cm storre, sa bliver omkredsen halveret.

38. Udregn y-vaerdier med 7, og T,.

38a. Opgave
Om en eksponentiel funktion f er oplystat f(4)=9 ogat 7,=3.
Udregn f(10).

Besvarelse
+3 +3
x: | 4 | 7 | 10 10) = 36
f): 1 9 [ 18 | 36 /10 =36
2 2
38b. Opgave

Om en eksponentiel funktion f er oplyst at f(0)=12 og at halveringskonstanten er 1.
Udregn f(3) .
Besvarelse
fMH=4-12=6, f)=1-6=3 og f(3)=1-3=15.
f3)=15
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Proportionale og omvendt proportionale

variable

39. Proportionale variable.

39a. Definition

Om to variable x og y siger vi at

y er proportional med x
hvis
vy =k-x og k erdetsamme tal for alle vaerdier af x .

39b. Opgave
De to variable x og y er proportionale.
Tabellen viser nogle sammenherende vardier af x og y.
Hvad er ynarxer 10?
Hvad er x nér y er 15?

x |24136|92

y | 182769

.1 opgaven star ikke at vi skal udregne £.

Besvarelse e " Vi skal selv vide at vi skal udregne k forst,
.............. sa vi kan bruge £ til at udregne de tal der er spurgt om.
Udregne £k :
Da x og y er proportionale, er der et tal &k sé
(1) v=k-x .

I tabellen ser vi at nar x =24 er y =18.
Dette indsatter vii (1):

Vi kan lese ligningen ved at

18 = k-24
Denne ligning leser vi mht. k og far
0,75 = k

dividere begge sider med 24. :

Dette tal indsetter vi i (1) og fér ligningen for sammenhangen mellem x og y:

(2) y = 0,75-x

Udregne y :
For at finde y nar x er 10, saetter vi x til 101 (2):
y = 0,75-10

Heraf farvi y=7.,5 sa

yver 7,5 narxerl0

Udregne x :
For at finde x nar y er 15, satter vi y til 151 (2):

15 = 0,75-x

Vi kan lgse ligningen ved at

Vi lgser denne ligning mht. x og far
20=x

sa
xer 20 nér yerl5

dividere begge sider med 0,75.
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40. Omvendt proportionale variable.

40a. Definition

Om to variable x og y siger vi at

y er omvendt proportional med x

hvis
y = L og k er det samme tal for alle vaerdier af x .
X
40b. Opgave
. ‘ X 12 | 36
De to variable x og y er omvendt proportionale.
Hvad skal der std pa de tomme pladser i tabellen? y1o216
AAAAAAAAAAAAAA I opgaven star ikke at vi skal udregne k.
Besvarelse . Vi skal selv vide at vi skal udregne k forst, :
..................... s vi kan bruge £ til at udregne de tal der er spurgt om.
Udregne £ : '
Da x og y er omvendt proportionale, er der et tal k£ s
_ k
m  y=—-

I tabellen ser vi at nar x =12 er y = 6. Dette indsetter vii (1):

Vi kan lgse ligningen ved at
gange begge sider med 12.

-k
6= 12
Vi lgser denne ligning mht. £ og far
72 =k
Dette tal indseetter vii (1) og far ligningen for sammenhangen mellem x og y:
_n
@ ry=-
Udregne y:
For at finde y nar x er 36, satter vi x til 36 1 (2):
_ 72
36

Heraf farvi y=2 sa

y er 2 narxer36

Udregne x :

For at finde x nar y er 9, satter vi y til 91 (2):

9= 12

X
Vi lgser denne ligning mht. x og far
x=38

o

sa
x er 8 nar yer9

Vi kan lese ligningen ved
forst at gange begge sider
med x og derefter at :
dividere begge sider med 9.
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41. Opgave hvor variable fra virkeligheden er omvendt
proportionale.

Opgave

Pé en skaerm er et rektangel som vi kan a&ndre ved at trekke med musen.
Hojde og bredde er omvendt proportionale.
Hojden er 2,5 nar bredden er 8

Hvad er hojden nér bredden er 3,2 ?

Besvarelse
Vi kalder hgjden for / og bredden for b.

Udregne £ :
Da h er omvendt proportional med b, findes et tal &k sd
het
b
Da h=2,5 nar b=8 ma
25 = K
8
Vi ganger begge sider med 8 og far £ =20, dvs.
20
1 h = —
(1) 5
Udregne 4 :
Vi satter b=3,2 1(1):
_2
3,2

Heraf far vi A =6,25 sa
hejden er 6,25 nér bredden er 3,2

42. Proportional/omvendt proportional med udtryk.

42a. Opgave
En variabel y er proportional med kvadratet pa en variabel x .

Bestem en forskrift for y som funktion af x .

Besvarelse
"Kvadratet pd x" er "x*". At y er proportional med noget, betyder at y er lig en konstant &
gange dette noget. Dvs. y= kx> .

42b. Opgave
En variabel V' er omvendt proportional med en variabel a 1 3. potens.

Skriv en formel der angiver V udtrykt ved a .

Besvarelse
At V' er omvendt proportional med noget, betyder at V' er lig en konstant & divideret med

dette noget. Dvs. Vza% .
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Logaritmefunktioner

43. Naturlig logaritme og titalslogaritme.

Funktionen In(x) hedder den naturlige logaritmefunktion.
Funktionen log(x) hedder titalslogaritmefunktionen.
Funktionerne In(x) og log(x) er pa Nspire.

Logaritmereglerne:

In(a-b) =1In(a)+In(b) log(a-b) =log(a)+log(b)

ln(%) = In(a) — In(b) log(%) = log(a) —log(b)

In(a™) = x-In(a) log(a™) = x-log(a)

In(1)=0 log(1)=0

In(e) =1 log(10) =1
Grafer:

y y
In ——
! T I log. .
X — X
e 10
[

Definitionsmangden for In og log er de positive tal, dvs. alle positive tal kan indsattes for x.

Eksempler pa brug af logaritmereglerne:

In(e*) = 4-In(e) = 4-1 = 4
In(e*) = x

log(1000) = log(10%) = 3-log(10) = 3-1 = 3
log(120) —log(0,12) = log(%) = log(1000) = 3

log(5) +log(2) = log(5-2) = log(10) =1
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Beviser

44. Bevis for hvad a og b 1 y = ax+b forteller.

Szetning For en lineer sammenhang y = ax+b gelder:

44a. Narvi laegger 1 tilx, s& laegges a tily .
44b. Nar x=0, er y=b .

Bevis for 44a )
+1 Forste x kalder vi 7. Andet x er 1 storre.
R I S i+l Forste y far vi ved at indseette 7 for x i a-xtbh og
axtb: | artb I a@r1)yth ‘—‘andet v far vi ved at indsette +1 for x i a-x+b

= a-i+a-1 +b  Viganger a ind i parentes.
= atta+b a gange 1 er a.
= at+b + a Dette er forste y plus a, sa 44a er bevist!

Bevis for 44b

Om y=ax+b gelder: Nar x=0 er y=a0+b=0+b=0b, sa44b er bevist!

45. Bevis forhvad a og b i y=ba" forteller.

Szetning For en eksponentiel sammenhang y = b-a* gelder:
45a. Narvi laegger 1 tilx, s& ganges ymeda .
45b. Nar x=0, er y=b .

Bevis for 45a
Forste x kalder vi 7. Andet x er 1 sterre.

+1
v o i+1 Forste y far vi ved at indsatte 7 for x i b-a og
ba | b-d | ba andet y far vi ved at indsette 7+1 for x i b-a
= b-d"-a' Ifolge potensreglen o™ =d’-a’.
=bd-a Ifelge potensreglen a' =a .

Dette er forste y gange a, sd 45a er bevist!
Bevis for 45b

Om y=bha" galder: Nar x=0 er y= ba’=b1=b , sS4 45b er bevist!

46. Bevis for reglen om potensvakst.

Sztning Om en potenssammenhang y = b-x? galder for et positivt tal k:
46a. Nar x bliver ganget med &, s& ganges y med k“ .

Bevis
k _— Forste x kalder vi /. Andet x er k gange forste.
x| | tk ‘—‘Fgrste y far vi ved at indsette 7 for x i b og
b | b | bk andet y fir vi ved at indseette £ for v i b

= b1k Ifolge potensreglen (a-b) =d'-b" .

Dette er forste y gange £“, sa 46a er bevist!
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47. Bevis for formler for fordoblings- og halveringskonstant.

Szetning For en voksende eksponentiel ssmmenhang y = b-a™ geelder: T, = ingzz .
n(a
Bevis Forste x kalder vi .
+T, Andet x far vi ved at legge T til forste x.
X: | t | t+15 .
T 7 T Forste y far vi ved at indsatte 7 for x 1 b-a og
ba : | b-a | ba - . ) . x
” andet y fér vi ved at indsatte +7, for x 1 b-a
Da T, er det vi skal leegge til x for at fordoble y, sa
ba 2=ba"" Vi dividerer begge sider med b .
d2=a4"" Vi bruger potensreglen o™ =da"d’ .
d2=d"a" Vi dividerer begge sider med o’ .
2=a" Vi tager den naturlige logaritme pa begge side.
In(2) = In(a"™) Vi bruger logaritme-reglen In(a") = r~In(a) .
In(2) = T»-In(a) Vi dividerer begge sider med In(a) . In(a) er kun 0
nar a=1, og a er ikke 1 da funktionen er voksende.
In(2) =7, Nu har vi bevist formlen!
In(a)

Formlen for halveringskonstant kan bevises pa naesten samme made.
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Polynomier

48. Polynomier og redder.

48a. Polynomier

Et forstegradspolynomium er en funktion af typen f(x)=ax+b hvor a=#0 .
Et andengradspolynomium er en funktion af typen f(x)=ax> +bx+c hvor a#0 .
Et tredjegradspolynomium er en funktion af typen  f(x) =ax® +bx*> +cx+d hvor a#0 .

Osv.

48b. Nulpunkter og redder

Hvis vii f(x)=ax? +bx +c satter

~

az—%, b=3 og c=-5, farvi

andengradspolynomiet

: \
a \ .
4 10,

Til hegjre har vi tegnet grafen for dette / \
andengradspolynomium.

—

f(x):—%x2 +3x-5

P& grafen ser vi at hvis vi satter 4 ind for x 1 forskriften og regner ud, sé far vi y-vardien 3.
Pé grafen ser vi ogsa at hvis vi setter 10 ind for x og regner y-vaerdien ud, sa far vi 0.

Et tal kaldes et nulpunkt for / hvis vi far 0 nr vi indsatter tallet for x i forskriften og regner
ud. Et nulpunkt kaldes ogsé en rod. At finde redderne er det samme som at lose ligningen

f(x)=0.

Pa grafen ser vi at redderne er 2 og 10. Hvis vi leser ligningen — %xz +3x-5=0, sé fir vi

altsé losningerne 2 og 10.

48c. Opgave
Vis at 10 er rod i polynomiet f(x)=—4x?+3x-5 .

Besvarelse
f@10) = =110 +3-10-5 = -£-100+30-5 = -25+25 = 0
Da f(10)=0, er 10 rod.

48d. Regel om antal redder, antal feellespunkter med x-akse og antal lesninger

Et polynomium af grad » kan hejst have n redder.

Eksempel
Et tredjegradspolynomium kan ikke have mere end 3 redder.

Grafen for et tredjegradspolynomium kan hgjst have 3 punkter felles med x-aksen.

En tredjegradsligning kan hejst have 3 lesninger.
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Andengradspolynomier

49. Andengradspolynomium.

49a. Et andengradspolynomium er er en funktion af typen o - :
; Hvis vi skriver 0 pa a's plads, :

— g.x? . y s8 bliver det ikke et andengrads-:
(1) f(X) = axTHbxte hvor a0 polynomium da x> forsvinder.

49b. Eksempel Hvilke tal er a, b og c lig?
Vi satter a=1 b=-2 ¢=0

i f(x) = ax>+bx+c
og far F(x) = 1x?+(=2)x+0
o _ .2 I dette og andre andengradspolynomier skal vi kunne se hvad
3 - -2 :
S J() X *o a, b og c er for at kunne indsette i formler med a, b og c. |

er et andengradspolynomium.

50. Toppunkt.

50a. Grafen for et andengradspolynomium “

f(x) = ax? +bx+c , a#0 f
er en parabel.
Grafens toppunkt har x-koordinaten

. = b .

r 2a X
50b. Eksempel Udregn toppunkt
y

f(x) = —0,4x2 —1,2x+3,4
Vi ser at f(x) = ax? +bx+c
og a=-04 b=-12 =34
Toppunktets x-koordinat er

= 2o G s - 7

2a 2. (_0,4) R : : ; : : :

Toppunktet ligger pa grafen og har x-koordinaten —1,5 s& y-koordinaten er
vy = —04-(-15)> =12-(-15)+3,4

Vi udregner hgjresiden og far
yp =43

Toppunkteter 7T = (-L15, 4,3)
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51.

Diskriminant.

S51a. Diskriminanten for et andengradspolynomium

f(x) = ax> +bx+c a#0

er tallet

d = b’ —4ac

S51b. Eksempler Udregn diskriminanten d

S1c.

S1d.

f(x):3x2—x+5 er pa formen f(x):ax2+bx+c og a=3 b=-1 «c¢=5
d = b*—4ac = (-1)>-4:35 = 1-60 = —59

f(x) = x> +2x-3 er pa formen f(x)zax2+bx+c og a=1 b=2 c¢=-3
d =b*—4ac =2>-41(3) = 4-4-(-3) = 4—-(-12) = 4 +12 = 16

52.

Betydning af a, b, ¢ og d for grafen.

f(x) = ax? +bx+c a#0

d er diskriminanten

x a=2
a positiv: grene vender op
a negativ: grene vender ned 1
parablen er bredere nér a er tettere pa nul x
1
b er haeldningskoefficient for tangent til
graf i skeringspunkt med y-akse b>0

b positiv: graf gar op mod hgjre i skering med y-akse

b nul: grafs toppunkt er pd y-akse
b negativ: graf gir ned mod hgjre i skaering med y-akse

X

[ er tangent til f-grafen i dennes

skaeringspunkt med y-aksen.

b er lig /'s heldningskoefficient.
Graf skerer y-akse 1 punktet (0, ¢)

c positiv:  graf skerer y-akse over x-akse c<0
¢ nul: graf gdr gennem punktet (0, 0) c>0

[\

c negativ: graf skarer y-akse under x-akse

d positiv: graf har to punkter pa x-akse y
d nul: graf har ét punkt pa x-akse

d negativ: graf har ingen punkter pa x-akse \/ \ / \ /
| N ’

d<0 d>0 d=0
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53. Nulpunkt.

S53a. At
et tal er nulpunkt for en funktion

Ordet nulpunkt er misvisende.
Et nulpunkt er IKKE et punkt.é
betyder at Et nulpunkt er et tal. E

ndr vi indsatter tallet for x i forskriften og regner ud,
sé fir vi nul.

53b. Eksempel Nulpunkt ’

n \ J
1,5 er nulpunkt for f(x)= 2x% = 3x \ g /

betyder at \ /
21,57 =315 = 0 A\ /

—
—
~—

Dette er det samme som at

1,5 er losning til ligningen 2x? =3x = 0 1 / X

og det samme som at . \

grafpunktet med x-koordinat 1,5 ligger pa x-aksen. '
0 og 1,5 er nulpunkter for f

54. Antal nulpunkter eller lgsninger.

S54a. f(x) = ax’*+bx+c , a=#0
d er diskriminanten
Der galder at
antallet af nulpunkter for andengradspolynomiet ax’ +bx +c
dvs.

antallet af lgsninger til andengradsligningen ax’ +bx+c = 0

er
2 hvis d>0
1 hvis d=0
0 hvis d<0

54b. Eksempel Antal nulpunkter eller losninger

Vi vil bestemme tallet £ s& andengradsligningen
kx*=2x+3 = 0

har netop én lgsning.

Ligningen er pa formen ax’ +bx+c = 0 med a=k, b=-2, c=3,
sa diskriminanten er d = b’—dac = (-2)'-4k3 = 4-12k

Vi vil finde ud af hvornér der er én lgsning, dvs. vi vil finde ud af hvornar d er 0:
4—12k = 0 erensbetydende med at k=1

Ligningen kx> —2x+3 = 0 har netop én losning ndr k = %
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55. Les andengradsligning.

55a. En andengradsligning
ax’* +bx+c = 0 , a#0

kan vi lagse sddan:

Forst udregner vi diskriminanten:

d = b*—4ac

Sa bruger vi folgende regel:

Hvis d <0 har ligningen ingen lesninger.

Hvis d =0 har ligningen losningen ;—b
a

Hvis d > 0 har ligningen lgsningerne —b=vd_ og —b+d
2a 2a
Bemerkning

Bade nar d =0 og d > 0 er losningerne

~b*d

2a Formlen for at lose andengradsligninger.

55b. Eksempel Los andengradsligning

Ligningen
3x% —2x—1 =0
er af typen

ax’ +bx+c = 0

a=3, b=-2 og c=-1

Diskriminanten er

d = b*—4ac = (-2)>-43(-1) = 16

Da d>0 har lieningen lgsningerne

b=Jd _ —-(=2)-+l6 2-4 1

2a 2-3 6 3
b+d _ (D16 _ 2+4
2a 2-3 6

Konklusion:

Ligningen 3x2 -2x—1 = 0 har losningerne —% og 1
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56. Ligninger af typen x”=r.

56a. Opleg Ligninger af typen x*=r

Nir x=3 er x> = xx =33 =9
Nir x=-3 er x> = xx = (-3)(=3) = 9

x2=9 netopnar x=-3 eller x=3

56b. Regel for at lose ligninger af typen x> =r

Nér n ernegativ: X=n har ingen lgsninger da et tal ganget med sig selv ikke kan give
noget negativt (+-+=+, 0-0=0, ——=+).
=0 har lesningen x=0.

Nér p er positiv: X*=p har to lgsninger: x = —\/; eller x= \/; da kvadratroden
af p er det tal som ganget med sig selv giver p .

56¢c. Eksempel Ligninger af typen (udtryk )* =r

Vi vil lgse ligningen
(x+2)? = 9

Af regel 56b far vi
x+2 = =9  eller x+2 =+/9
x+2 =3 eller x+2 =3

dvs.
x=-5 eller x=1

56d. Eksempel Andengradsligning uden x-led

Nér en andengradsligning ikke har noget x-led, kan vi lose den ved at omskrive og bruge regel 56b:

2x2-6 =0
2x2 = 6
x2=3

x=—J3 eller x:\/g
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57. Bevis for formlen for losning af andengradsligninger.

(2ax+b)* = (2ax)* +b*+2-2ax-b ifelge formlen (u+v)? = u® +v* + 2uv
(1) (2ax + b)2 = 4a’x* +b* +4abx Her har vi omskrevet hgjre side
Vi omskriver andengradsligningen: Vi bruger nu de tre dele af 56b:
I ligningen Hvis d <0 :
ax’ +bx+c = 0 , a#0 Qax+b)* = d
ganger vi begge sider med 4 a : har ingen lgsninger
4a-(ax2+bx+c)= 4a-0 Hvis d =0 :
Vi ganger ind i parentesen: (2ax + b)2 =0
4a*x? +4abx +4ac = 0 2ax+b = 0
-b
Vi legger diskriminanten d = b*—4ac til begge sider: x = 22
a
2.2 2_ _ 2_
| 4a”x” +4abx +4ac + b —4ac 0 + b™—4ac Hvis d >0 -
Vi reducerer: (2ax + b)2 —d
4a’x* +dabx+b*> = d dax+b = i\/z
Af (1) farvi Dax = —b+A/d
(2ax+b)> = d —bt-d
X = ——
2a
Nu har vi bevist alle tre dele af

reglen i ramme 55a.

58. Regel for at faktorisere andengradspolynomium

Hvis andengradspolynomiet f(x) = ax?+bx+c, a#0 har nulpunkterne x; og x, , er

J(x) = a(x—x))(Xx—=Xp) <o éformlen for at faktorisere et andengradspolynomium
Nér vi skriver andengradspolynomiet sddan, s har vi faktoriseret andengradspolynomiet.

Tal der ganges, kaldes faktorer. Her er der tre faktorer, nemlig a , x—x; og x—x, .

59. Eksempler pa faktorisering af andengradspolynomium

59a. Vi vil faktorisere andengradspolynomiet f(x)= 2x% +5x-3

Vi bruger formlen for at lose andengradsligninger og far at

2x? +5x-3=0 har losningerne % og -3

Vi bruger formlen for at faktorisere et andengradspolynomium og far at

=20 - 3)(x -3 :
S () (x 2 )(x ( )) Vi ganger 2 ind i parentesen for at undga :
f(x)=Q2x-D(x+3) B brek. Ellers havde vi ikke ganget ind.

59b. I g(x)=x2+4x+4 er a=1 ogrodderne er begge —2 , sa faktoriseringen er

glx) = 1-(x—(-2)-(x—(2)) = (x+2)-(x+2) = (x+2)2.
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60. Find forskrift for andengradspolynomium

60a. Find forskrift nar der er givet nulpunkter og et punkt pa grafen

Vi har faet at vide at
f(x) = ax? +bx+c
f(x) har nulpunkterne 2 og 5 (I stedet kunne veare oplyst at /(2)=0 og f(5)=0)
punktet (3, 8) ligger pé grafen for f(x) (I stedet kunne vaere oplyst at f(3)=8)

Vivil finde a, b og c.

Vi indsatter 1 formlen for at faktorisere et andengradspolynomium:

f(x)=a(x=2)(x-5)
Naér vi indsaetter et grafpunkts x-koordinat 1 forskriften og regner ud,
sé far vi grafpunktets y-koordinat. Da (3, 8) ligger pa grafen, er
a3-2)3-5)=8
dvs. al(-2)=8,saa=—4.

Vifir  f(x) = —4(x—2)(x—5) = —4x” +28x—40 Nedenfor er vist to mader at udregne dette pi. |

s& a=-4, b=28 og c=-40 /
Uden hjzlpemidler: /

—4(x=2)(x=5) = (-4x+8)(x=5) = —4x*> +20x+8x—40 = —4x> +28x—40
Med Nspire: expand(-4- (x—2)- (x—5)) = -4 x2+428- x—40

60b. Find forskrift nar der er givet y-akse-skaering og to andre andre punkter pa grafen

Vi har faet at vide at
f(x) = ax? +bx+c
punkterne (0,5), (2,1), (4,5) ligger pa grafen for f(x) (I stedet kunne vare oplyst at
fO)=5, f)=1, f(4H=5)
Vivil finde a, b og c.
Da grafen skaerer y-akseni (0,5),er c=5, sé
f(x) = ax® +bx+5
Da (2,1) og (4,5) ligger pé grafen, er
a2’ +b2+5=1
a4’ +b4+5=5

Nspire loser dette ligningssystem mht. a og b og far a=1 og b=-4,
s& a=1, b=-4 og c=5

Uden hjelpemidler kan vi lose ligningssystemet saddan:

I: 4a+2b=—4 Dette indsatter vi i Il og far
II:  16a+4b=0 b=-4-1

ASTI far vi b=-4

Il:  b=-4a

Dette indsetter vi i [ og far
4a+2-(—4a)=-4
—4a=-4
a=1
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61. Nulregel

61a. Opleg Nulregel
Vi ganger to tal:

3:2 =6
0-2 =0
3:0 =0

Hvis resultatet skal veere 0,
sa ma en af faktorerne vere 0.

Hvis (x+2)-4 =0
ma x+2 =0 eller 4=0
dvs. x+2 =0

sa x=-2

61b. Seetning Nulregel

At et produkt er 0

er det samme som at  en af faktorerne er ()

Dvs. udtrykl - udtryk2 = 0
er det samme som udtrykl =0  eller udtryk2 =10

61c. Eksempel Nulregel

Vi vil lese ligningen
(x+2)-(2x-6) = 0
Vi bruger nulreglen og far
x+2 =0 eller 2x-6=0

dvs.
x=-2 eller x=3

61d. Andengradsligning uden konstantled Kan loses med nulregel

2x% —5x = 0
x-2x-5) =0

x=0 eller 2x-5=0

5

x=0 eller x=3
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Funktionerne sinus og cosinus

62. Funktionerne sinus og cosinus

Her er et eksempel pa en funktion hvor forskriften indeholder sinus:
f(x)=5sin(2x)+3 .

Nér sin og cos er 1 en forskrift for en funktion:
Hvert matematikfelt hvor funktionen bruges, skal indstilles til radianer.

Hvert grafvindue hvor funktionen bruges, skal indstilles til at bruge radianer 1 grafer (ikke 1
geometri).

Grafer for sin og cos

y
; sin(x)
\\ / \ \ » AN /./ x
—/? \ )T 41
y
} cos(x)
<« . om T\ 4

Find pa begge grafer grafstykket hvor 0 <x <2m.

Forskyd dette grafstykke 2w mod hgjre. Sa far du den naeste del af grafen.
Enhver del af grafen kan du fa frem ved et antal gange at forskyde dette grafstykke 2w mod
hgjre eller venstre.

For begge grafer galder:
y-koordinaterne til grafpunkterne er tallene i intervallet 1<y <1 .

Egenskaber ved sin og cos

For alle tal x geelder:
—1<sin(x) <1
—1<cos(x)<1
sin(x + 2 1) = sin(x)
cos(x + 2 m) = cos(x)

En funktion af typen f'(x) = a-sin(b-x + ¢) +d har en belgeformet graf som gentager sig
selv. Afstanden mellem to belgetoppe kaldes perioden.

periode —2n storsteverdi =d + a mindsteverdi =d —a
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