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Englanderen Isaac Newton (1642-1727) opfandt i 1665 integralregningen.
Tyskeren Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) opfandt i 1675 integralregningen.
Ingen af dem offentliggjorde deres opfindelse med det samme. Leibniz offentliggjorde for Newton.

Dette hafte indeholder et historisk forleb til gymnasiets matematikundervisning pd A- og B-niveau.
Det kan indgé som en del af et mundtligt eksamensspergsmal i integralregning.
Der er krav om historisk forlab.

Ovelserne pa side 5-8 gor det nemt for eleverne at arbejde pa at s&tte sig ind 1 det stof der star pa
side 1-4. Nar eleverne lgser gvelserne, far de samtidig repeteret noget grundleeggende stof.
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Afsnit 1 Indledning

11675 opfandt Leibniz integralregningen.

Nér du gennemarbejder dette hafte, fir du et indtryk af hvordan Leibniz opfandt
integralregningen.

I dette haefte har vi ikke brugt samme eksempler og skrivemade som Leibniz brugte i det han

skrev.

Afsnit 2 En speciel brokregel

11 For at kunne sette pa felles brokstreg vil vi skaffe samme navner i
3 4 de to breker. Dette gor vi ved at forlenge brekerne.
1-4 3-1 . .
= 3.4 3.4 Forste brok forlenger vi med 4, og anden brek forlenger vi med 3.
4 3 . . .
= 3.4 3.4 Vi reducerer de to tellere: én gange et tal er lig tallet.
_ 4-3 Vi bruger reglen for at traekke brek fra brek nar de har samme
3-4 naevner: Navneren beholdes og teller trekkes fra teller.
_ 1
3-4

Ovenfor lavede vi en udregning med 3 og 4. Vi kan lave tilsvarende udregninger med 4 og 5,

og med 5 og 6, osv. Der gaelder:

1 I 1
3473 4
1 I 1

O 574
1 I 1
56 5 6
Osv.

Afsnit 3 En smart udregning af en sum

Reglen (1) fra afsnit 2 ovenfor vil vi bruge til at leegge 99 tal sammen pé en nem made.

Vi omskriver hvert af de 99 tal ved hjelp af regel (1).

Sa far vi nogle tal der gar ud med hinanden to og to sd kun forste og sidste tal er tilbage:

1 1 1 1 1
— + —— F —— + e+ + -
1-2 3 34 98-99  99-100
1 1 I 1 I 1 1 1 1 1
e i e e et s t | ——— |+ | =] =
[1 2} (2 3) [3 4} (98 99) (99 100)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Tt t— -t — - — =
1 2 2 3 3 4 98 99 99 100
11 _3
1 100 100
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Afsnit 4 Princippet i den smarte udregning af sum kan ogsd bruges i nogle andre tilfeelde
I afsnit 3 startede vi med en sum
YitYa+ o+,
S4a fandt vi tal
Po P1 P2 = Pn
sa
N=Po=—P1 Yo=P1=P2 = Vn=Pn1"Pn
Herefter kunne vi nemt udregne summen fordi p-tallene gér ud mod hinanden to og to:
Vityyt+ o +y, =
@) (Po=p1) + (Pr=p2) + -+ + (Pucy =) =
Po~ Pn

Ved at bruge andre omskrivninger end (1) kan metoden (2) bruges pa nogle summer der ikke
ligner summen fra afsnit 3.

I afsnit 3 var

1 1 1
y1—§ yz—ﬁ yn_y99_99.100
0og
D L B
Po 1 P1 5 P> 3 Pn = P99 100

Afsnit 5 En sum der er ca. lig arealet mellem f-graf og x-akse

Leibniz havde arbejdet med metoden (2) fra afsnit 4 og ville prove ogsd at bruge den til at
udregne arealer. Dette forte til at han opfandt integralregningen.

Vi vil finde arealet mellem f-graf og x-akse y
(se figur til hejre).

Vi deler arealet op i lodrette strimler der alle har ’&

bredden 1 enhed (se figur nedenfor til hgjre).

Den forste strimmel er ca. lig et rektangel med a b *
bredde 1 og hojde y;, sd arealet er ca. y;.

Arealet af n@ste strimmel er ca. y,. ¥

Osv.

Hele arealet er altsa ca. lig

©) MY+ Y, BENE .
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Afsnit 6 Forberedelse af smart udregning af sum der er ca. lig areal mellem f-graf og x-akse

Vi forsgger at bruge metoden (2) fra afsnit 4 til y
at udregne summen (3) fra afsnit 5.

Vi valger et tal p,.
S kender vi tallene py og i, ¥2, =+, ¥y »

og viudregner p;, p,, -+, p, sadan:

Pr1=DPot N
Pr=p1+ )2 Pn

Pn=Pn-1tVy

Vi afsatter n+1 punkter som vist pd figuren til hojre )2
sddan at der er én enhed mellem “stolperne”. P

Po

Afsnit 7 Smart udregning af summen der er ca. lig arealet mellem f-graf og x-akse

Vi forestiller os at vi har en funktion g hvis graf gar y
gennem de n+1 punkter fra afsnit 6
(se figuren til hojre).

Da
po = g(a)
Py =8(D) g
0g
Y1=DP1— Do
Yo=DP2— P

Pn

Yn=Pn— Pn-a

kan vi udregne arealet mellem f-graf og x-akse sidan:

Areal = yi+y,+ - 4y,
= (pi=po) + (P2—p1) + = + (Py = Paci)
= Pn—DPo

g(b)—g(a)

Der galder altsa

@) Areal =~ g(b)—g(a) ’&

g(b)—g(a)
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Afsnit 8 Hvordan vi kan finde g y

Formlen (4) fra afsnit 7 er vigtig fordi vi ofte
kan finde g nar vi kender f .

Nu kommer forklaringen pa dette.

Pé figuren til hejre har vi tegnet linjen s der gar
gennem Q og R, ogtangenten ¢ 1 R.

g'(x) haldningskoefficient for ¢

Q

haldningskoefficient for s
- PP
)
= f(x)
Vi kan gore det samme med andre vardier af x, s

(©)) g'x) = f(x)

Vi kan altsé finde g ved at finde en funktion som giver f nar vi differentierer den.

Afsnit 9 En nojagtig arealberegningsmetode (dvs. integralregning)

Formlerne (4) og (5) gelder mere nejagtigt hvis vi bruger en enhed der er mindre (dvs. bruger
smallere strimler).

Leibniz forestillede sig at der fandtes tal som er uendelig smé, men ikke er 0.
Han sagde at hvis vi lader enheden vere sadan et uendelig lille tal,
sd vil der gelde = i stedet for = 1(4) og (5), dvs.

Hyvis vi kan finde en funktion g der differentieret giver f,
(6) sa kan vi udregne arealet mellem f~grafen og x-aksen
ved hjelp af formlen Areal = g(b)—g(a) .

Der er ikke uendelig sma tal i de tal vi regner med i gymnasiets matematikundervisning.

Det er muligt at forestille sig nogle uendelig smé tal pa sddan en made at man kan bruge dem
til at finde korrekte formler.

Afsnit 10 Eksempel pd brug af den najagtige arealberegningsmetode (dvs. integralregning)
Det er metoden (6) fra afsnit 9 vi plejer at bruge. y

Vi vil udregne arealet mellem f-graf og x-akse nér

_2 1 32
f(x)—x+1 , §Sx<g,

De funktioner, som differentieret giver f, er

F(x) =2In(x)+x+c .

Vi kan vaelge den simpleste af dem, dvs. den hvor ¢=0:

2, Y
areal = LS (;+1)dx = 2In(x)+x] > =
5 B

(2InGE)+32) - 2InD)+1) = 2In(Z)+5
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Ovelse 1
Hvilke af folgende tal er lige store?

(M @ 2 @ 2

+3 53
® 2 © 2+4 a0

DN »|o

+

(7

W

Ovelse 2

Hvilke af folgende tal er lige store?

mL @0
N we—me ® - O

Ovelse 3

Saet pé felles brokstreg. Skriv mellemregninger.

2.1
) 242 =
()3+5

Ovelse 4

Gor rede for at hvis m er 1 storre end n, dvs. hvis m=n+1, sa er

Ovelse 5
(a) Reducér:
a-a-a-a = a-ab =
(b) St pa felles brokstreg. Skriv mellemregninger.
1 1

at @

(c) Bevis folgende ved at satte pd faelles brokstreg:
1 1 1

ok T gkl ok

(d) Brugreglen fra (c) til at omskrive nedenstdende. Du skal ikke udregne potenserne.

1 - 1 r_
24 23 2? 2
(e) Brug metoden (2) fra afsnit 4 pa side 2 til at udregne nedenstaende sum.
1 1 1 1
J— + _ + JR— + ces + - =
2 22 2 2"

( )+ )+ )+ -+ )=

Hvordan Leibniz opfandt integralregningen 5 2012 Karsten Juul



Ovelse 6

Figuren til hojre stammer fra afsnit 5. I dette afsnit er
omtalt et rektangel med hejde y; og bredde 1 som ligger i
den forste strimmel.

(a) Tegn dette rektangel.

(b) Tegn ogsé rektanglet med hejde y, 1 neste strimmel.

Ovelse 7

I denne ovelse har bogstavbetegnelserne samme betydning
som 1

afsnit 5 pé side 2
afsnit 6 pé side 3
afsnit 7 pa side 3

bortset fra at vi bruger grafen gverst til hgjre i stedet for
grafen 1 afsnit 5.

(@ a-= , b= , n =

b) ¥y = , Vo = s V3 =

(c) Velgatsaztte p; = 0,8 .
P = > Py = s> P3 =

(d) Ikoordinatsystemet til hajre skal du tegne punkter svarende 1

til punkterne i koordinatsystemet i afsnit 6.

(e) Tegn grafen for g.

) ga) = , gb) =

(g) Regel (4) fra afsnit 7 siger at for omradet
mellem f-grafen og x-aksen er

areal ~ - =

Ovelse 8

(a) Tafsnit 6 afsatte vi punkter ud fra grafen i afsnit 5.
I denne gvelse skal du pa tilsvarende made afsatte
punkter ud fra grafen nedenfor. Bemerk at enheden
er mindre end 1 ovelse 7.

(b) Tegn g-grafen gennem disse punkter.

(c) Tallet g( )—&( ) =
er en tilneermet verdi for arealet mellem f-grafen

og x-aksen.

B

1

y
a b "
y
j
1 e
4”/
7
X
1
y
; X
1

“-..den 1 eksamensopgaver. (Hvis metoden
“"skulle give et resultat med stor ngjag-

Dette er teori. Du skal ikke bruge meto-

tighed, sd maétte vi dele op 1 s& mange
strimler at en computer var nadvendig).
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Ovelse 9
(a) I'summen (a;—a,)+(ay—az)+-—-+(as—ag)

har vi skrevert --- 1 stedet for nogle led. Skriv disse led:

(b) I'summen (a,—aj)+(a3—a,)+-—-+(a,—a,_)

er det naestsidste led

Ovelse 10
@ (g2-a3)+(q3—a4)+ (g4 —q5)+ (g5 —96) + (26 —q7) =
(b) (15 —ry)+(rs—15)+ (s —r5)+ (5 —14) =

© (sy—s1)+(s5—59)++(s,—5,) =

Ovelse 11
X 2 3 4 5 X 0 1 2 3
f(x) | 155 | 18,0 | 20,5 | 23,0 g(x) 5 6 8 11
Kun én af funktionerne f* og g erlinezr. Deter ~  og dens haldningskoefficient er
Ovelse 12
Funktionerne f og g er line@re. Udfyld tabellerne uden at finde forskrifterne.
X 1 2 3 4 X 3 4 5 6
f(x) 17 22 g(x) 50 100
f's haeldningskoefficient er . g's heldningskoefficient er
Ovelse 13
y Y Y
k l m
, /
d
b ©
X X 1 1 X
L3 23
Af formlen a =22"2L firviat k's haldningskoefficient = — = =
X2 =X -
['s haeldningskoefficient =
m 's heldningskoefficient = (Skriv et udtryk med bogstaver).
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Ovelse 14

(b)

(©)

(d)

(e)

(a) Huvilke af folgende seks tal er ens?

(1 g'w) @ h-k

2) g'(v) (5) t'sheldningskoefficient

(3) k—nh (6) m's haldningskoefficient
(b) Tegn den tangent hvis haldningskoefficient er g'(u) .
Ovelse 15
(a) Arealet mellem grafen og x-aksen skal du dele op

1 strimler af bredde 1 som vist i afsnit 5 pa side 2.

I afsnit 5 er omtalt nogle rektangler hvis arealer er
ca. lig arealerne af strimlerne. Tegn de tilsvarende
rektangler her (ikke andre som du synes er bedre).

Vi ser at rektanglernes samlede areal er lidt storre
end arealet mellem graf og x-akse, og at forskellen
pa arealerne er de dele af rektanglerne der er over
grafen. Marker disse dele.

Pé den nederste af de to figurer er enheden mindre,
sa rektanglernes samlede areal bliver en bedre

tilnermelse til arealet mellem graf og x-akse. Besvar

spoargsmaél (a), (b) og (c) for den nederste figur.

Leibniz sagde at rektanglernes samlede areal er
ngjagtig lig arealet mellem grafen og x-aksen nér
enheden er

Ovelse 16

(a)

(b)

(©)

(d)

(e)

P& begge figurer skal du tegne tangenten ¢ til
grafen i punktet P.

Bemark at enheden er mindre pé nederste figur.
Pa begge figurer skal du tegne linjen m der gér
gennem P og det grafpunkt O hvis x-koordinat
er 1 enhed mindre end P's x-koordinat.

Bemerk at enheden er mindre pd nederste figur.

m's heldningskoefficient er en tilnermelse til
tangentens haldningskoefficient.

Tilnermelsen er bedst pa nederste figur fordi
enheden er mindre.

Leibniz sagde at m 's haldningskoefficient er
ngjagtig lig tangentens haldningskoefficient nar
enheden er

Pa gverste figur er
m 's heldningskoefficient = — =

Pa nederste figur er
m 's heldningskoefficient = - =
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Ovelse 17
Vi har faet oplyst at

h(x)=2"""
og at
h'(x)=g(x)

Ved at bruge metoden (6) fra side 4 far vi

Areal af M = - =

Ovelse 18

Det er oplyst at
m'(x)=n(x).

Hvilke af folgende 6 udtryk er samme tal?
(1) areal mellem m-graf og x-akse

(2) areal mellem n-graf og x-akse
3 m(2)-m(0)

4)  m(0)-m(2)

() m0)-n2)

6)  n(2)-n(0)

Ovelse 19
Det er oplyst at
J'(x)=h(x).
(a) Huvilke af folgende udtryk er samme tal?
(1) areal mellem A-graf og x-akse
(2) areal mellem f-graf og x-akse
3 f)-f(=2)
4 h(2)-h(=2)

(b) Arealet mellem A-grafen og x-aksen er ca.

X
3
y
t X
1 2
y
|
“““ h
1
X
2
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