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Det er kortsigtet at lase en opgave ved blot at udskifte tallene 1
en besvarelse af en tilsvarende opgave. Dette skyldes at man sa
normalt ikke beskeeftiger sig effektivt med de grundmetoder

som besvarelsen er sammensat af.

Ved losning af hjemmeopgaver 1 et nyt emne kan det virke
uoverkommeligt at finde frem til de relevante grundmetoder,
selv om disse har varet gennemgéet i timerne. I dette hefte er
grundmetoderne derfor skrevet i rammer som der henvises til 1

opgaverne.

I modsatning til hvad der ofte er tilfeldet, beskriver dette hefte
grundmetoderne pa sddan en mide at ogsd en begynder i emnet

vil opfatte det som metoder.






Opgave Diff 1

) )
A

> (D) > (D)

Begge billeder viser grafen for funktionen x”. P4 hver af billederne er ogsd tegnet en af graf-
ens tangenter. Der er en smart metode til at udregne tangenters haldningskoefficienter: Man
skal bruge noget som kaldes funktionens differentialkvotient. I mange formelsamlinger og
leereboger star at

funktionen x* har differentialkvotienten 2-x.

Dette kan ogsa skrives sddan

!

(xz) =2x
eller sddan
Hvis f(x)=x", sder f'(x)=2-x.

Ramme 1 Udregning af haeldningskoefficienten » for tangenten pa billedet til venstre.

Da
1) x har differentialkvotienten 2-x og
2) reringspunktet for tangenten har x-koordinaten 0,5

s& kan man finde haldningskoefficienten for tangenten ved at
indsatte 0,5 for x 1 2-x .

Tangenten har altsd haldningskoefficienten » =1.

Brug metoden fra ramme 1 til at finde haldningskoefficienten s for tangenten pa billedet til
hajre.

Find differentialkvotienten for % 1 en formelsamling eller en leerebog. Brug den til for funk-

tionen % at finde haldningskoefficienten for tangenten til grafen i punktet med x-koordinat

25.
Opgaven fortscetter pad neeste side!
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Vi ser igen p4 grafen for x*. Find haldningskoefficienten for den tangent hvis reringspunkt
har x-koordinaten 2, og for den tangent hvis reringspunkt har x-koordinaten 2,3. En af graf-

ens tangenter har heldningskoefficienten 11. Find x-koordinaten til reringspunktet for denne
tangent.

Opgave Diff 2

Ramme 2 Differentialkvotient for x”

! ! !

(x3) =3x* (x4) =4.x (xs) =5x* Osv.

Brug metoden fra ramme 2 til at finde differentialkvotienten af x°.

Nu lader vi p vere et bestemt tal, men du far ikke at vide hvad det er for et tal. Skriv et

udtryk med x og p som er differentialkvotienten af x” .

Ramme 3 Differentialkvotient for "konstant gange funktion"

! ! !

(7-x3)'=7~(x3) , (—x4) =(n-2t) ==Y =—(x4) , Osv.

De mellemregninger som er skrevet med smat, skrives normalt ikke.

Brug metoderne fra rammerne 2 og 3 til at finde differentialkvotienten for hver af funktion-

erne 2-x° og —x".

Ramme 4 Differentialkvotient for "konstant plus funktion"

(13+2-x3)’:(2-x3)’ , (x2+%),=(x2)’ , (7—x4)! =(7 + (7x4))’ =(—x4)’ ,

(\/§+x4—7)’ (st e :(x4) , Osv.

De mellemregninger som er skrevet med smat, skrives normalt ikke.

Brug metoderne fra rammerne 2, 3 og 4 til at finde differentialkvotienten for hver af funk-
tionerne 2-x° +4 og 1-2:x" .

Ramme § Differentialkvotient for "funktion plus funktion"

! !

() =) =) L ) =) ) L o

Brug metoden fra ramme 5 til at bestemme differentialkvotienten for hver af funktionerne

2x° +1 og x*—5x".

Kom i gang-opgaver til differentialregning Side 2 af 15 5/8-04 Karsten Juul



Opgave Diff 3

Ramme 6 Differentialkvotient for " x "

!

(x) =1

Brug metoderne fra rammerne 3 og 6 til at finde differentialkvotienten for funktionen 3-x.

Ramme 7 Differentialkvotient for "konstant"

52)=0 ., [B)=0 . o

Brug metoderne fra rammerne 5, 3, 6 og 7 til at finde differentialkvotienten for funktionen
Zx+4.
3

Man far ikke differentialkvotienten af 2-x hvis man differentierer pa begge sider af gange-

'
2 2

prikken. Begrund dette ved at udregne bade (g-x)' og (g)'-(x) .

Sla op i en formelsamling eller en leerebog og find differentialkvotienten for f(x)- g(x) .
Brug denne formel til at finde differentialkvotienten for %-x. Nar resultatet reduceres, skulle
det gerne give det samme som du fik for. Kontrollér dette.

Find differentialkvotienten for funktionen 0,2-x° —4,6-x +3,5 .

Opgave Diff 4

S14 op 1 en formelsamling eller en lerebog og find differentialkvotienten for % . Da

ab 6

a % = —, er — = 6-— . Brug dette og metoden fra ramme 3 til at finde differen-

1
X X
) ) 6
tialkvotienten for —.
X

()

Sla op i en formelsamling eller en leerebog og find differentialkvotienten for T . Brug
g(x

denne formel til at finde differentialkvotienten for 6 . Nar resultatet reduceres, skulle det
X

gerne give det samme som du fik for. Kontrollér dette.

Hvilken brek skal man gange % med hvis resultatet skal vere lig % ? Brug dette og
X

metoden fra ramme 3 til at finde differentialkvotienten for %
X
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Opgave Diff S

Ramme 8 Udtrykket "differentialkvotienten i 4" og symbolet f'(4)
Hvis f(x)=2x",sder f'(x)=6-x".Om funktionen f(x) galder

1) "Differentialkvotienten i 4" er "det tal som 6-x’ bliver nir 4 indszttes
for x".

2) f'(4) er "det talsom 6-x bliver nir 4 inds=ttes for x".
3) f'(4) er "Differentialkvotienten i 4".

4) f'(4) er "hezeldningskoefficienten for tangenten til grafen i punktet med
x-koordinat 4".

Brug oplysningerne i ramme 8 til at lose folgende opgaver:

a) For funktionen f(x) = x° +3-x skal du finde differentialkvotienten i —2 .
b) For funktionen f(x) = 2-x> -5 skal du finde f'(3).

c¢) For funktionen f(x) = 11—-x’ skal du finde haldningskoefficienten for tangenten til
grafen i punktet med x-koordinat 2.

d) For funktionen f(x) = 4—% skal du finde f'(2). Find desuden et tal k som ikke
er2,sa f'(k)=1'12).

Opgave Diff 6

Brug metoder fra de foregdende opgavers rammer til at lose folgende opgaver:

a) En funktion f er givetved f(x)=x"—4x>+15.
Bestem f'(x).
3

b) Bestem f'(2) nar f(x)z%.

¢) Bestem f'(=1) nar f(x) =i+2;x.
3x 3

d) En funktion f er bestemt ved f(x)=2-x"—x.
Bestem f'(x).
Bestem f'(3).
Hvilket tal skal indsettes for x hvis f'(x) skal blive 3?
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Opgave Diff 7

Tallene 1 rammen er tilfaeldige og har ikke noget at gere med figuren.

Ramme 9 Givet: punkt pé linjen og dennes haldningskoefficient. Find: ligning for linjen.
— Hyvis en linje har haeldningskoefficienten 3 og gar gennem punktet P(2,5),

sé er ligningen y —5 =3-(x—2) en ligning for linjen.
— Hyvis en linje har haldningskoefficienten —4 og gér gennem punktet P(5,—1),

sd er ligningen y —(-1) = —4-(x—%) en ligning for linjen.

—  Osv.

1.3 1

> (1)

Den krumme kurve pé billedet er grafen for en funktion. Den rette linje er en af tangenterne til
denne graf. Brug metoden fra ramme 9 til at finde en ligning for denne tangent.

Brug den ligning du har fundet, til at finde ud af hvor tangenten skarer y-aksen. Kontrollér
at dit svar passer med figuren.

Pé tangenten er der et punkt som har y-koordinaten 0. Brug den ligning du har fundet, til at
finde dette punkts x-koordinat. Kontrollér at dit svar passer med figuren.

Reglen i ramme 9 er forklaret ved hjelp af to eksempler og et "osv.". Hvis man i et af disse
eksempler

1) erstatter tallene med bogstaver og
2) skriver hvilke tal der ma skrives pa disse bogstavers pladser

sa far man en abstrakt formulering af reglen. Skriv en abstrakt formulering af reglen.

Grafen skarer y-aksen i punktet 4(0, 0,542) . Grafens tangent i dette punkt har haeldnings-
koefficienten —0,92 . Skriv en ligning for denne tangent.
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Opgave Diff 8

)

| > (1)
0,5

Den krumme kurve pa billedet er grafen for funktionen —0,2-x> + x.

Ramme 10 Givet: grafpunkts x-koordinat. Find: punktets y-koordinat.

Da

1) punktet P ligger pa grafen for funktionen —0,2-x* + x og

2) x-koordinaten for P er 0,5
s& kan man finde y-koordinaten for P ved at

udregne det tal som — 0,2-x* + x bliver nar 0,5 indsettes for x.
Altsd er k =-0,2-0,5% +0,5=0,45.

Ramme 11 Givet: raringspunkts x-koordinat. Find: tangents heldningskoefficient.
Da

1) den viste linje er tangent til grafen for funktionen —0,2-x” +x og

2) reringspunktets x-koordinat er 0,5

sa kan man finde linjens haeldningskoefficient ved at

!

1) differentiere: (— 0,2-x° + x) =-0,4x+1 og
2) udregne det tal som —0,4-x+1 bliver nar 0,5 indsettes for x.
Altsder a=-0,4-0,5+1=0,8.

Et af punkterne péd grafen har x-koordinaten 2. Dette punkt kalder vi 0. Brug metoden fra
ramme 10 til at finde y-koordinaten for Q.

Grafen har en tangent hvis reringspunkt er Q. Denne linje kalder vi m . Brug metoden fra
ramme 11 til at finde haeldningskoefficienten for m .

Brug metoden fra ramme 9 til at bestemme en ligning for linjen m .

Brug metoderne fra rammerne 9, 10 og 11 til at bestemme en ligning for den tangent hvis
reringspunkt har x-koordinaten 5.
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Opgave Diff 9

1,5

> (1)

Den krumme kurve pé billedet er grafen for funktionen x* +0,5 .
P& grafens venstre gren ligger et punkt P som har y-koordinaten 4,5. (P er ikke vist).

Ramme 12 Givet: grafpunkts y-koordinat. Find: punktets x-koordinat.

Da
1) P ligger pa grafen for funktionen x* +0,5 og
2) P har y-koordinaten 4,5

sd kan man finde x-koordinaten for P ved at
finde de tal der, nar de indsattes for x, far x> +0,5 til at blive 4,5.

Lesningerne til ligningen x*+0,5=4,5 er —2 og 2. Altsé har P x-koordinaten —2 .

En af tangenterne til grafen har heldningskoefficienten 4,5. Den reorer grafen i et punkt som
vi kalder Q. (Hverken Q eller tangenten i Q er vist pa billedet).

Ramme 13 Givet: tangents haeldningskoefficient. Find: reringspunktets x-koordinat.

Da
1) O ligger pa grafen for funktionen x> + 0,5 og
2) tangenten iQ har heldningskoefficienten 4,5

s& kan man finde x-koordinaten for QO ved at

1) differentiere: (x2 +O,5) =2x
2) finde de tal der, nér de indsettes for x, far 2.x til at blive 4,5.
Losningen til ligningen 2-x =4,5 er 2,25. Altsd har QO x-koordinaten 2,25 .

Opgaven fortscetter pd neeste side!
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Brug metoderne fra rammerne 12 og 13 til at finde de to tal som pa billedet er kaldt s og 7.

P& grafens venstre gren ligger et punkt R som har y-koordinaten 0,75. Brug metoderne i
rammerne 12 og 11 til at finde haeldningskoefficienten for grafens tangent i punktet R .

En linje med haldningskoefficient — 6 er tangent til grafen i et punkt som vi kalder U . Brug
metoderne fra rammerne 13 og 10 til at finde koordinatsattet for U .

Opgave Diff 10

Ramme 14 Udtrykket "funktionsverdieni4" og symbolet f(4)
Hvis vi kalder funktionen x°—x for f(x), si gelder
1) "Funktionsvaerdien i 4" er "det tal som x’>—x bliver nir 4 indszttes for x".

2) f(4) er "dettalsom x’>—x bliver nir 4 indszttes for x".
3) f(4) er "funktionsvzerdieni4".

4) f(4) er "y-koordinaten til det punkt pi grafen som har x-koordinaten 4".

I det folgende star **=* for et eller andet regneudtryk med x. Vi kalder dette regneudtryk for
g(x). Brug oplysningerne i ramme 14 til at skrive folgende s@tninger i en ny udgave hvor

det understregede er oversat til matematisk symbolsprog.

Hvis et punkt P ligger pa grafen for **+* og P har x-koordinaten 2, sa er y-koordinaten
for P lig det tal som **x* bliver ndr 2 indsaettes for x .

Hvis reringspunktet for en tangent til grafen for *#x* har x-koordinaten —1, sa er
roringspunktets y-koordinat det tal som ** bliver nar —I indsattes for x, da

roringspunktet ligger pa grafen.

Et punkt Q har x-koordinaten 8 og ligger pa grafen for en funktion /(x). Skriv med symbol-
er koordinatsattet for Q.

Brug reglerne fra nogle af rammerne til for funktionen f(x)=x’—7 at bestemme en
ligning for tangenten til grafen i punktet (2 , f (2)).

Brug computer til i samme koordinatsystem at fa tegnet bade
— grafen for f og

— linjen med den ligning du har fundet.

Kontrollér
— at linjen ser ud til at vaere tangent til grafen i det punkt hvis ferstekoordinat er 2.
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Opgave Diff 11

(2) (2)
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Ramme 15 Givet: Grafen for f (ovenfor til venstre). Find: f'(2).

Vi skal finde differentialkvotienten f'(2). Denne er lig haeldningskoefficienten for
tangenten 1 punktet med x-koordinat 2.

1) Denne tangent tegnes pa gjemél si den passer bedst muligt med grafen omkring
punktet med x-koordinat 2. (Se figuren ovenfor til hgjre).

2) Derefter bestemmes tangentens haldningskoefficient:

Koordinaterne til to punkter pa tangenten afleses: A(0, 4) og B(5,1.,5).

Tangentens haldningskoefficient er 1;5 _04 =-05.

Altsaer f'(2) =-0,5.

En funktion g er givet ved grafen nedenfor. Brug metoden fra ramme 15 til at finde g'(0).
Find det tal der skal indsettes for x hvis g'(x) skal blive 0. Brug en af oplysningerne i
ramme 14 til at finde tallet g(0).

Definitionsmangden for g er intervallet ]—1,5 ; 4.5 [ Brug punkt 4) i ramme 8 til at finde
ud af hvilke tal man kan indsettes for x hvis der skal gelde at g'(x) <0 ?

\

\\
/

> (1)
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Opgave Diff 12

)

N
e

™~

- (1)

L

A
e

Billedet viser grafen for en funktion g(x) hvis definitionsmaengde er | —4; 3;5][ .

Brug punkt 4) i ramme 14 til at finde tallet g(1), og til at finde ud af hvilke tal der kan
indsattes for x nar der skal geelde at g(x) <O0.

Brug punkt 4) i ramme 8 til at finde tallet g'(0), og til at finde ud af hvilke tal der kan
indsettes for x nar der skal gaelde at g'(x) < 0.

Funktionen g(x) er differentialkvotienten for en anden funktion som vi kalder 4(x) . Find ud
af hvilke tal der kan indsettes for x nar der skal geelde at A4'(x) > 0.

Tegn grafen for en eller anden funktion f(x) som opfylder alle folgende betingelser:
H f(@=1
2) For ethvert tal mindre end 2 gelder at nér det indsattes for x er f'(x)>1.

3) For ethvert tal storre end 2 geelder at nar det indsattes for x er f'(x)<1.
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Opgave Diff 13

Ramme 16 Givet: f'(x) Gorrede for: f(x) er voksende eller aftagende i et interval

Naér en funktions differentialkvotient er positiv i et interval, sd er funktionen voksende 1
intervallet, og ndr funktionens differentialkvotient er negativ i et interval, sé er funktionen
aftagende 1 intervallet. Her er to eksempler:

Da

1) x>—2x har differentialkvotienten 2x-2 , og
2) ]-oo;1[ eretinterval, og
3) 2x—2 bliver et negativt tal uanset hvilket tal fra ]-oco; 1[ der indsattes for x,

kan sluttes at

4) x*-2x eraftagendei ]-oo0;1[.

Da
1) §x3+2x har differentialkvotienten x’>+2 , og
2) R eretinterval, og

3) x’+2 bliver et positivt tal uanset hvilket tal fra R der indsattes for x ,
kan sluttes at

4) 1x’+2x ervoksendei R.

Brug nogle af metoderne fra rammerne 2-7 til at finde differentialkvotienten for funktionen
x°—3x . Brug metoden fra ramme 16 til at gore rede for at x’—3x er voksendei ]1;—oof.

Brug nogle af metoderne fra rammerne 2-7 til at finde differentialkvotienten for funktionen
l-x—x’ . Brug metoden fra ramme 16 til at gore rede for at 1-x—x’ er aftagende i R.

Nér f(x) er funktionen 2x’+34x , skal du bruge nogle af metoderne fra rammerne 2-7
til at finde finde f'(x) . Brug metoden fra ramme 16 til at gore rede for at f(x) er
voksende 1 R.

Vi vil nu undersege en funktion som vi kalder g(x). Billedet nedenfor viser grafen for
g'(x). Da billedet ikke viser grafen for g(x), kan metoden fra ramme 15 ikke bruges til at
finde en differentialkvotient for g(x). Find differentialkvotienten g'(4,5) . Brug metoden
fra ramme 16 til at gore rede for at g(x) er aftagende i intervallet |1; 7] .
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Opgave Diff 14

(2) ()
\ \

[y

[y

7 > (1) 7 > (1)

Som bekendt er betingelsen for at en funktion er voksende, at uanset hvilke to punkter man
velger pa grafen, si gelder at
(*) det af punkterne der har den storste x-koordinat,
har ogsé den storste y-koordinat.

P& grafen for f er vist to punkter. Vi ser at for disse to punkter gelder (). Og vi ser at hvis
vi veelger to andre punkter pa grafen, sa vil (%) ogsa gelde for dem. Altsd er f(x) en voksen-
de funktion selv om f'(x) ikke er et positivt tal for enhver vaerdi af x . Brug punkt 4) i ram-
me 8 til at finde det tal man skal indsatte for x forat f'(x) bliver 0.

P& grafen for g er vist to punkter. Disse to punkter har samme y-koordinat, sd g(x) er ikke
en voksende funktion. Da g'(x) er O for alle tal i et interval, er g(x) ikke voksende. Brug
punkt 4) i ramme 8 til at finde ud af hvilke tal man kan indsette for x nar g'(x) skal blive
0.

Brug reglen i ramme 18 til at gore rede for at funktionen f(x)=1x> —5x er aftagende i
intervallet ] —o0; 5].

Brug reglen i ramme 17 til at gore rede for at funktionen f(x)=1x’ —x* +x er voksende i
intervallet R.
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Ramme 17 Givet: f'(x) Gorrede for: at f(x) er voksende i et interval
Hvis

f'(x) er et positivt tal eller O for enhver vaerdi af x i et interval 7, og
f'(x) erikke O for alle tal i et interval der er en del af 7,

sa geelder at

f(x) er voksende i intervallet 7 .

Ramme 18 Givet: f'(x) Gor rede for: at f(x) er aftagende i et interval
Hvis

f'(x) er et negativt tal eller O for enhver veerdi af x i et interval /, og
f'(x) erikke O for alle tal i et interval der er en del af 7,

sd gaelder at

f(x) er aftagende i intervallet 7 .

Opgave Diff 15

Ramme 19 Givet: f'(x) Gor rede for: Fortegn for f”'(x)

Funktionen x° —6x” +9x har differentialkvotienten 3x> —12x+ 9, og ligningen
3x> —12x+9 = 0 har lesningerne 1 og 3.

Da differentialkvotienten 3x” —12x +9 kun kan skifte fortegn ved en veerdi af x hvor den
er 0 eller ikke defineret, ma den have samme fortegn for alle x-verdier 1 intervallet ]1; 3[,

sa da 2 liggeri ]1;3[ og 32> —122+9 er —3 som er negativ, mi 3x° —12x+9 vare
negativ for enhver x-vaerdii |1; 3[.

I ramme 19 underseges funktionen x* —6x> + 9x. Brug denne undersogelse sammen med

metoden fra ramme 18 at gore rede for at funktionen x* — 6x” +9x er aftagende i intervallet
[1;3].

Som naevnt i ramme 19 har funktionen x° —6x” + 9x differentialkvotienten 3x> —12x+9.

Brug metoden fra ramme 19 til at gore rede for at differentialkvotienten 3x*> —12x +9
bliver et positivt tal uanset hvilket tal fra intervallet ]3; co[ der indsettes for x.

Brug metoden fra ramme 17 til at gore rede for at funktionen x° —6x° +9x er voksende i
intervallet [3; oof .

Brug metoden fra rammerne 19 og 17 til at gore rede for at funktionen x° — 6x” +9x er
voksende i intervallet ]—oo; 1].
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Ramme 20 Monotoniforhold

Nar der stér at man skal finde monotoniforholdene for en funktion, si betyder det at man
skal finde ud af hvor funktionen vokser, og hvor funktionen aftager.

Man kan bruge metoderne i rammerne 16-19 til at finde monotoniforholdene (og til at
begrunde at de er som man pastar).

Facit kan skrives sadan:
x” +3x” er voksende i ]—o0; —2], aftagende i [-2; 0] og voksende i [0; oo .
Hvis en funktion 1 er kaldt f(x), kan facit skrives sadan:
X

f eraftagende i |—oo; O[ og aftagende i ]0; oof .

Opgave Diff 16

Lad f(x) betegne funktionen +x* —8x.
Brug metoderne fra rammerne 2-7 til at finde differentialkvotienten f'(x).
Find losningerne til ligningen f'(x)=0.

Brug metoden fra ramme 19 til at finde de vaerdier af x hvor f'(x) er positiv, og de
verdier af x hvor f'(x) er negativ.

Laes ramme 20, og brug metoden fra rammerne 17 og 18 til at finde monotoniforholdene

for f(x).

Opgave Diff 17

Laes ramme 20, og bestem monotoniforholdene for funktionen
f(x)=x-1x>.
Brug computer til at f tegnet grafen for f(x).

Kontrollér at de monotoniforhold du har angivet, er 1 overensstemmelse med grafen.
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Opgave Diff 18

En funktion f er givet ved
f(x)=2x" —3x> —12x.
Bestem monotoniforholdene for f .
Bestem en ligning for den linje / som er tangent til grafen for f i punktet (3, f(3) )
Grafen for f har en anden tangent m der er parallel med /.

Bestem koordinatszattet til reringspunktet for tangenten m .

Brug computer til 1 samme koordinatsystem at fa tegnet bade
— grafen for [,

— linjen med den ligning du har fundet, og
— punktet med det koordinatset du har fundet.

Kontrollér
— at de monotoniforhold du har fundet, er i overensstemmelse med figuren,
— at linjen ser ud til at vaere tangent til grafen i det punkt hvis ferstekoordinat er 3, og

— at det fundne punkt ligger korrekt, herunder at det ser ud til at hvis man tegnede
tangenten i punktet, ville den vere parallel med /.
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