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1. Stamfunktion

1.01 Ovelse

Bestem ved aflesning pé figur la:
(1) g'(4) og f(4).
(2) £'(0) og f(0).

1.02 Oplaeg om stamfunktion

Figur 1a viser graferne for funktionerne f(x)

og g(x).

Da /'s haldningskoefficient er 1, er
g'2)=1.

Da P's andenkoordinater 1, er
f2)=1.

Nér x =2 gelder altsa

(*) g'(x) = f(x).

Hvis man foretager tilsvarende afleesninger for
en anden verdi af x, vil man finde at (%) ogsd

gaelder for denne verdi af x.
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Figur l1a

1.03 Ovelse

(a) Angiv to funktioner hvis differentialkvotient er 2x.

(b) Angiv to funktioner hvis differentialkvotient er 2x +1.
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1.04 Definition af stamfunktion

(1b) Definition

At
F(x) er en stamfunktion til f(x)
betyder et
Fi(x)=f(x) .
Eksempel

Differentialkvotienten af x> er 3x2 , og
differentialkvotienten af x> +5 er 3x2 , sa

bade x° og x> +5 er stamfunktioner til 3x? .

1.05 Ovelse

Figur 1c viser graferne for fire funktioner. Det oplyses at enhver af funktionerne f°, g
og h er stamfunktion til en af funktionerne f, g, & og p . Afger for hver af
funktionerne f, g og 4 hvilken funktion den er stamfunktion til.

2) 2) 2) 2)
AT, A nl A A
/ Hf - \ A< (1)
B, \ 7
= =) = =>(0)

Figur 1c

1.06 Kontrol af stamfunktion
Vi vil undersege om g(x) = % (3x2 - 2x3) er en stamfunktion til f(x) = x— x?.

Ifolge definition (1b) skal vi bestemme differentialkvotienten af g(x) og se om
resultatet er lig f(x):

g'(x) = %(3-2x—2-3x2) = %(6x—6x2) i
Ved at gange % ind 1 parentesen ses at dette er lig f(x), sa

g(x) er en stamfunktion til f(x).
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1.07 Ovelse

Brug metoden fra ramme 1.06 til at besvare folgende tre sporgsmal:

x+et

(a) Undersegom g(x)= er en stamfunktion til f(x) =1+ e*r

x2 -1

2

(b) Undersog om g(x)= % + x er en stamfunktion til f(x) =
X

(¢) Goerrede forat g(x)=x+Inx eren stamfunktion til f(x)= x+l .
X

1.08 Ovelse

Gt en stamfunktion til hver af folgende funktioner, og brug metoden fra ramme 1.06
til at kontrollere om du har gaettet rigtigt:

f(x)=x>, gx)=x*  og  h(x)=x".

1.09 Satning om stamfunktionerne til en funktion

(1c) Seetning @)
Lad F(x) og f(x) veare funktioner hvis definitions- A
mangde er et interval 7 . q

Hvis »
F(x) er en stamfunktion til f(x)

geelder for enhver konstant & at

n
F(x)+k eren stamfunktion til f(x) y, (1)

Y

0g

f(x) har ikke andre stamfunktioner end disse. | m

Szetning (1c) kan ogsa formuleres sidan: Graferne for stam-
funktionerne til en funktion er de grafer der kan fas ved lodret .
forskydning af én af stamfunktionernes grafer. Figur 1d

Pé figur 1d er vist graferne for nogle af stamfunktionerne til

funktionen f(x) = %—%x .

1.10 Ovelse

Lad m, n, p og g vare funktionerne fra ramme 1.09. Bestem uden at regne tallene

m@3), nG)-m@B), n®-m@® og plH)-n() .
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1.11 Definition af ubestemt integral

(1e) Definition af ubestemt integral

Stamfunktionerne til en funktion f(x) betegnes

j f(x) dx

og kaldes det ubestemte integral af f(x). Funktionen der stdr mellem det lange s

og dx kaldes integranden.

Eksempler

J.x3dx = %x4+k .

J.%dx = Inx+k, x>0.

1.12 Ovelse (uden hjzlpemidler)

Brug metoden fra ramme 1.06 og s@tning (1c) til at gere rede for at

I(2x3—4)dx = Lxt dxak

1.13 Kontrol af ubestemt integral

Vi vil undersegge om
(*) jx-(1+x)dx = %x2+%x3+k.

Ifolge metoden fra ramme 1.06 og se@tning (1c) geelder (x) hvis differentialkvotienten

af hejresiden er lig integranden. Af reglerne for at bestemme differentialkvotient fas at
hegjresidens differentialkvotient er

Dx+1.3x? = x4 x?.

1 1
2 3

Settes heri x uden for en parentes fas integranden, sd (x) gelder.

1.14 Ovelse

Brug metoden fra ramme 1.13 til at kontrollere om

j(g—%)dx — dnx+x 24k, x>0,
X X
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2. Bestemme stamfunktion

2.01 Ovelse
1 .4x 1

(a) Bestem differentialkvotienten af Le**+3 og af —Le~
4 2 98 0.2

(b) I(a)har du vist at de to givne funktioner er stamfunktioner til to andre funktioner
(se definition 1b). Ud fra dette skal du geette og formulere en regel til at bestemme
stamfunktioner til en bestemt type funktioner.

0,2x

2.02 Opversigt over stamfunktioner

I skemaet er £ og ¢ konstanter.

Funktion Stamfunktionerne

0 c
k kx + ¢
X %xz + c

1 , x>0 Inx + ¢

X

1 x<0 In(—x) + ¢

x b

)Ca mx + C
a* m-at +c
e’ e’ + ¢
ok %ek" +c
Inx xlnx—x + ¢
CoS X sinx + ¢
sin x —COSX + ¢
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2.03 Ovelse

Omskriv Vx til formen x“ . Brug sa reglen for stamfunktion til x“ (se ramme 2.02) til

at bestemme stamfunktionerne til +/x , og vis at de kan skrives pa den form som er
angivet i ramme 2.02.

2.04 Ovelse

Gor rede for hvordan reglerne 1 ramme 2.02 kan bruges til at bestemme
stamfunktionerne til folgende tre funktioner:

1 x

S(x)= , gx)=¢" 0g h(x)=e? .

S

2.05 Ovelse
(a) Som bekendt gelder at

x> er en stamfunktion til 2x
og at
x> er en stamfunktion til 3x? .

(b) Reducér x° -x’, ogbrug metoden fra 1.06 til at gore rede for at der galder

x> - x> er IKKE en stamfunktion til 2x - 3x* .
(c) Brug metoden fra 1.06 til at gore rede for
om x> +x° eren stamfunktion til 2x +3x* ?

(d) Brug metoden fra 1.06 til at gore rede for

2

X ) .
om —— er en stamfunktion til
x 3x?

(e) Brug metoden fra 1.06 til at gore rede for

om x° —-x° erenstamfunktion til 2x —3x* ?
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2.06 Regneregler for stamfunktioner

Seetning

Hvis f(x) og g(x) har stamfunktionerne F(x) og G(x), sa gaelder:
(2a) f(x)+ g(x) har stamfunktionen F(x)+ G(x).

(2b) f(x)—g(x) har stamfunktionen F(x)—G(x).

(2¢) k- f(x) har stamfunktionen k- F(x).

Advarsel: Hvis man i (2a) erstatter plus med gange eller med dividere, sa fés en regel
der 1 de fleste tilfeelde vil give et forkert resultat.

Eksempel

x? og ¢* har stamfunktionerne %x3 og %64’( ,

sa af (2a) fas at

x? +e* har stamfunktionen 1x> +le

4x
3 4 ’

Af (2b) og (2¢) fas:

6x> — e** har stamfunktionen 6-%x3 —Let _oy3 _ 1g

2.07 Ovelse

(a) Brugreglerne i 2.02 og 2.06 til at finde en af stamfunktionerne til hver af folgende
funktioner:

() x*—e"  (2) 4e"+9  (3) 8x7 (4 Ix?-2x+2

2
(5) 1436 (6) 28 () =  ®) L.
2 x3
(b) Brugreglerne i2.02 og 2.06 til at finde alle stamfunktionerne til funktionen

f(x) = x+% , x>0.

2.08 Ovelse

(a) Brugreglerne i2.02 og 2.06 til at finde en af stamfunktionerne til hver af folgende
funktioner:

(1) 2e¥—x (@) 2x°—e+2  (3) de"+x "t —4x .
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2.09 Ovelse (uden hjzlpemidler)

(a) Bestem (x2 +6x+2)dx .

(b) Bestem (4e** = x) dx .

(c) Bestem 2x3dx , x>0.

2.10 Ovelse (uden hjzlpemidler)

(a) Bestem | (6x° —3e3x+%)dx .

(b) Bestem | (f+e™)dx , x>0.

(c) Bestem | (2x%—x®—1)dx .

2.11 Bestemme stamfunktion pa TI-89's hovedskaerm

Pa hovedskeermen, der fas frem ved at taste HOME, kan en stam- Wﬁﬂu Fer |Fzv| Fa= | FE F&v
funktion bestemmes ved hjeelp af det integraltegn der star over Tools|ildebpa)calc)Qther|PrImillcledn Ue
7-tasten.

Fx kan en stamfunktion til x-e”* bestemmes ved at taste som
vist pa figur 2d. Bemaerk at man efter forskriften skal taste et kom-

ma efterfulgt af den uathaengige variabel. - I[x ] e}“]d:{ (x—1) &¥
.:: o ..::. FUHC 1430

Pa figur 2d er bestemt én af stamfunktionerne

til x-e*. Det ses at Figur 2d

stamfunktionerne til x-e* er (x—1)-e* + k.

Dette kan ogsa skrives sadan:

jx-exdx = (x—T)e" + k.

2.12 Ovelse
(a) Udfer det der er beskrevet i ramme 2.09 .

(b) Bestem stamfunktionerne til x? - Inx .
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2.13 Finde en bestemt af stamfunktionerne til en funktion

Opgave 1 (Punkt pa stamfunktions graf er kendt)
Bestem den stamfunktion F' til f(x)=2x+3 hvis graf gar gennem punktet (-1, —6).

Besvarelse

Da F' er en stamfunktion til f(x)=2x+3, findes en konstant £ si
F(x)zx2 +3x+k .

Da grafen for F' gir gennem punktet (-1, —6), ma
()2 +3(-)+k = -6

sa k=-4, dvs.

F(x)=x*+3x—4

med alle reelle tal som definitionsmaengde.

Opgave 2 (Tangent til stamfunktions graf er kendt)

Bestem den stamfunktion F til f(x)=2x+3 hvis graf har linjen med ligningen
y =Xx—15 som tangent.

Besvarelse
Da F' er en stamfunktion til f(x)=2x+3, findes en konstant £ si
F(x)zx2 +3x+k .

Tangenten med ligningen y = x —5 har haldningskoefficienten a =1.
Forstekoordinaten x til reringspunktet for tangenten bestemmes:

F'(xg) = a
2X0+3 =1
Xg = -1

Da reringspunktet ligger pé linjen med ligningen y =x—5, er dets andenkoordinat
Yo = X=3=(-)=-5=-6.

Da reringspunktet ligger pd grafen for F', kender vi nu et punkt pa grafen for F', si vi
kan bestemme F ved hjlp af metoden fra opgave 1.
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2.14 Ovelse (Uden hjzlpemidler)
En funktion f er bestemt ved
F(x)=3x>+1.
Bestem den stamfunktion F' til / som opfylder F(1)=0 .

2.15 Ovelse
En funktion f er bestemt ved
f(x)=4x-8 .

Bestem den stamfunktion F til f* hvis graf har linjen med ligningen y =3 som
tangent.

2.16 Kontrol pa TI-89 af resultat fra ramme 2.13

[ ramme 1 fandt vi at F(x) = x% +3x—4 var den stamfunktion til f(x)=2x+3 hvis
graf gar gennem (-1, —6) . Vi far tegnet grafen for F' pa lommeregneren og anbringer
markeren i grafpunktet med forstekoordinat —1 som vist pd figur 2e. Det ses at punktets
andenkoordinat er —6, som det skulle vere.

Man far anbragt markeren i grafpunktet med farstekoordinat -1 ved at veelge Math/Value og taste -1 ENTER .

I ramme 1 fandt vi at F(x) = x? +3x—4 var den stamfunktion til f(x)=2x+3 hvis
graf har linjen med ligningen y = x —5 som tangent. P4 lommeregneren tegner vi forst
grafen for F' . Da forstekoordinaten til tangentens reringspunkt viste sig at vaere —1, far
vi tegnet tangenten i grafpunktet med forstekolordinat —1. Som vist pa figur 2f ses at
tangentens ligning er y = x—35, som den skulle vare.

Man far tangenten i grafpunktet med farstekoordinat -1 ved at veelge Math/Tangent og taste -1 ENTER .

#oi -1, gci 6. gy=1.x-35.
MAIN RAD AUT FUMC MAIN RAD AUT FUMC

Figur 2e Figur 2f
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2.17 Ovelse
(a) Udfer det der er beskrevet i ramme 2.16 .

(b) Kontrollér dine resultater 1 gvelserne 2.14 og 2.15 pa den made som er beskrevet 1
ramme 2.16 .

2.18 Ovelse (Uden hjzlpemidler)
En funktion f er bestemt ved

f()c)z)c3 .

Bestem den stamfunktion F til f* hvis graf gar gennem punktet (2,9) .

2.19 Ovelse
En funktion f* er bestemt ved
f(x)=-2x.

Bestem den stamfunktion F' til f hvis graf har linjen med ligningen y =4x som
tangent.
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3.

Stamfunktion og areal

3.01 Ovelse

(2)
A —
f
1 HERE
seesqecoqocogocetoce poo’ (1)
1 3 X 19
Figur 3a

Pa figur 3a vokser det skraverede areal A(x) nar vaerdien af x oges ved at treekke x-
punktet mod hgjre.

(a) Hvader A(x) nar x er 8, ognar x er 10?

(b)

(c)
(d)
(e)
(H
(2)
(h)

Hvor meget oges A(x) nér x oges fra 8 til 10, og hvilken vaeksthastighed
(arealenheder A(x) oges med pr. enhed x oges) svarer dette til?

Bestem vaksthastigheden i hvert af intervallerne [8,5;9,5] og [8,9;9,1].
Geet vaeksthastigheden A'(x) i x=9.

Hvader f(9)?

Gaet vaeksthastigheden A4'(18).

Hvader f(18)?

Er A(x) voksende, og er 4'(x) voksende?

Tegn grafen for en funktion g(x) iintervallet [0; 8] hvor den tilherende
arealfunktion A(x) opfylder folgende:

(1) 4'(2)=3.
(2) A'(x) er voksende.
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3.02 Arealfunktion. Definition og satning

et (1)

Lad A(x) betegne arealet under f-grafen svarende til intervallet [3; x] pa forsteaksen.
A(x) kaldes arealfunktionen. (Hvis grafen fx var tegnet i et interval der startede i 5, s&
ville A(x) betegne arealet under f~grafen svarende til intervallet [5; x]).

Den skraverede strimmel ved x =9 har ca. samme areal som et rektangel med
grundlinje 1 og hejde f(9), s& omkring x =9 vokser arealet 4(x) med en hastighed pa

ca. f(9) enheder pr. x-enhed:
(veeksthastigheden for 4(x) 19) = f(9) .

Med symboler kan dette skrives
A0 = fO) .

Vi vil senere bevise folgende sa&tning:

(3b) Szetning om arealfunktion

Om arealfunktionen A4(x) for en funktion f(x) geelder:
A'(x) = f(x) .
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3.03 Bestemme areal med stamfunktion

(3¢) Setning om areal og stamfunktion
Hvis
f(x)=>0 foralle x 1[a;b] og

F(x) er en stamfunktion til f(x),

sé kan arealet S mellem 1.aksen og grafen i
intervallet [a;b] (se figur 3d) beregnes sadan:

S = F(b)-F(a) .

Bevis for (3¢)

Lad A(x) veare arealfunktionen for f(x).

Figur 3d

Da A(x) og F(x) er stamfunktion til samme funktion, findes en konstant & sa

(+) A(x) = F(x)+k.

Nu fas
S = A(b) Ifolge definitionen pa arealfunktion.
= A(b)— A(a) Da A(a)=0.
= (F(b)+k)—(F(a)+k) Ifolge (x).
= F(b)—F(a)
Hermed er sa&tning (3¢) bevist.
3.04 Ovelse
Figur 3e viser grafen for funktionen (2)

f(x)=4-x*, -2<x<2.
(a) Bestem en stamfunktion til f(x).

(b) Brug satning 3c til at bestemme arealet
af punktmengden der begranses af
grafen for f(x) og forsteaksen.

(c) Brug s®tning 3c til at bestemme arealet
af punktmangden der begrenses af

grafen for g(x)=1- x? og forsteaksen.

> (1)
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4. Bestemt integral

4.01 Bestemt integral. Definition og geometrisk fortolkning

(4a) Definition af bestemt integral
Antag at f(x) er defineret i [a;b] og har stamfunktionen F(x).
Tallet
F(b)-F(a)
kaldes
integralet fra a til b af f(x)

og betegnes med symbolet
b
j f(x)dx .

f(x) kaldes integranden.
BEMZRK: Det er ikke kraevetat f(x) >0 .

(4b) Szetning om areal og bestemt integral

Hvis f(x) har en stamfunktion og
f(x)>0 foralle x 1 [a;b]

sé geelder

b
(*) j f(x)dx = arealet af M

hvor M er omradet mellem forsteaksen Figur 4c
og f-grafen i intervallet [a;b] (se figur 4c).

Bevis for s@tning (4b)

Da
areal af M = F(b)—F(a) ifolge satning (3c¢)

0g
j l}(x) dx = F(b)-F(a) ifolge definition (4a)

ma (x) gaelde da de to tal der péstas at vare ens, begge er lig F(b)— F(a).
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4.02 Beregne bestemt integral

Bestemme integral ved hjzelp af definitionen IZ f(x)dx = F(b)—F(a)

Vi vil beregne tallet
4 2

(%) j (6x% —5) dx .
-1

Da integranden har stamfunktionen
2x> —5x

fas af definitionen pa bestemt integral at (x) er

(247 -5.4)~ {21 =5:¢-1)) = 105 .

Skrive ovenstiende ved hjzlp af symbolet [F (x)]Z = F(b)-F(a)

Ovenstaende kan skrives mere overskueligt ved at bruge symbolet [F (x)]fZ som

betegner differensen F(b)— F(a). Sa kan udregningen skrives sadan:
4 4
j (6x —=5) dx = [2x3 —5x ] = (2-43 —5-4)— (2-(—1)3 —5-(—1)) = 105 .
-1 _

Man kan evt. indfeje to linjeskift 1 ovenstdende formellinje sd den kommer til at se
sadan ud:

jj(6x2 —5)dx [2x3 —5x ] 4_11

= (2-43 —5-4)— (2-(—1)3 —5'(—1))
105 .

4.03 Ovelse

Brug metoden fra ramme 4.02 til at bestemme folgende tal:

(1) J‘lz(2x—%)dx ) I: 6eXdx  (3) jol(x3+3x2+%)dx.

4.04 Ovelse (uden hjelpemidler)

Bestem folgende tre tal:

(1) I02(3—e—x)dx 2) Iol 6% +4x—Dydx  (3) sz—zdx.
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4.05 Udregne bestemt integral pa TI-89's hovedskzerm

Pa hovedskeermen, der fas frem ved at taste HOME, kan en stam- Fir| Fer [Fev| Far | FE F&v
funktion bestemmes ved hjeelp af det integraltegn der star over Toolslhigebraftatc)ther |Pramipicleon U
7-tasten.
o . 0 l:l 2
Pa figur 4d er vist hvordan man kan taste for at fa . “ [K_]m{ o7
-1 e
bestemt tallet PO Pre (), u, .
FMAIM RADAUTO  FUME 1750

0 2
X dx ,
j_1 et Figur 4d

Det ses at dette tal er e-2 .

4.06 Ovelse
(a) Udfer det der er beskrevet i ramme 4.05 .

I
(b) Bestem tallet j wn(x) dx .
1

4.07 Besvare opgave med fortolkning af integral

Opgave

0
Bestem integralet J. (-3x— xz) dx , og giv en geometrisk fortolkning af resultatet.
-1

Besvarelse

Il
—
|
Jwo
=
¥}
|

IO (—3x—x2) dx
-1

7
G

)

Pé figuren er skitseret grafen for funktionen
f(x)= —3x—x2.
Da f(x)>0 foralle tal x i [-1, 0], gelder:

Resultatet £ er lig

arealet af det skraverede omrade .
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4.08 Ovelse (Uden hjzlpemidler)

2
Bestem integralet I x2 dx, og giv en geometrisk fortolkning af resultatet.
-2

4.09 Ovelse (Uden hjzlpemidler)

2
Bestem integralet I (4- xz)dx , og giv en geometrisk fortolkning af resultatet.
0

4.10 Bestemme integral ud fra arealer

Opgave
Pé figur 4e ses grafen for en funktion f

der har nulpunkter -6, -2 og 2 .

Sammen med 1.aksen afgraenser grafen
en punktmengde M, der har arealet %

Sammen med 1.aksen og 2.aksen
afgrenser grafen i 2. kvadrant en
punktmaengde M, som har arealet 6.

0
Bestem I f(x)dx .
-6

Besvarelse
Da f(x)>0 foralletal x i [-6;0], gelder

=) 1 \ > (1)

Figur 4e

0
J. f(x)dx erlig arealet mellem 1.aksen og grafeni [-6;0].
-6

Dette areal er summen af arealerne af M; og M,, dvs.

19

+6:7

[S1EN}

sa

0 19
J._6f(x)dx -5
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4.11 Ovelse

Pé figur 4f ses grafen for en funktion f

der har nulpunkterne 2 og 7. Sammen
med akserne afgrenser grafen to omra-

der hvis arealer er hhv. % og 1—21

7 7
Bestem J.zf(x) dx og jof(x)dx .

4.12 Ovelse

(2)

A

[\SY[98]

v

Grafregnervinduet pa figur 4g viser grafen
for en funktion f ogen linje / der skaerer

grafen i punkterne (-2,4) og (2,4) .

Grafen for f afgrenser sammen med lin-
jen [ den skraverede punktmengde der har

arealet 6.

2
Bestem I f(x)dx .
-2

4.13 Ovelse

Figur 4h viser grafen for en funktion f
hvis nulpunkter er —6 og 2. Grafen
afgrenser sammen med forsteaksen en
punktmengde der har arealet % .

Andenaksen deler denne punktmangde
1 to punktmengder M, og M,. Det

2
oplyses at jof(x)dx = % .

0
Bestem I f(x)dx .
-6

—

> (1)
i)
Figur 4f

MAIN

EAD AUT FUMC

Figur 4g
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5. Bestemme areal

5.01 Areal mellem graf og 1.akse. Grafvist, grenser oplyst

Opgave
Pé figur 5a ses grafen for funktionen (2)
A

f(x)z%x3—%x2 —2x+2.

Grafen skerer forsteaksen 1 punkterne P(-2, 0),
0(1,0) og R(2,0). I forste og anden kvadrant

afgrenser grafen for funktionen sammen med
forsteaksen en punktmangde M som har et areal.

M

1

Bestem arealet af M . Figur 5a

Besvarelse

Man skal finde arealet af omradet M mellem forsteaksen og grafen for f i intervallet
[-2;1]. Da f(x)=0 foralle x 1dette interval, er arealet lig

j_l (%x3_%x2—2X+2)dx — [%x4_%x3—x2+2x]1_2

L 212421 ) - (L-2)* - 1(=2) = (-2)% + 2(-2) )

Arealet af M er 485 .

5.02 Ovelse (Uden hjzlpemidler)

En funktion er givet ved 2)
1,2 _4,..7

f()C) —E)C —§X+§ .

En punktmangde M begranses af grafen,
forsteaksen, andenaksen og linjen med
ligningen x =3 (se figur 5b).

Bestem arealet af M .

Figur 5b
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5.03 Ovelse (Uden hjzlpemidler)

Funktionen f(x) er bestemt ved

f()c)=—9c3—2)c2 +x+2 .

Pé figur Sc ses grafen for f(x). Grafen skerer
forsteaksen i punkterne P(-2,0), Q(-1,0)

og R(1,0) . Sammen med forsteaksen afgrenser

grafen i forste og anden kvadrant en punktmangde

FMAIN EAD AUT FUMC

M som har et areal.

Bestem arealet af denne punktmangde.

Figur 5¢

5.04 Areal mellem graf og 1.akse. Graf vist, grense ej oplyst

Opgave
Pé figur 5d er vist grafen for funktionen
f(x) =—x2-3x.

En punktmangde M er pa figuren angivet som
et prikket omrade der begraenses af grafen,
forsteaksen og linjen med ligningen x = -1 .

(2)
A

Bestem arealet af M .

Besvarelse

Da ligningen f(x) =0 har lgsningerne —3 og 0,

er —3 forstekoordinat til det venstre af grafens <

skaeringspunkter med forsteaksen.

Da f(x)>0 foralle x i [-3;—1], erarealetaf M lig

-1

-3

-1
j . (—x% =3x) dx = [—%x3—%x2]

Lo =307) - 3 -39

—_ —
Wlo |

Arealet af M er 10

3

>(1)

Figur 5d

Her skal indfejes en rede-
gorelse for hvordan lesning-
erne er bestemt.
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5.05 Ovelse

Figur 5e viser grafen for funktionen 2)

f(x)z%x—xz. A f

Grafen og forsteaksen afgranser en
punktmengde M som har et areal.

[ : —o>(1)
Bestem arealet af M . Figur 5e / ! Y

5.06 Areal mellem graf 0og 1.akse. Graf ¢j vist, grenser ej oplyst

Opgave

Grafen for funktionen f(x)=4x— x* afgraenser sammen med 1.aksen i forste kvadrant
en punktmengde som har et areal.

Bestem arealet af denne punktmangde.

Besvarelse

Skitse af lommeregnerens grafvindue:

(2)

> (1)

Figur 5f

Da forskriften er et 3.gradspolynomium kan grafen ikke have flere sving end de viste,
sa det er det prikkede omrade vi skal finde arealet af.

For at bestemme ngjagtigt hvor grafen skerer forsteaksen, loser vi ligningen

f(x)=0. < Her skal indfejes en redegorelse for
Losningerne er =2 , 0 og 2 . hvordan lesningerne er bestemt.

Vi skal altsé finde arealet af omradet mellem forsteaksen og grafeni [0; 2] .
Da f(x)>0 for alle x idette interval, er arealet

2

j02(4x—x3)dx = [2)c2 —lx4]0 (2-22 —%-24) _ (2.()2 _%.04) - 4.

4

Punktmengden der afgraenses af 1.aksen og grafen i forste kvadrant har arealet 4 .
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5.07 Ovelse

Grafen for f(x)= %x3 + 4 afgrenser sammen med forsteaksen og andenaksen i anden

kvadrant en punktmangde der har et areal.

Bestem arealet af denne punktmangde.

5.08 Ovelse

Grafen for funktionen f(x)= % —x? afgraenser sammen med forsteaksen en

punktmaengde M der har et areal.

Bestem arealet af M .

Integralregning Side 23 2006 Karsten Juul



5.09 Areal mellem to grafer. Beskrivelse af metoden

Pé de tre figurer nedenfor er vist graferne for to funktioner f og g samt tre arealer A4,
A4, og A,:

Vi vil angive en metode til at bestemme 4 .
Det ses at vi kan fa A4 ved at treekke A4; fra 4,:
A = A2 - Al .

Hvert af arealerne 4, og A4, er arealet mellem forsteaksen og en graf over forsteaksen,
sa de kan bestemmes ved hj&lp af setning (4b) :

b b
4 = Lg(x)dx og 4, = jaf(x)dx.

(2) (2) (2)
A A \

> (1)

(1)

Pé de tre figurer nedenfor er vist graferne for to funktioner f og g samt tre arealer A4,
A4, og 4,.

Vi vil angive en metode til at bestemme 4.

Detsesat 4 = A4, — A4;,sa

A = j Okf(x)dx - Iokg(x)dx .

(2) (2) (2)
A J A
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5.10 Areal mellem to grafer. Graf vist, graenser oplyst

Opgave

Grafen for funktion
f(x)=x*—4x+7

afgrenser sammen med linjerne med ligningerne
x=1, x=4 og y=2

en punktmengde M som har et areal (se figur 5g).

Bestem arealet af M .

Besvarelse

Figur 5g

Arealet mellem 1.aksen og grafeni [1; 4] er

[lx3 —2x% + 7)c];1

4 2
j (x“—4x+7)dx 3
1

= (%-43 —242 +7-4) - (%-13 -21? +7-1)
- 12.

Arealet mellem 1.aksen og linjen med ligningen y =2 er

4 4
j 2dx = [2x]] =24-21=6.
1

Arealetaf M er 12—-6 = 6 .

Bemarkning

Arealet mellem 1.aksen og linjen med ligningen y =2 kunne ogsé vere bestemt ved at
bruge formlen for areal af rektangel: Areal lig hgjde gange grundlinje.

5.11 Ovelse

P& figur 5h ses grafen for funktionen f(x)= x> og linjen /
med ligningen y = 2x + 4. Grafen og linjen skarer hinanden
1 punktet (2, 8). Grafen og linjen afgraenser sammen med
y-aksen en punktmeangde der har et areal.

Bestem arealet af denne punktmengde.

Figur 5h
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5.12 Areal mellem to grafer. Graf¢j vist, greenser ej oplyst

Opgave
Grafen for f(x)= —x? +2x+4 afgreenser sammen med linjen med ligningen y =2+ x
en punktmaengde M som har et areal.

Bestem arealet af M .

Besvarelse

Ud fra lommeregnerens vindue skitserer vi grafen for f(x) og linjen / med ligningen
y =2+ x, og vi skraverer punktmangden M . (Se figur 51).

Forstekoordinaterne til skeringspunkterne mellem grafen og linjen er losningerne til
ligningen

X2 40x+4 = 24+ x . Her skal indfejes en rede-
~ gorelse for hvordan lgsning-

Vi finder losningerne —1 og 2 . erne er bestemt.

Disse tilfgjer vi pé skitsen (Se figur 5j).
Arealet mellem 1.aksen og grafen for f(x) i [-1; 2] er

2
j (=x2 +2x+4) dx = 12 .
1

Der skal indfejes rede-
. gorelser for hvordan |
integralerne er bestemt.

Arealet mellem 1.aksen og linjen y=2+x 1 [-1;2] er

2
J.(2+x)dx _ 15
B p

(Dette areal kunne ogsa vere bestemt ved at bruge formlen for areal af trapez).

Nu fas at

areal(M) = 12—% =

(2)
A

L

A——>(1)
\

Figur 51
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5.13 Ovelse

Grafen for f(x)=3- x? afgrenser sammen med linjen med ligningen y =—-x+3 en
punktmaengde M som har et areal.

Bestem arealet af M .

5.14 Ovelse
En funktion f(x) er bestemt ved f(x) = x?.

En ret linje / skarer grafen for f(x) ipunkterne S;(-3,9) og S,(2,4). Grafen for
f(x) afgreenser sammen med linjen / en punktmangde M som har et areal.

Bestem arealet af M .

5.15 Ovelse

Grafen for funktionen f(x)= x2+2x+3 afgrenser sammen med linjen med ligningen
y =3 et omrade der har et areal.

Bestem arealet.

5.16 Ovelse

Grafen for funktionen f med forskriften f(x)= e afgrenser sammen med linjerne
med ligninger y =x, x =0 og x =1 et omrdde der har et areal.

Bestem dette areal.

5.17 Ovelse

Grafen for funktionen f med forskriften f(x) = % afgrenser sammen med linjerne

med ligninger y =2x og x =2 et omrade der har et areal.

Bestem arealet.
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