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6. Ubestemt integral

6.01 Sztning om eksistens af stamfunktioner

(6a) Seetning

Enhver kontinuert funktion har en stamfunktion.

6.02 Opleg til "regneregler for integral”  pusk at det ubestemte

_integral bestar af alle
" funktioner af denne type.

Her leegger vi sammen for vi tager stamfunktion: 'k er altsa alle tal.

I(2x2 +4x2)dx = j6x2dx = 2xX°+k .
Nar to konstanter

. . . _legges sammen, fas en
Her tager vi stamfunktion for vi legger sammen: .~ Konstant. s# det er nok

< at skrive én konstant.
I2x2dx + I4x2dx = %x3 +%x3 vk = 2% +k.

At de to rekkefolger giver samme resultat kan skrives sddan:

I(sz +4x? )dx = j2x2dx + j4x2dx

6.03 Ovelse

Skriv folgende péstand som en ligning med integraltegn:

2
At gange ¢ med 5 og tage stamfunktion til resultatet

giver det samme som

2
at tage stamfunktion til e og gange resultatet med 5.

6.04 Ovelse

Lad p og g vere kontinuerte funktioner. Skriv felgende pastand som en ligning med
integraltegn:

Hvis vi legger p(x) og g(1—x) sammen og tager stamfunktion til resultatet,

sa féar vi det samme som
hvis vi tager stamfunktion til p(x) og ¢g(1—x) hver for sig og leegger resultaterne

sammen.
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6.05 Regneregler for ubestemt integral

(6b) Sezetning (formlen for ubestemt integral af sum)

Hvis f og g er kontinuerte, sa gelder:

J(f(x)+g(x))dx = If(x)dx + jg(x)a’x .

(6¢c) Seetning (formlen for ubestemt integral af differens)

Hvis f og g er kontinuerte, sa gelder:

f(f (x)-g(x))dx = I f(x)dx - J.g(x)dx .

(6d) Seetning (formlen for ubestemt integral af konstant gange funktion)

Hvis f er kontinuert og & er konstant, s& gelder:

Ik-f(x)dx = k-jf(x)dx .

Advarsel: Hvis man i (6b) erstatter de to plusser med gangetegn, sé fis en formel der
ikke galder.

6.06 Ovelse

Antag at en af stamfunktionerne til f(x) er en kendt funktion qiq(x) . Bestem folgende
integraler:

(1) I 4fG)de () I(f(x)+2x) i O J.(1—3f(x)) dx |

6.07 Ovelse
Er
Jx -x2 dx

lig
Jx dx~jx2dx ?
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6.08 Forberedelse til "integration ved substitution"

Nogle typer af spergsmal du fir brug for at stille og besvare

nar du skal bestemme visse integraler:

Spoergsmal 1: Nar f(f)=¢’ og g(x) = 3x2, hvad er s& f(g(x))-g'(x) ?

Svar pa 1: f(g(x))-g'(x) = eg(x)-g’(x) = e3x2-6x.

Spergsmal 2: Bestem f(¢) og g(x) sa 6)ce3x2 = f(g(x))-g'(x) .

Svarpa2: f()=¢' og g(x)=3x% .

2

2
Kontrol af svar: f(g(x))-g'(x) = ™ .g'(x) = & -6x = 6xe’ .

Spergsmil 3: Bestem f(¢) og g(x) sa sz = f(g(x)-g'(x) .
x“+1

Svar pa 3: f(t):% og g(x):x2+1.

6.09 Ovelse
Bestem f(g(x))-g'(x) ihvert af folgende tilfzlde:

(1) f()=¢' og g(x)=3x+4 2) f()=t*og g(x)=x>+5.

6.10 Ovelse
Bestem for hvert af folgende udtryk f(z) og g(x) sé udtrykket er lig f (g(x))~ g'(x) .
3+8x

(1) 4e* 2) —e™ (3) 2x(2+x2)3 4 ——, x>0.
3x+4x
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6.11 Formlen for ubestemt integration ved substitution

(6e) Seetning (Formlen for ubestemt integration ved substitution)

I et interval hvor f* og integranden er kontinuerte, kan man foretage folgende
omskrivning hvor F er en stamfunktion til f:

() jf(g(x))-g'(x)dx = Flg(0)+k .

Bemeerkning

v) Venstre side af ligningen (*) betyder
stamfunktionerne til integranden f (g(x))- g'(x).
h1) Differentieres F (g(x)), fis integranden,
si F(g(x)) er en stamfunktion til integranden.
h2) Der star + k, sé hejresiden er alle stamfunktionerne.

Formlen for ubestemt integration ved substitution er altsa blot en omformulering af
reglen for at differentiere en sammensat funktion.

6.12 Bestemme integral ved brug af formlen for substitution

I6x e3x2 dx

= j fg(x))-g'(x) dx hvor f()=¢', g(x)=3x%, g'(x)=6x .

= Flg(x)+k hvor F'=f, dvs. F(t)=¢' .
= e3x2 +k
3x !
Ier dx Da (3x2) = 6x erstatter vi 2x med 6x. Da

% -6 =2, er det nye udtryk lig det oprindelige.

- Hrew)gwar hvor f=¢', g0 =3+ g =6x.
= L F(g)+k hvor F'= f, dvs. F(t)=¢" .

2
S vk .

QI [ —
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6.13 Ovelse Uden hjzlpemidler
Bestem folgende integraler:
(1) j2x(3+x2)3dx ) J.Sx(1+2x2)3dx @) [ar 1

dx .
1+ 2x2

6.14 Endnu et eksempel pa integration ved substitution

J.e3x_2 dx Da (3x—2)’ =3 tilfejer vi -3 . Da %-3 =1,er
........................... det nye udtryk lig det oprindelige.

= %'I flg()g'(xdx  hvor f(=¢', g(x)=3x-2, g'(x)=3.
= LF(g)+k hvor F'=f, dvs. F(t)=¢' .

e 24k .

QI [ —

6.15 Ovelse Uden hjelpemidler

Bestem folgende integraler:

(1) I(3x—2)4dx 2) J.3x1_2dx, x>2 () Ie3‘Zde.

6.16 Ovelse

Bestem J.sz- x> +4 dx .

6.17 Ovelse

Bestem til funktionen f(x) = %6 , x>3, den stamfunktion hvis graf gar gennem

punktet P(Z,1) .
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7. Bestemt integral

7.01 Ovelse

Lad f betegne funktionen bestemt ved  f(x) = % , 0<x<3.

Da 0< % <3 og % =2, er2 en funktionsverdi for f .
2
(a) Er 4 en funktionsverdi for f ?

(b) Er % en funktionsveerdi for f ?

(c) Bestem en funktionsverdi der er storre end eller lig enhver af de andre
funktionsvardier, eller sig at ingen af funktionsvardierne har denne egenskab.

(d) Bestem en funktionsvardi der er mindre end eller lig enhver af de andre
funktionsvardier, eller sig at ingen af funktionsvardierne har denne egenskab.

(e) Skitsér en graf for en eller anden funktion
gx)=--, 1<x<4

som ikke har en funktionsverdi der er mindre end eller lig enhver af de andre
funktionsveardier, eller sig at det ikke kan lade sig gore.

(f) Skitsér en sammenhangende graf for en eller anden funktion

h(x)=---, 1<x<4

som ikke har en funktionsverdi der er mindre end eller lig enhver af de andre
funktionsverdier, eller sig at det ikke kan lade sig gore.

7.02 Satning om ekstrema for kontinuerte funktioner

(7a) Seetning: Hvis en funktion f* er kontinuert i et interval af typen [p;q], sd har f
bade et minimum og et maksimum i [ p;¢].

Bemeerkning

At f har maksimum i 2, betyder ikke at 2 er maksimum.
At f har maksimum i 2, betyder at f(2) er maksimum.
Hvis f(2) =—1, er det altsa tallet —1 der er maksimum.

At f har et maksimum i [1; 3], betyder ikke at maksimum er et tal der tilhorer [1;3].
At f har et maksimum i [1; 3], betyder at der findes et tal # i [1;3] s& f(¢) er
maksimum.
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7.03 Udvidet definition af bestemt integral

(7b) Definition (af bestemt integral)

Lad f veare en funktion der er kontinuert i et interval, og lad a og b vere tal 1
dette interval. Lad F' vere en stamfunktion til f . Tallet

F(b) - F(a)

kaldes det bestemte integral fra a til b, og betegnes med symbolet

ij(x) dx

Bemzerkning: Hvis a < b er ovenstaende blot den tidligere definition. Det nye bestar i
at vi nu ogsé definerer integralet nir den nedre graense er storre end den ovre eller lig
den gvre,dvs. a>b eller a=5.

Eksempler

lexdx - [2]) = 12-22 = -3

3 3
J 2e dx = [ezx]3 —eP e 0.
3

(7¢) Seetning

Lad f vere en funktion der er kontinuert i et interval, og lad @ og b vere tal i
dette interval. Der gelder

J:f(x)dx =0 og j:f(x)dx = _Iabf(x)dx .

Bevis for (7¢)

Da f er kontinuert, har f en stamfunktion F . Ved at bruge definitionen (7b) af
bestemt integral fas

j”f(x)dx Fla)—F(a) = 0 .

a b
| s = F@-F@) = ~(Fo)-F@) = [ f0dv

Hermed er de to formler bevist.
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7.04 Ovelse
Lad f veare kontinuert iR, og lad ' vare en stamfunktion til f .

Udtryk hvert af folgende tre tal ved hjelp af /' :
(1) j fwd @ j fwd ) j oy + j s |
3 -5 1 4

Udtryk hvert af folgende tre tal ved hjelp af integraltegnet:
4) F(6)-F(2) (5) F(12)-F(20) 6) —F2)+F(Q) .

7.05 Ovelse
Om to funktioner f og g galder (2)
at g'(x) = f(x). Figuren viser gra- A
fen for g. ot

4 / HHE
(a) Bestem J f(x)dx . , i S
1

(b) Bestem det positive tal a for
hvilket

Iof(x)dx ~ 0. "

7.06 Ovelse

Tabellen viser nogle funktionsvardier for i it
funktionerne y;, y, og y;. Det oplyses at - |H" e [a3
. . -l 2. —d.

»3 er en stamfunktion til y,, ogat y, eren -1. . 1. o,
stamfunktion til . S oy -

5 e 14. 15 12,

=-2.

BeStem J‘_1y2 (x) dx ’ ﬁﬁlﬂ RAD ALTO FUMC
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7.07 Indskudssztningen for integraler

(7d) Seetning (Indskudssatningen for integraler)

Lad f veare en funktion der er kontinuert i et interval, og lad a, b og ¢ veare tal
1 dette interval. Der geelder

I jf(x)dx - J' :f(x)dx ; I be(x)dx .

Bevis for (7d)
Da f er kontinuert, har f* en stamfunktion F .

J:f(x) A+ I be(x) dx

= F(c)-F(a) + Fb)-F(c) Ifolge definitionen pé bestemt integral.
= F(b)-F(a)
b
= j f(x)dx . Ifolge definitionen pa bestemt integral.
a

Hermed er s@tningen bevist.

7.08 Ovelse

4 3 3
(a) Detoplysesat | f(x)dx=—7 og J f(x)dx=12 . Bestem J () dx
1 -4 1

5 2 5
(b) Det oplyses atj f()dx=1 og I f(x)dx=8 . Bestem I () dx
0 0 2
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7.09 Regneregler for bestemt integral

(7e) Seetning (formlen for bestemt integral af sum)

Hvis f og g er kontinuerte i et interval, og a og b er tal i dette interval, er

() qungm jﬂww+jamw.

Bevis for (7e)
Da f(x) og g(x) er kontinuerte, har de stamfunktioner F(x) og G(x).
Da

(Fe)+G) = F(0)+G'(x) = f(x)+g)
geelder at

F(x)+G(x) er en stamfunktion til f(x)+g(x)
Y|

b
quwame= [F(x)+G(x)]”

Heraf fas at venstresiden 1 (x) er lig
(F(B)+G(®)) ~ (F(a)+G(a)).
Dette kan omskrives til
F(b)-F(a) + G(b)-G(a)

som ifelge definitionen pa bestemt integral er lig hgjresiden 1 ().

(7f) Sezetning (formlen for bestemt integral af differens)

Hvis f og g er kontinuerte i et interval, og a og b er tal i dette interval, er

j (f (x) - g(x))dx I f(x)dx - I:g(x)dx .

(7g) Seetning (formlen for bestemt integral af konstant gange funktion)

Hvis f er kontinuert i et interval, og a og b er tal i dette interval, og k er
konstant, er

jjk S dx = k -I:f(x) dx .

Advarsel: Hvis man i (7e) erstatter de to plusser med gangetegn, sd fas en formel der
ikke galder.
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7.10 Ovelse
(a) Find fejlen i folgende udregning:

b
I f()-g() dx = [F(x)-GW)]; = F(b)-Gb) - F(a)-Gla) .

(b) Bevis satning (7g).

7.11 Ovelse

.7 7
(a) Detoplysesat | 4f(x)dx = 12 . Bestem I f(x)dx .
2 2

(b) Det oplyses at [ (f(x)+4)dx = 9 . Bestem I oy
1 1

o1 1
(c) Det oplyses at (3x2 -2f (x))dx = 4 . Bestem I f(x)dx .
0 0

7.12 Formlen for bestemt integration ved substitution

(7h) Seetning (Formlen for bestemt integration ved substitution)

Hvis integranderne er kontinuerte 1 integrationsintervallerne, gelder

b g(b)
() jf(g(x))-g’(x) a = [ fwyar .

g(a)

Bevis for (7h):
Da f er kontinuert, har f en stamfunktion F .

Af definitionen pa bestemt integral fés at hgjresiden 1 (x) er lig

[F@0] 40 = Fle®)-Flg(@) .

Da F (g(x)) er stamfunktion til integranden pa (*)'s venstreside, er venstresiden lig

[F(g)]’ = Fg®)- F(g(a) .

Altsa er de to sider af (*) ens.
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7.13 Bestemme integral ved brug af formlen for substitution

.1 5
6xe>* dx
J 0

el

= Of(g(x))-g’(X) dx hvor f(f)=¢', g(x)=3x*, g'(x)=6x .

- 2(l)
= () dt

J g(0)

3 ;
= e'dt

3
= [et ] 0 da ¢’ er stamfunktion til ¢’ .

7
I (2x-10)°dx Da (2x—10) =2 tilfojer vi -2 . Da

....................... 1 T L
.7 P 2 ogsé er tilfgjet, og 3 2 =1, er det

(2x-10) - 2dx nye udtryk lig det oprindelige.

J5
e 7

- %-.Sf(g(x))-g'(x)dx hvor f(£)=1>, g(x)=2x-10, g'(x)=2 .

r g(7)
Sf(@)dt
g(5)

o4

2 |—

N |—

Il
L | —
I._| [ ]
B
- =)
i
| S |
o b

= 4t g0t

= 32 .
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7.14 Ovelse (Uden hjzlpemidler)

Bestem hvert af folgende integraler:

(1) I_Ol 2 -1f2xax @ LS 200 (3) jol 362 gy |

7.15 Ovelse (Uden hjzlpemidler)

Bestem hvert af folgende integraler

31 2 3 31
I j 2 dx 2 I d 3 I dx |
D 0 2x+1 @) 1 3x-2 * ) 2 2x-3 *

7.16 Ovelse (Uden hjzlpemidler)

Bestem hvert af folgende integraler

1) JOZ Y x Q@ LO q-x2fax @) ji 252" Hay

x2 42
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8. Integral og areal

8.01 Ovelse
(a) Tegn grafen for funktionen  f(x) = x2+1, -2<x<2.

(b) Skravér det omrdde M der afgraenses af f-grafen, forsteaksen og de lodrette linjer
gennem punkterne (-1, 0) og (4, 0).

(c) Tintervallet [-1; %] har f minimum i et tal x;, og maksimum i et tal x, . Skriv
uden begrundelse tallene x; og x, .

(d) Bestem f(x;) og f(x,).

(e) Tegn det rektangel med vandret grundlinje som er indeholdt i M og har hegjde
f(x;) og grundlinje 1%.

(f) Tegn det rektangel med vandret grundlinje som indeholder M og har hgjde f(x,)
og grundlinje 17 .

(g) Nér x erettal mellem —1 og 2, sd har f iintervallet [-1; x] minimum i et tal x,.
Hvilket tal er f(x;) taet ved nar x er taet ved —1 ?

8.02 Ovelse

)
A

() 2

D(x)e-

£(x0) ‘A

£(x) g

¢ > (1)
X0 X Xy X

Billedet viser en interaktiv figur hvor grafen for en kontinuert funktion f er tegnet med
hvid streg. Punkterne 4, B og C ligger pé grafen. Nar x trekkes hen mod x, sd
flytter x; og x, sig sa de hele tiden ligger mellem x, og x.Ndr x @ndres, @ndres
D(x) ogsé, men sddan at D(x) hele tiden ligger mellem f(x;) og f(x;).

(a) Hvilket tal er f(x;) tet ved ndr x er tet ved x ?
(b) Hvilket tal er f(x,) tet ved ndr x er taet ved x, ?

(c) Hvilket tal er D(x) taet ved nar x er taet ved x ?
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8.03 Sammenhang mellem areal og stamfunktion

Lad f(x) vere kontinuert og > 0 i et interval [a;b], og lad A(x) vare den tilherende
arealfunktion. Nar x, erettali [a;b], sd er A(x,), som bekendt, arealet af det omrdde
der afgrenses af f-grafen, forsteakse og de lodrette linjer gennem punkterne (a,0) og
(x(,0) (se figur 8b).

Vi vil nu bevise at der, som tidligere omtalt, gaelder folgende:

(8a) Seetning: A'(xp) = f(xg) -

(2) (2)
A g A

> (1) = - > (1)
Figur 8b Figur 8c

Bevis for (8a)

Ifolge definitionen pd differentialkvotient er (8a) ensbetydende med

1 fim ADZAXD ey

X=X X — xO

Vi indferer betegnelserne x, x; og x,:

Lad x vere et tali [a;b] somer # x.

I intervallet med endepunkter x og x, endepunkterne medregnet, findes
ettal x; s f(x;) er minimum for f i intervallet, og
ettal x, s f(x,) er maksimum for f 1 intervallet,
da en funktion der er kontinuert i et interval af typen [p;¢], bade har et minimum

og et maksimum 1 dette interval.
(Hvis situationen er som pa figur 8c, sd er x; = x og x, = xg).
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Som en hjalp til at bevise (1) vil vi bevise at felgende gelder:

A(x) — A(x)

X =Xy

2 flx) < < f(x)

Til brug 1 beviset herfor indferer vi betegnelsen M for det omrdde der afgraenses af
f-grafen, forsteaksen og de lodrette linjer gennem punkterne (x,,0) og (x,0). Omréadet

M er vist pa figur 8c.

Forst beviser vi at (2) gelder ndr x > x; :

A(x)— A(xy) er arealet af M

da
A(x) er arealet mellem graf og forsteakse fra lodret linje gennem (a,0)

til lodret linje gennem (x,0)

0g
A(x,) er arealet mellem graf og fersteakse fra lodret linje gennem (a,0)

til lodret linje gennem (x,0).

f(x;)-(x—xq) er arealet af et rektangel der er indeholdt 1 M
Tallene f(x;) og x—x, erhhv. hgjde og grundlinje i rektanglet.

f(xy)-(x—=xg) erarealet af et rektangel der indeholder M
Tallene f(x,) og x—x, erhhv. hgjde og grundlinje 1 rektanglet.

sa

Jxp)-(x=x9) < A(x)—A(xg) < f(x2)-(x—xp)
Da x—x er et positivt tal, vil ulighederne stadig gelde efter at hver side er divideret

med x—x(. Hermed er (2) bevist ndr x > x,.

Nu beviser vi at (2) ogsa gelder ndr x < x :

A(xy)— A(x) er arealet af M

f(x1)-(xy —x) erarealet af et rektangel der er indeholdt 1 M

f(x5)-(xg —x) er arealet af et rektangel der indeholder M
sa

Jxp)-(xg—x) < A(xg)—A(x) < f(x3):(xg—x)
Da xy—x er et positivt tal, vil ulighederne stadig gelde efter at hver side er divideret
med xy—x:

A(xy)— A(x)
fa) £ S < ()
Xog —X

Nér vi forlenger breken med —1 fés (2), som hermed ogsa er bevist nar x < x.
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Til sidst bruger vi (2) til at bevise (1):

For x — x, fés:

x1—>x0 0g X, —>.XO

da x; og x, ligger i intervallet med endepunkter x og x .

S(x) = f(xg) og f(x3)— f(xp)

da x; > x5 og x, > x5 og f(x) er kontinuert.

A) - A(x))
)

da (2) er opfyldt og f(x;) = f(xo) og f(x2) = f(xo) -

€)

Hermed er (8a) bevist da (3) er (1) udtrykt med andre symboler.

Bemarkning

Lad f veare en funktion der er kontinuert i et interval [a;b], og lad M vere omradet

mellem f-grafen og forsteaksen fra den lodrette linje gennem (a,0) til den lodrette linje
gennem (b,0).

I rammerne 3.03 og 4.01 sa vi at man ud fra (8a) kan slutte:
(8d) Seetning
b
Hvis £(x) >0 for x i [a:b], s er I (x)dx = areal(M) .
a
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8.04 Formlen for areal mellem grafer

Lad fog g veare funktioner der er kontinuerete i et interval [a;b], og lad M veare
omradet mellem f-grafen og g-grafen fra den lodrette linje gennem (a, 0) til den
lodrette linje gennem (b, 0) . Se figur 8f.

Ved hjelp af (8d) vil vi nu bevise folgende satning:

(8¢) Szetning (Formlen for areal mellem grafer).

Hvis f(x)> g(x) for x 1 [a;b], sder Jb(f(x) —g(x))dx = areal(M) .

Figur 8f Figur 8g

Bevis for (8e)

g(x) har et minimum i [a;b]
da en funktion der er kontinuert i et interval af typen [ p;q], har et minimum.

Altsa findes et tal £ s graferne for f(x)+k og g(x)+k ligger over forsteaksen. Se
figur 8g. Ifelge (8d) gelder

b
(1) I ( f(x)+ k)dx er arealet mellem forsteaksen og grafen for f(x)+k
a

b
(2) J (g(x) + k)dx er arealet mellem forsteaksen og grafen for g(x)+k .

a

Nu fas:
areal(M) = areal(M,)
= [ ry+k)ax - I e+ k) ifalge (1) og (2) .
o b
= (f ) +k)-(g(x) +k))dx ifolge formlen for
ca integral af differens.
o b
= | (™) ~-g(0)dx

Hermed er s@tning (8e) bevist.
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8.05 Eksempel pa brug af formlen for areal mellem grafer

Det er oplyst at graferne for funktionerne (2)
f(x)= x? -1 og g(x)= %-x afgranser et omrade A %
der har et areal.

(1) For at bestemme dette areal tegner vi forst
graferne for f og g.

at forstekoordinaterne til grafernes skaerings-
punkter er —7 og 2.

> (1)
(3) Da g(x)2 f(x) for x i [-1; 2], er det sogte /f
areal lig j21 (g(x)—f(x))dx )
2

(2) Ved at lgse ligningen f(x) = g(x) finder vi \ g

(4) Ved at bestemme dette integral fas at arealet er % .

8.06 Ovelse

Graferne for funktionerne f(x) = —x? +x+1 og g(x)=x afgrenser et omrade der
har et areal.

Bestem dette areal.

8.07 Ovelse

Betragt de to funktioner
f)=x>-1 og gx) :%x3 -1.

Graferne for funktionerne afgraenser sammen med forsteaksen en punktmangde der har
et areal.

Bestem dette areal.
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8.08 Areal mellem graf og 1.akse nar graf ligger under 1.akse

Lad f veare en funktion der er kontinuert i et interval [a;b], lad M veere omradet

mellem f-grafen og forsteaksen fra den lodrette linje gennem (a,0) til den lodrette linje
gennem (b,0).

Ved hjelp af (8¢) kan vi nu bevise folgende:
(8h) Szetning

Hvis f(x) <0 for x i [a;b], séer jbf(x)dx = —areal(M) .

Bevis for (8h)

Omradet M kan ogsé beskrives som omradet mellem f-grafen og grafen for funktionen
g(x) =0 fra den lodrette linje gennem (a,0) til den lodrette linje gennem (b,0).

Da g(x) > f(x) folger af (8e) at

areal(M)

J b(g (x) = f(x))dx ifolge setning (8e).

b
[ (0= reo)as

b
_ I F(x)dx ifolge setning (7g) med & = -1,
a

Hermed er s@tningen bevist.
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8.09 Sammenhangen mellem arealer og integral

Eksemplet 1 denne ramme tydeliggor den sammenhang der er mellem arealer og
integral.

@

A

s

Y

M

Figuren viser grafen for en funktion f .

Al. areal fra 1tl3 er 2.

I'l. integral fra 1 til3 er -2. De arealer der omtales, er arealer
A2. areal fra3til7 er 4. mellem f-graf og forsteakse.
I2. integral fra 3 6l 7 er 4. De integraler der omtales, er
A3. areal fra7 til8 er L integraler af funktionen f.
. 5
I3. integral fra 7 til 8 er —%.
A4. arcal fra 1til8 er 6.
14. integral fra 1t 8 er 17.
Begrundelse for I1: Da f(x) <0 for 1<x<3, er integral = —areal .

Begrundelse for 12: Da f(x)>0 for 3<x<7, er integral = areal .

Begrundelse for I3: Da f(x)<0 for 7<x <8, er integral = —areal .

Begrundelse for 14: Af indskudsreglen fas:

integral fraltil8 = (-2) + 4 + (—%) = 1% .
Bemearkning: Sproget i denne ramme efterligner en mundtlig forklaring hvor der
peges pa en figur. I en skriftlig besvarelse af en opgave er det mere praktisk at bruge
integraltegn. Se hvordan i1 de naeste rammer.
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8.10 1. eksempel hvor integral og/eller areal er givet

Figuren viser grafen for en funktion f* som har nulpunkterne -5, 3 og 9. Det oplyses

at areal(M,) = % og areal(M,)=8 .
Vi vil bestemme integralet fra —5 til 9 af f".
Da f(x)>0 for x i [-5;3], fés
: 86
I f(x)dx = areal(M,) = 5
-5
Da f(x)<0 for x 1[3;9], fas
9
I F(x)dx = —arcal(M,) = -8 |
3
Ved at bruge indskudssetningen fas

Igf(x)dx = I3f(x)dx +I9f(x)dx = % + (-8) =
-5 -5 3

B

Advarsel
Sig ikke "areal" nir du mener "integral".
I eksemplet ovenfor gelder

arealet fra 3 til 9 erlig 8
mens

integralet fra 3 til 9 er —areal
dvs.

integralet fra 3 til 9 er —8§.
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8.11 2. eksempel hvor integral og/eller areal er givet

> (1)

Figuren viser grafen for en funktion f hvis nulpunkter er —8 og —1. Sammen med
forsteaksen afgraenser grafen en punktmangde M der har et areal.

2
27 _ 19
Det er oplyst at arealet af M er <~ og at J_lf(x) dx == .

Vi vil bestemme integralet fra —8 til 2 af f.
Da f(x)<0 for x i [-8; 1], fés
-1
f(x)dx = —arealM) = -3 .
-8

Ved at bruge indskudss@tningen fas

2 -1 2
I f@de = [ fodr +J fode = (2Z)+12 - 8
-8 -8 -1 -
8.12 Ovelse
Figuren viser grafen for en funktion f som (2)
har nulpunkterne —8, -6 og -2. Itredje I A
o

kvadrant afgranser grafen og forsteaksen en
punktmengde M der har arealet 3. I anden
kvadrant afgraenser grafen og forsteaksen en
punktmeengde N der har arealet 7.

Bestem hvert af integralerne M -

_6f(x)dx og _zf(x) dx .
-8 -8
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8.13 3. eksempel hvor integral og/eller areal er givet

Pé figuren ses grafen for en funktion f der har nulpunktet 3. Desuden ses to punkt-

mangder M, og M, . Det er oplyst at arealet af M,

Vi vil bestemme arealet af M.
Da f(x)>0 for x i [0; 3], fas
3
IO f(0ydx = areal(M,) = 2L .
Da f(x)<0 for x i[3;5], gelder at
5
J f(x)dx = —areal(M,) .
3
Ifolge indskudssatningen er

I:f(x)dx - I;f(x)dx ; J‘ :f(x)dx

dvs.

2 = 2l 4 (—areal(M,))
Altsa er

areal(M,) = % —%

sd arealet af M, er 4 .

5
og at J.f(x)dxz%.
0
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8.14 Eksempel pa beregning af areal ved opdeling

(2)

il

—\
?
ENE
Y

7 | i
‘ 4
N\
Figuren viser grafen for funktionen f(x)= —x? —%-x - %. Vi vil beregne arealet af det

skraverede omréade.

Lad M, betegne det skraverede omrade over forsteaksen, og lad M, betegne det
skraverede omride under forsteaksen.

Ved at lose ligningen f(x) =0 finder vi at forstekoordinaterne til grafens

; 3 1
skaeringspunkter med forsteaksen er —3 og — .

Da f(x)>0 for x i [-3;-7%], gelder at

1
(1 j 3 f)dy = areal(M)) .
-3

Da f(x)<0 for x i [-1;0], gelder at

0

(2) f(x)dx = —areal(M,) .

_1
4

Ved beregning finder vi at

(3) Sy = L

4
0 7
@ |, f@dr = L
T4
Af (1) og (3) fis at areal(M;) = % , ogaf(2) og (4) fas at areal(M,) = é , sé
arealet af det skraverede omrade er % + é = é—3 .
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8.15 Eksempel med fortolkning af integral

Betragt funktionen f(x)= 3x? —% . Vi vil beregne
1
[ reas
0
og give en geometrisk fortolkning af resultatet.

[ =3 = [ -24], -

-30)-00-30) - -4

Vi tegner grafen. Den geometriske fortolkning er:

Skraveret areal under 1.akse er + enhed storre end skraveret areal over.

2

Integralet er nemlig lig arealet S, over aksen minus arealet S| under aksen:

S2—S1 = —

2 |—

8.16 Ovelse

Betragt funktionen
f(x)=3x%-6x .
Beregn det bestemte integral

Ii f(x)dx

og fortolk resultatet ved hjelp af en skitse.
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9. Rumfang af omdrejningslegeme

9.01 Formlen for rumfang af omdrejningslegeme + eksempel

Nér punktmangden M pé figur 9b drejes 360° om forsteaksen, fas
omdrejningslegemet pa figur 9c.

(9a) Seetning (Formlen for rumfang af omdrejningslegeme)

Rumfanget V' af omdrejningslegemet kan beregnes ved hjalp af formlen

= njb(f(x))zdx.

(2) (2)
A A
.
7 0 — M
Figur 9b Figur 9¢

Antag at figur 9a viser grafen for funktionen
f) = 4Jx, l<x<3,

S& har omdrejningslegemet rumfanget

3 ) 3
Vo= njl (%\/;) dx = %RII 2xdx =
2 2

3 2
1[2] = 832 (1f) = u
25 X l—25n3 5 = ST
2

9.02 Ovelse

Grafen for funktionen f(x)= x? -1 afgrenser sammen med koordinatakserne 1 fjerde
kvadrant en punktmangde M .

Bestem rumfanget af det omdrejningslegeme der fremkommer nar M drejes 360° om
forsteaksen.
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9.03 Bestemme rumfang af ring

Den skraverede punktmengde M pa figur 9d er afgraenset af graferne for funktionerne

f(x)= 2x3 —3x? +% og g(x)=3 og linjerne med ligningerne x =0 og x=1.Nar

M drejes 360° om fersteaksen, fremkommer det ringformede omdrejningslegeme péa
figur 9e.

Vi vil beregne ringens rumfang 7,

ring *
2) ) 2) 2)
A A
m f f /
—() ' M) — —()
Figur 9d Figur 9¢ Figur 9f Figur 9¢g

Naér den skraverede punktmangde pa figur 9f drejes om forsteaksen, fis en skive med
rumfang V.. . Herfra skal treekkes hullets rumfang V), . Hullet fis ndr den skraverede

punktmangde pa figur 9g drejes om forsteaksen. Af s@tning (9a) fés

1
ae = 7| (FGfds = B

!
Vi = “J.O (g(x))dx = 9n

Altsé er ringens rumfang

— — 997
Vring - Vskive - thl T
Bemeerkning

Hullets rumfang kunne ogsa vere beregnet ved at bruge formlen for rumfang af
cylinder.
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9.04 Advarsel vedr. rumfang af ring

Lad f og g vere funktionerne fra ramme 9.03. Figur 9h
viser grafen for funktionen f(x)—g(x) . Vi betragter

omdrejningslegemet der fis ved at dreje den skraverede
punktmangde 360° om forsteaksen. For at beregne dets
rumfang, indsatter vi funktionen f(x)—g(x) for f(x)

1 formlen i s&tning (9a):

! 2 157
Vo= f (fo-g)ds = Hn

Vi ser at rumfanget er meget mindre end ringens rumfang.

Man kan altsd ikke bestemme ringens rumfang ved at
indszette f(x)—g(x) iformel (9a).

()
A

J(x)-g(x)

val > (1)

Figur 9h

9.05 Ovelse

Graferne for funktionerne f(x) = Jx og g(x)=+/3x—-2 afgrenser sammen med

forsteaksen en punktmangde M .

Bestem rumfanget af det omdrejningslegeme der fremkommer nar M drejes 360° om

forsteaksen.

Integralregning Side 56

2006 Karsten Juul




