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Stamfunktion (ubestemt integral)

1. Hvad er en stamfunktion?

g(x) er en stamfunktion til f(x)
hvis
g(x) differentieret giver f(x)

dvs. hvis

g'x)=f(x)

2. Undersog om g(x) er stamfunktion til f(x) .

Opgave
Undersegg om g(x) = %x3 +4x er en stamfunktion til f(x)=x".

Besvarelse

For at undersege om g(x) er stamfunktion til f(x) ,
vil vi differentiere g(x):

g(0) = (Led+rax] = (L) +(4x) = L(x¥ +4 = L3244 = P44 2 f(0)
Da g(x) differentieret ikke giver f(x), gelder:

g(x) erikke en stamfunktion til f(x)

3. Gor rede for at g(x) er stamfunktion til f(x) .

Opgave
Gor rede for at g(x) = %x3 +4 er en stamfunktion til f(x) = X2 .

Besvarelse

For at gore rede for at g(x) er stamfunktion til f(x) ,
vil vi differentiere g(x):

g(0) = (Le+4f = (L) +4' = LY +0 = L322 = ¥ = /()
Da g(x) differentieret giver f(x), gelder:

g(x) er en stamfunktion til f(x)
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4. En funktion har mange stamfunktioner.

3y_1 2)' 3.1 Y
¥ Ty X)) T Tk
3x—Lx? + 475
3._1.2 )' 3.1 2
Sx—4x" + 5 =5->x
27 4 272 3 L2 4 275
7x—zx + 2,
[
P’ oo = g ,
Wt N Bx—dx? 4 (-0,25)
%x—lx2+ ¢ er stamfunktion til %—%x X
uanset hvilket tal vi skriver i stedet for c.
Ix-dx? + (425
I koordinatsystemet har vi tegnet graferne for
nogle af stamfunktionerne til %— %x .

4.1 Regel Hvis A(x) er en af stamfunktionerne til f(x),
sé er funktionerne /(x)+k samtlige stamfunktioner til f(x).
4.2 Regel Hvis A(x) er en stamfunktion til f(x), sa vil stamfunktionerne til f(x) vare de

funktioner hvis graf vi kan fa ved at rykke /(x)-grafen op eller ned.

5. Symbol for stamfunktion (ubestemt integral).

Symbolet j F(x)dx
betyder: stamfunktionerne til f'(x)
og laeses: det ubestemte integral af f(x)

Nar vi finder ud af hvad _[ f(x)dx erlig, sé siger viatvi integrerer f(x)

Eksempel: j Q2x+Ddx = X2+ x+c

6. Bestem stamfunktion med Nspire.

X x

Nspire skriver kun én af stamfunktionerne: _[7x dx = 7 Vima selv tilfaje +c: j7x dx = ! +c
111(7) 111(7)

For at finde stamfunktion til Husk at trykke pa hajre-

F(x)=3x 2 . x>0 pilen inden du taster den
X lodrette streg!

skal vi efter integraltegnet angive at x > 0 : x>0 skal sta uden for

13- x—g)dx|x>0 = 3.—)(—2~ ln(x)
X 2

Integralregning for A-niveau i stx, udgave 3 2 2015 Karsten Juul



7. Bestem stamfunktion uden hjelpemidler.

k har stamfunktionen k-x  narkeren konstant feks. 6 har stamfunktionerne 6x+c
x  har stamfunktioneme %xz e
x%  har stamfunktionen —x! feks. x>  harstamfunktionerne Txt+e
MEN 4  har IKKE stamfunktionen ﬁ il
x7!  harstamfunktionerne  In(x) +c¢  iintervallet x>0
1
% har stamfunktionerne  In(x)+c¢  iintervallet x>0 MEN P har IKKE stamfunktionen In(2—x)
—X
e*  harstamfunktionerne  e*+c
Hyvis: f(x) har stamfunktionen ~ F'(x)
sé: k-f(x) harstamfunktionen k- F(x)
f.eks. 12x3 har stamfunktionerne 12 %x“ +c dvs. 3x* + ¢
Hvis: f(x) har stamfunktionen F(x) og
2(x) har stamfunktionen G(x)
sé: f(x)+g(x) harstamfunktionen F(x)+ G(x)
f(x)—g(x) harstamfunktionen F(x)—G(x)
f.eks. 6—¢* har stamfunktionerne 6x—e* + ¢
f.eks. X +% har stamfunktionerne %x2 +In(x) + ¢ iintervallet x>0
j flgw)-godx = F(g(x)) +¢ , hvor F'(t)= f(t) .  Seramme 9.

feks.  [(2+D-2vdx = [+ (241 dy = L2+ ee  da (L4 =

Advarsel: Man kan IKKE integrere et udtryk ved at integrere hver del af udtrykket
(bortset fra visse specielle tilfeelde ), f.eks.

x3 . er har IKKE stamfunktionen %x“ - er
3 1,4
— har IKKE stamfunktionen 4
e¥ e’
5.¢* har IKKE stamfunktionen 5x-¢e*
8. Bestem jf(x) dx .
Opgave
Bestem j6x2dx )
Besvarelse
j6x2dx = 6'2;)62” +¢ = 613 +¢ = 2x3 +¢.
+1 3
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9. Integral af sammensat funktion.

Regel for stamfunktion til sammensat funktion:

9.1 [f(gw)-gwydr = F(g) +c . hvor F()=/(0) .

Bevis for reglen ved hjzlp af metoden fra ramme 2:

Vi bruger reglen for at differentiere sammensat funktion:

(F (g(x))+0)' = F'(gx) g + 0= f(gw) g

Da F(g(x)) + ¢ differentieret giver f(gx))-g'x), er F(g(x)) + ¢ en stamfunktion til f(gx)-g'x) .

Eksempler pa brug af denne regel:

’
t4) =1,

92 [(2+1) 2xdr = [(P+1P (24 dr = L24DPee L da 2

Kontrol for regnefejl (se ramme 2): (%(x2 +1)4) =142+ 24 = (24D 2x

9.3 I folgende eksempel tilfajer vi tallet 2 foran x for at opna at det der star, er differentialkvotienten af

den indre funktion x2 +1 . For at lighedstegnet skal geelde, ganger vi samtidig integralet med %

11 4 1 4 L) 3
et~ st e .o o)

9.4 I3el+3xdx = Jel+3x-(1+3x)'dx = ™4e . da (et)rzet :

95 x>-1: | 3x? dv = |

3x2dx =_[ !
x3+1 3

(3 +Ddx = In(x3+1)+c
3 +1 x3+1 —_—

da In'(r)=1, ¢>0.

t b
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10. Find en bestemt af stamfunktionerne.

10.1 Opgave (Vikender et punkt pa stamfunktionens graf)
F er en stamfunktion til f(x)=2x+3 .
Det er oplyst at
grafen for /' gar gennem punktet (-1, —6).
I nogle opgaver er denne oplysning formuleret sadan:
F(-)=-6 .
Find F.

Besvarelse
Da F er en stamfunktion til f(x)=2x+3, findes en konstant ¢ sa

F(x)=x2+3x+c

Da grafen for £ gdr gennem punkiet (-1, -6), md Nér vi indsaetter et grafpunkts x-koor-

(-1)> +3(-)+c = -6 dinat i forskriften og regner ud, sa far vi
grafpunktets y-koordinat.

s& c=—-4 , dvs.

F(x)=x2+3x—4 , —0<x<©

10.2 Opgave (Vikender en linje der er tangent til stamfunktionens graf)
F er en stamfunktion til f(x)=2x+3 .

Det er oplyst at
Linjen med ligningen y =x—35 er tangent til grafen for F .

Find F .

Besvarelse
Da F er en stamfunktion til f(x)=2x+3, findes en konstant ¢ sa
F(x)zx2 +3x+c

Forst udregner vi et punkt der ligger pa grafen for F,
nemlig det punkt (x,,,) hvori tangenten rerer grafen.

Af tangentens ligningen y =x—35 ser vi at tangenthaldningen er 1 :

F(xp) =1 Nar vi indsatter et grafpunkts x-koordinat i :
2xy+3 =1 forskriften for differentialkvotienten og regner ud, !
Xy = —1 sa far vi grafpunktets tangenthaeldning. :

Da xy=-1 og (xy,),) ligger pa linjen med ligningen

y=x-=35 ;
fr vi At en linjes ligning er y = ax +b betyder at for et punkt pa ;
_ (-1)-5 linjen kan vi udregne y-koordinaten ved at gange x- :
Yo = koordinaten med a og laegge b til resultatet.
Yo = 6

Nu kender vi et punkt pa grafen for F'. Sa kan vi bruge metoden fra opgave 10.1.
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Bestemt integral

11. Hvad er det bestemte integral.

Det bestemte integral fra a til b af f(x) er tallet

[f@dr = Fo)-Fla)

hvor F(x) er en stamfunktion til f(x).

Det bestemte integral er et tal.  Det ubestemte integral er funktioner.

12. Udregn jz f(x) dx med Nspire.

P4 skabelon-paletten valger vi integralskabelonen ]. Lhald

4
Ekﬂ&l: (6-x2—5)dx =105 udregnet af Nspire
-1

13. Udregn _[ 2 f(x) dx uden hjelpemidler.

13.1 Nar vi udregner bestemte integraler uden hjeelpemidler, er det praktisk at bruge
symbolet [F (x)]z som betyder F(b)— F(a)

Fordelen er at vi kan skrive stamfunktionen inden vi indsatter graenserne a og b for x.

13.2 Simpel opgave
3 ) L .
Udregn _[,1 (6x2 ~S)dx | Her skal du skrive en stamfunktion til det der star

efter integraltegnet. Du skal ikke skrive +c .

Svar
Jhe-sax = [20-sx] = (247 -54)- (207 -51) = 105

13.3 Opgave med sammensat funktion

1
Udregn [, 2x—=1)dx .
2
Svar (Forst finder vi stamfunktionen ved hjeelp af metoden fra ramme 9)
[ex-1’dx = L[ @x—12dx = L[@x-1 @x-1ydr = L-2@x-D*+c = f@x-1)"+c

1
J£(2x—1)3dx = [t@x-1*], = f@1-p* @ -n* = bttt = 1
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Areal og bestemt interal

14. Areal og bestemt integral.

14.1 Regel Areal ndr graf er over x-aksen

A er arealet mellem f-graf og x-akse
iintervallet a<x<b .

Hvis f(x)20 for a<x<b

er 4=["f(x)dx

14.2 Regel Areal ndr graf er under x-aksen

A er arealet mellem f-graf og x-akse
iintervallet a<x<b .

Hvis f(x)<0 for a<x<bh
_ (b Bemzrk: “minus integral”
et A= _I a J(x)dx er et positivt tal.

14.3 Regel Areal mellem grafer

A er arealet mellem f-graf og g-graf
iintervallet a<x<b .

S
Hvis f(0)>gx) for a<x<b /\
er 4=["(f(0) - g(@)dx > \) X
——

15. Kvadrant.

y
I opgaver hvor vi skal bestemme arealer,
kan der sté ordet kvadrant.
Koordinatakserne deler planen op i fire kvadranter. > kvadrant | kvadrant
Figuren viser hvad de fire kvadranter hedder.
X
3.kvadrant 4. kvadrant
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16. Areal mellem graf og x-akse. Uden hjelpemidler.

Opgave Oplysninger du bruger, skal med i besvarelsen. | nogle opgaver i dette heefte er opgaveteksten en del af besvarelsen.
Figuren viser grafen for funktionen f(x)=4- x? og linjen med y

ligningen x=-1 . Grafen for f skarer x-aksen i punkterne
(-=2,0) og (2,0).Bestem arealet af det gra omrade.

Besvarelse Her skal du skrive en stamfunktion

. i til det der star efter integraltegnet.
Det gra omréde er Du skal ikke skrive +c .

omradet mellem grafen for f og x-aksen i intervallet —1<x <2

Da f(x)>0 1idette interval, er argalet Se 14.1
2 2 x
[[@-xhdx = [4x —§x3]_1 Se 13.2
Disse klammer skal du kun bruge hvis
= (4.2 . — (4.(_1 _l.(_l 3) opgaven er uden hjeelpemidler. Med
Venstre greense 3

hjeelpemidler skal du kun taste
integralet og trykke pa enter.

skal sta nederst.
@vre greense forst, sa nedre.

Arealet af det grd omrade er 9 .

17. Areal mellem graf og x-akse. Med hjelpemidler.

Opgave
f(x) = —x> +4,5x> —6x+2. Bestem areal af omrédet der i forste kvadrant
afgreenses af f-graf og koordinatakser. y
Bemarkning
Nspire tegner f-graf, og vi markerer det sogte areal. !

Nér vi gar fra venstre mod hgjre, sa starter omradet ved y-aksen, |
dvs. der hvor x er 0, sa integralets nedre granse er 0. '

Omradet slutter ved det ene fzllespunkt for f~graf og x-akse, sé dette punkts 1 -
x-koordinat er integralets gvre graense. Vi skal lgse ligningen f'(x) = 0 for at ¥
finde x-koordinater til feellespunkter for f~graf og x-akse. Pa figur ser vi at vi Lo ¥
skal bruge den af lgsningerne der ligger mellem 0 og 1. \ P N
0, 0, SN W,
areal = [ > F)dx = [ Y(x3 +45x% —6x+2)dx  Se 4 —
Opgave
f(x) = —x> +4,5x> —6x+2. Bestem areal af omradet der i fjerde kvadrant
afgraenses af f-graf og forsteakse. Y
Bemzarkning
Nspire tegner f-graf, og vi markerer det sggte areal.
Nér vi gar fra venstre mod hgjre, sa starter omrédet ved et feellespunkt for
f-graf og x-akse, sa dette punkts x-koordinat er integralets nedre granse. 1
Omréadet slutter ved et faellespunkt for f~graf og x-akse, s& dette punkts f
x-koordinat er integralets gvre graense. Vi skal lgse ligningen f'(x) = 0 for at 1 .
finde x-koordinater til feellespunkter for f-graf og x-akse.
_ 2 2,3 2 - N
areal = Io,s f(x)dx= J‘0,5( X" +4,5x" —6x+2)dx Se 142 -

Ramme 17 fortseetter pa naeste side.
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Opgave
f(x) = —x> +4,5x> —6x+2. Bestem areal af omrédet der i forste kvadrant
afgraenses af f-graf og koordinatakser.

Besvarelse 1 Skal kunnes. Ity
Pa figur har Nspire tegnet graf for f(x) = —x>+4,5x2 —6x+2, og vi har vist '
omrédet der i forste kvadrant er afgrenset af f~graf og koordinatakser. Vi ser at
dette omrade starter ved y-aksen, dvs. ved x = 0, s integralets nedre graense er 0.

Omradet slutter ved et faellespunkt for f~graf og x-akse, sa dette punkts
x-koordinat er integralets @vre grense. 1

Nspire lgser ligningen f(x) =0 dvs. ligningen x> +4,5x% —6x+2=0

mht. x og fér at feellespunkternes x-koordinaterer x=0,5 og x=2 . _ 1 !

solvel x> +4.5- 26+ x+2-0,1] » x-0.5 or x-2. )
Det saggte areal er altsa areal mellem f-graf og x-akse i intervallet 0 <x<0,5.
Da f(x) > 01 dette interval, er Se 14.1

0.5
3 2 -
areal = X +4.5'x —6-x+2/dx = 0.421875 udregnet af Nspire
0 < Venstre greense

. kal sta nederst.
Areal af omréade der i forste kvadrant afgreenses af f-graf og akser, er 0,422 . Srelsie Necers

Besvarelse 2 Skal ikke kunnes, men er nyttig for nogen.  Samme figur som i besvarelse 1.

f(): = +4.5 x 6 x+2 » Udfort
Nspire tegner grafen for f. Pa figuren har vi vist omradet der i farste kvadrant er afgraenset
af f-graf og koordinatakser. Vi ser at dette omréde starter ved y—aksen, dvs. ved x=0, sa
integralets nedre graense er 0. Omradet slutter ved et faellespunkt for f~graf og x—akse, sa
dette punkts x—koordinat er integralets @vre graense,

Nspire lgser ligningen f{x)=0 og f&r at faellespunkternes x—koordinater er x=0,5 og x=2 .
solve( x)=0,x) » x=0.5 or x=2,
Det sggte areal er altsa atrealet mellem f—graf og x—akse i intervallet 0=x=0,5 .

Da fix)=0 i dette interval, er
0.5
areal = f(r) dx = 0.421875 udregnet af Nspire
0

Arealet af omradet der i fgrste kvadrant er afgreenset af f-graf og koordinatakser, er 0,422

Besvarelse 3 Skal ikke kunnes, men er god kontrol. y
Vitaster f(x) = —x* +4,5x% —6x+2 og far Nspire til at tegne graf (se figur).
For denne far vi Nspire til at udregne integral fra x = 0 til forste feellespunkt for '.

f-graf og x-akse. Nar der sporges om nedre granse, taster vi 0 enter. Nar der
sperges om gvre granse, forer vi marker til skaeringspunkt sé der star

skeeringspunkt, og klikker. 1
areal = 0,421875 ~ 0,422 R 4218175
X
Ovenstéende er ikke grundigt nok til at veaere en brugsanvisning til Nspire.
Det er et eksempel pa hvordan en besvarelse kan se ud. e
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18. Areal mellem grafer. Eksempel 1.

Opgave Bestem arealet af det omrade der afgranses af graferne for funktionerne
f)=x"~1 og g)=3x
Besvarelse 1 Skal kunnes.
Nspire tegner grafer for f(x) = x* -1 og g(x)= %-x . Pa figur ser vi at

integralets graenser er x-koordinater til grafers skaringspunkter.

Nspire lgser ligningen f(x) = g(x), dvs. X —1= %-x mht. x og fér at

x-koordinaterne til grafernes skaer%pu\nkter er —% og 2.
x2—1=§-x,x) > xzi or x=2  ADVARSEL: Det er ikke altid at du
2 skal lgse denne ligning. Se ramme 19. 1 f

solve

Da g(x)> f(x) for —=<x<2, erdetsogte areal lig \ 2 X

1
2
2 260417
3 2 125 , ol
—-x—\x" —1)|dx = ——  udregnet af Nspire
2 48

L < Venstre greense
2 skal sta nederst.

Besvarelse 2 Skal ikke kunnes, men er nyttig for nogen. Besvarelse 3 Skal ikke kunnes, men er god kontrol.
Nspire tegner grafer for funktionerne (se figur) Vi taster
f@=x*-1 og g(x)=%x

2 3
tfx).fx -1 > Udfort g(x).fz x > Udfort og far Nspire til at tegne grafer (se figur).

Nspire lgser ligningen f(x)zg(x) mht. x og far at For disse far vi Nspire til at udregne areal

1 mellem grafer mellem skeringspunkterne.

x-koordinater til grafers skaeringspunkter er — og 2 Naér der sperges om nedre og gvre graense,
= forer vi marker til skeeringspunkt sa der star

solve( x)=g(x) x) - = o x=2 skeeringspunkt og klikker.
2 areal =2,60417 ~ 2,60

Da glx)>flx) for 1322 . er det sggte areal lig Hvis greenserne ikke er skaeringspunkter, men givne
2 tal, kan vi bruge en formulering som:

udregne areal mellem grafer fra x=2 til

125 o
(glr)—f(x))dx = == udregnet af Nspire x=5 . Nar der sperges om nedre og ovre
1 48 greense taster vi tallene 2 og 5.

2 Ovenstaende er ikke grundigt nok til at veere en
brugsanvisning til Nspire. Det er et eksempel pa
hvordan en besvarelse kan se ud.

19. Areal mellem grafer. Eksempel 2.

y

1
A-
/T 1 8\
8
areal = L (f(x)—g(x))dx areal = Jj( f(x)—g(x)) dx
Her er integralets graenser lgsninger Her er integralets graenser [IKKE lgsninger
til ligningen f(x) = g(x) . til ligningen f'(x) = g(x) .
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20. Areal 1 tilfelde der ikke er standard.

20.1 Opgave Figuren viser grafen for funktionen f(x)=x2? og linjen
I: y=2x—-1. [ ertangent til grafen for f i punktet (1,1).
I forste kvadrant afgrenser grafen for f sammen med
linjen / og fersteaksen en punktmangde M der har et areal.

Bestem arealet af M.

Besvarelse Ligningen 2x—1=0 har lgsningen xz% , sé& [skerer

x-aksen i punktet (1, 0).

Arealaf M = (areal mellem f-graf og x-akse iintervallet 0<x<1) —

(areal mellem [/ og x-akse i intervallet %Sxﬁl)
Voag _ (hoy N I3 L SR
_[Ox dx J-%(2x I)dx [gx ]0 [ x]%

P -L0h) - (@2-n-(@?-D) = 1-1

20.2 Opgave Funktionen g er en stamfunktion til funktionen f.
Ligningen f'(x) = g(x) har netop 2 lgsninger.

x -6 -2 0
f(x) 0 -3
g(x) 3 0

Bestem arealet af det blad omrade.

Besvarelse Da f(-6)=0 og f(-2)=0, ma —6 og —2 vere de to lesninger til ligningen f(x) = g(x), sa
—6 og —2 er x-koordinater til f~grafens skaringspunkter med x-aksen. Det bl4 areal er altsa

arealet mellem f-graf og x-akse i intervallet -2 <x<0.

Da f(x) £0 idette interval, er arealet lig minus integralet:
0
areal = —J_2 f(x)dx

= —[e]?, da g er stamfunktion til f
= —(g(0)-g(-2)
= -(0-3% ifolge tabel
= 8
3

21. Opgave hvor integral og areal er givet.

Opgave Figuren viser to omrader med arealer % og A. Bestem A nar det er oplyst at

y
M [, fede=4 .
Besvarelse A f

2) fj f(x)dx = % da f(x)=0 for 0<x<3 %

3) j; f(x)dx = =4 da f(x)<0 for 3<x<5 3 ) x
Ifelge indskudssatningen (se 30.1) er

5 3 5
[Jr@dx = [ f@adr + [} f@de .

Heraf og af (1), (2) og (3) far vi

4 _ 10 _ 8 —
§—3+(A) sé A=2
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22. Opdelt omréde.

Arealet fra a til b er summen af arealerne: 2

4+6+3 =13
Integralet fra « til 5 er summen af integralerne:

skitse

(4H+6+(3)=-1
Areal mellem f-graf og x-akse iintervallet a<x<b er 13 .

[t -

23. Fortolk integral. Eksempel 1.

0
Opgave Det er oplyst at I_l (—3x - x* )dx = % .

Giv en geometrisk fortolkning af dette.
Besvarelse Vi skitserer grafen for funktionen f(x) =—-3x— X%,
Da f(x)=0 for -1<x<0, gelder:
If)l f(x)dx erarealet mellem f-grafen og x-aksen
iintervallet -1<x<0

s er arealet mellem f-graf og x-akse i intervallet -1 < x <0

A

dvs. er arealet af det gra omrade .

[ NEN

24. Fortolk integral. Eksempel 2.

1
Opgave Deteroplystatnir f(x)= 3x? —% er J-o f(x)dx = —% .
Giv en geometrisk fortolkning af dette.
Besvarelse Vi tegner grafen for f .

A = grat areal under x-akse og B = grat areal over x-akse
Da (integral fraOtil1l) = (-4) +B
er —% =(-4) +B  ogdermed A= B+%

1

5 enhed storre end det gré areal over.

Det gré areal under x-aksen er

25. Fortolk integral. Eksempel 3.

Opgave Pa figuren ses graferne for to lineere funktioner f og g ~ty /
som skaerer hinanden i et punkt 4 hvis x-koordinat er 2 . ‘/
2 7
Det oplyses at _[ 0 f(x)dx+ .[2 g(x)dx=10,5 . f s
Fortolk tallet 10,5 . B v

Besvarelse
Venstre integral er areal mellem f-graf og x-akse i intervallet 0 <x < 2 .
Hgjre integral er areal mellem g-graf og x-akse i intervallet 2 <x <7 .
Ialt: 10,5 er arealet af trekant ABO .
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26. Bestem £k si areal er lig et oplyst tal.

Eksempel hvor & er en granse.

Figuren viser grafen for f(x)=x?+1 og linjen med ligningen x = & .

Vi vil bestemme et positivt tal £ sa

det gra areal = %

dvs.
k. _3
jo (P +D)dy = 3

Nspire lgser denne ligning mht. £ for £ >0 og far
k =1,08004 ~ 1,080

k

solve (x2+1)dx=%,k [k>0 » k=1.08004
0

Eksempel hvor & er i forskriften.

Figuren viser grafen for f(x)=2—kx> hvor 0<k<2.
Vi vil bestemme & sa

det gra areal = %

dvs.

1 ) 7 éHusk at taste gangetegn
‘[71(2—kx Jdx = 2 ‘mellem k og x .

Nspire lgser denne ligning mht. £ for 0<k <2 og fir

k= % 1
= solve (2—k- xz)dx=z,k [0<k<2 » lf=E
) 2 4
1
Eksempel hvor k£ béde er en granse og er i forskriften. Y

Figuren viser graferne for
fx)=1-x

Vi vil bestemme £ sa det gra areal er % .

k>.5

og g(x)=k—-x hvor 1

Pa figuren ser vi at vi har brug for at kende de to viste skeerings-
punkter mellem x-aksen og graferne:

Vileser 1-x2=0 ogfir x=x+1
Vilgser k—x=0 ogfar x=+k
Heraf og af figuren far vi, da

det gra arecal = %
at
k ! 2 _ 4
jo (k—x)dx—jo(l—x ydx = 3
Nspire lgser denne mht. £ for & > 3 og far

4
k=2

For at finde graenser for integralerne lgste
vi ligningerne f(x)=0 og g(x)=0.

Ofte skal du ikke lgse disse ligninger.
I stedet skal du maske lose f(x)= g(x).

Eller méske fremgar integralets graenser
af tekst og figur.

k 1
solve (k—x)dx— (l—xz)dx=é,k |k>E > k=2
0 0 3 4
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Rumfang af omdrejningslegeme

27. Rumfang af omdrejningslegeme.

Punktmaengden M pa venstre figur drejer vi 360° om x-aksen.
Sa far vi omdrejningslegemet pa hgjre figur.

b
27.1 Formel for rumfang J af omdrejningslegeme: V' = nIa( f (x))zdx .
y y

27.2 Opgave
Venstre figur ovenfor viser grafen for funktionen

f) =4Jx, Ll<x<3,

Omradet M mellem f-grafen og x-aksen drejer vi 360° om x-aksen. Sa far vi omdrejningslegemet
som vi har tegnet ovenfor til hgjre.

Bestem rumfanget V' af dette omdrejningslegeme.

Besvarelse Husk ! Husk !

2
4 14-
V= 7 (g J;) dx = i udregnet af Nspire

¢ \ Venstre greense skal sta nederst.

N | —

28. Rumfang af skal.

Opgave
To funktioner f og g er givet ved

f(x)=x"8+2, 0<x<3
2(x)=2,5-(x=1)% | 1<x<3

Det gra omrade pa figuren drejer vi 360° om x-aksen.
Sa far vi en glasskal.

Bestem rumfanget af glasset.

Besvarelse
Omradet mellem f-grafen og x-aksen drejer vi 360° om x-aksen.
Sa far vi et omdrejningslegeme der ikke er en skél. For at gare det til en skal skal vi fjerne noget. Det
vi fjerner, er omdrejningslegemet som vi fir ved at dreje omradet mellem g-grafen og x-aksen 360°
om x-aksen. Rumfanget af glasset er

208422 dx — o[ (25 - (x=1)5)2dx = 69,8898 ~ 69.9 udregnet af Nspire
0 1
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29. Rumfang af ring.

Opgave To funktioner f og g har forskrifterne f(x)=2x> —3x? +% og g(x)=3.

Det gra omrade pa 1. figur drejer vi 360° om x-aksen. Sa fér vi det ringformede
omdrejningslegeme pa 2. figur. Bestem rumfanget af denne ring.

y Y y y

Besvarelse Det gra omrade pa 3. figur drejer vi 360° om x-aksen. Sa fér vi en skive hvis rumfang er

i J f (x) 2dx = % udregnet af Nspire

Herfra skal vi treekke hullets rumfang. Hullet er den skive vi far ved at dreje

det grd omrade pa 4. figur 360° om x-aksen. Hullets rumfang er altsa

Hullets rumfang kunne

vi have udregnet ved at

bruge formlen for
257 gp= 9. Y .
140 140 rumfang af cylinder.

J (x) ‘dx = 9n udregnet af Nspire

Altsé er ringens rumfang

Advarsel Vi kan [KKE sla udregningerne sammen 1 ¢t integral som vi kan med areal.

J f(x)—- g(x) dx = iign er IKKE ringens rumfang!

Det vi har udregnet her, er rumfanget af det omdrejningslegeme vi
far nar det gra omrade pa figuren til hgjre drejes 360° om x-aksen.

h(x) =|f(x)—=g(x)

Andre anvendelser

30. Andre anvendelser.

Hvis 11 en eksamensopgave skal bruge integral til at udregne andet end graf-afgreenset areal og rumfang af
omdrejningslegeme, s vil der i opgaven sta den integralformel I skal bruge. I skal sa finde ud af at sette tal
ind 1 integralformlen. Méaske skal I forst udregne disse tal. Det I skal udregne med et integral kan bade veere
geometriske storrelser og storrelser fra f.eks. naturvidenskab.

y meter
Opgave: Figuren viser en gavl. Langs den buede kant er et radt lysstofrer der har form '

som en del af grafen for f(x) =—x" + 8x — 12 . Gavlens bredde er 2 m. Det oplyses at

. . . b ' 2
buelaengden af grafen for en funktion f ietinterval a<x<b er L N(x) +1dx.
Bestem leengden af lysstofreret.

Overvejelser: f(x) =0 har lesningerne 2 og 6 s& a =2 . Hertil leegger vi gavlens x
bredde og far b=4 . Da f'(x) =-2x + 8, skal der under rodtegnet st (—2x + 8)°+1 . meter
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Beviser

31.

Formler for bestemt integral.

31.1 Seetning (Indskudsseztningen for integraler)

31.2

Nér f har en stamfunktion i et interval, og a, b og ¢ er tal i dette interval, sa er

[" feoax = [ rede+ [ rooa

Saxtning (Regneregler for bestemt integral)

Nar f og g har stamfunktioner i et interval, og a og b er tal i dette interval, og k er et tal, sé er

["(r@+g@)de = [ rede+ [ g
["(r@-g)ax = [° fyar - [ g
ja k-f(x)dx = k-ja F(x)dx

31.3

Bevis (Indskudssa&tningen for integraler)

314

Lad F vere en stamfunktion til f .

[Creae + |7 fad
F(c)-F(a) + F(b)-F(c) Ifolge definitionen pa bestemt integral.
F(b)—F(a)

b
I f(x)dx Ifolge definitionen pa bestemt integral.
a

Hermed er satningen bevist.

Bevis (Regneregler for bestemt integral)

De tre formler kan bevises pa nasten samme méde. Vi beviser nummer to.

f(x) har en stamfunktion F(x), og g(x) har en stamfunktion G(x).
Funktionen H(x)= F(x)—G(x) er en stamfunktion til 4(x)= f(x)—g(x) da
H'() = (F0)-6) = F@-G@) = f(x)-gx) = h(x)
hvor reglen for at differentiere en differens er begrundelsen for andet lighedstegn. Nu er

["(f@-g@)ds = [ hxydx = Hb)-H(a) = (FB)-G®) - (F(a)-G(a)) =
F(b)-F(a) - (GB)-G(@)) = | f()dx ~ [ g(x)ax

Hermed er formlen bevist.
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32. Hvad er en arealfunktion?

y

1

Den viste graf er pa en skaerm.
Naér vi treekker x-prikken mod hgjre, bliver det gra omréde storre.
A(x) er arealet af det grd omrade.

A(x) kaldes arealfunktionen for f .

Pa billedet ser viat 4(9)=36 og A(11)=53.

33. Vigtig regel om arealfunktioner.

33.1 Szetning Betyder at grafen ligger pa eller over x-aksen.
Nar
A(x) er arealfunktionen for en ikke-negativ funktion f(x), a<x<b
sa geelder at
A(x) er en stamfunktion til f(x)

dvs.

A'(x) = f(x)
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34. Bevis forat A'(x)=f(x).

Saetning (Se ramme 32 og 33)

Nér A(x) er arealfunktionen for en ikke-negativ funktion f(x), a<x<b

er  A(x) = f(x)

Bevis

a X x b

f(x) erikke-negativ og voksende iintervallet a <x<b . Vi beviser kun pastanden for voksende
‘funktioner, men den gaelder ogsé for
:funktioner der ikke er voksende.

X, og x; ertotaliintervallet a<x<b , og x,<x .

Af figuren ser vi at
areal af rektangel CDGH < areal af grd omrade < areal af rektangel CEFH

Dette kan vi ogsa skrive sddan:

S (x0)- (=) < A(x;)— A(xp) < S (x) - (x—=xp)
Ulighedstegnene gelder stadig nar vi dividerer de tre udtryk med x;—x,
da x—x, er positiv:

1) fG) Aon)= )

X=X

< S(a)

P4 tilsvarende mdde kan vi vise at (1) ogsd gelder ndr x; < x, .

Vi giver x; vardier der ligger tettere og tettere pa x,
sd f(x;) kommer vilkarlig teet pd f(x,) .

Sé kommer breken i (1) vilkérlig tet pd f(x) (da den ifelge (1) er teettere pa f(x)

Med symboler kan vi skrive dette sadan: end f(x) er).

. A(x) = Ax
@ S = lim A0
X1 —>X0 'xl - xo
Fra differentialregningen ved vi at differentialkvotienten kan udregnes som en greensevardi pa felgende

made:

3) A(xy) = lim Alx) — A(x)

X1 —=>X( xl —XO

Af(2) og (3) folger at 4'(xg) = f(xy) , ogdette er det vi ville bevise.
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35. Areal nar graf ligger over x-akse.

35.1 Seetning om areal mellem f-graf og x-akse nar f(x) >0
Hvis

f(x)20 for a<x<b og

M er omradet mellem f-grafen og x-aksen
iintervallet a<x<b

sé geelder
Ib f(x)dx = arealetaf M

Bevis

A(x) er arealfunktionen for f(x).
F(x) er en stamfunktion til f(x).

Ifolge seetning 33.1 er A(x) en stamfunktion til f(x).
Da A(x) og F(x) er stamfunktion til samme funktion, findes en konstant ¢ sa

(x)  A(x) = F(x)+c.

Nu fas
areal af M = A(D) Ifolge definitionen pa arealfunktion.
= A(b)— A(a) Da A(a)=0.
= (F(b)+c)-(F(a)+c) Ifolge ().
= F(b)-F(a)
= Jj f(x)dx Ifolge definitionen pa bestemt integral.

Hermed er setning 35.1 bevist.
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36. Areal mellem grafer.

36.1 Satning om areal mellem grafer

Hvis der i et interval a < x <b geelder om to funktioner f og g at

Sf(x)=g(x)

og M er omradet mellem f-grafen og g-grafen i dette interval (se venstre figur), sa er

arealaf M = J‘f (f(x) - g(x))dx

y y

/\ F0)+k

/\ M,
M Ve ek

X X
p \-b a b

g(x)

Bevis

Vi veelger et tal £ sé graferne for f(x)+k og g(x)+k ligger over x-aksen. Se hgjre figur.
Nu fér vi

Areal af M

areal af M,

_ (areal mellem x-akse B areal mellem x-akse
| og graf for f(x)+k og graf for g(x)+k

= I ’ (f(x) + k)dx — I ’ (g(x) + k)dx ifelge saetning om areal mellem
¢ ¢ f-graf og x-akse nar f(x)>0.
= _[j (£ )+ k)~ (g(x)+k))dx ifolge formel for

integral af differens.
b
= [ (/0 -g(x)dx

Hermed er satningen bevist.
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37. Areal nar graf ligger under x-akse.

37.1 Seetning om areal mellem f-graf og x-akse nér f(x) <0

A er arealet mellem f-graf og x-akse %
iintervallet a<x<b .

Hvis
f(x)<0 for a<x<bh

sd er

[ redx = -4

Bevis

Grafen for funktionen g(x) =0 er sammenfaldende med x-aksen,
s& A er arealet mellem f-graf og g-graf iintervallet a<x<b .

A

b
J , (g(x) -f (x))dx ifolge seetning om areal mellem grafer

[7 (0~ f()de

- Ij S(x)dx k=-1 iregel om integral af k- f(x)

Hermed er setningen bevist.
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