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1. Hvad er en stamfunktion?

g(x) er en stamfunktion til f(x)
hvis
g(x) differentieret giver f(x)

dvs. hvis

g'(x)=f(x)

2. Undersgg om g(x) er stamfunktion til f(x) .

Opgave
Undersog om g(x) = %x3 +4x er en stamfunktion til f(x) = x2.

Besvarelse

For at undersoge om g(x) er stamfunktion til f(x) ,
vil vi differentiere g(x):

g'(x) = (%x3+4x), = (%x3)’+(4x)' = %(x3),+4 = %-3x2+4 = x’+4 % f(x)
Da g(x) differentieret ikke giver f(x), gelder:

g(x) erikke en stamfunktion til f(x)

3. Gor rede for at g(x) er stamfunktion til f(x) .

Opgave
Gor rede for at g(x)= §x3 +4 er en stamfunktion til f(x) = x? .
Besvarelse
For at gore rede for at g(x) er stamfunktion til f(x) ,
vil vi differentiere g(x):
ey (13304  — (13) L4 1.3 122 _ 2
g'(x) = (Ex +4) = (gx)+4 = E(x)+0 =3:3x" = x"=f(x)

Da g(x) differentieret giver f(x), gelder:
g(x) er en stamfunktion til f(x)
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4. En funktion har mange stamfunktioner.

En funktion har mange stamfunktioner, da Y
en konstant differentieret giver nul:
(3 1 2)’ 31 %x_%xz + 475
2X X)) = 27 2* 5
N S %x—%x + 2,75
(7 X — ry X + 5) = 5T X
3 12 o 31 3142 4 (-
(ix X +8) = S-3X 1 >Xx—4x" + (-0,25)
N X
%x — % x? + ¢ er stamfunktion til % — %x
uanset hvilket tal vi skriver 1 stedet for c.
P . . 3x-1x? 4+ (4,25
Nér vi @ndrer pa c, forskyder vi grafen op eller ned. 2 4 ’
I koordinatsystemet har vi tegnet graferne for

nogle af stamfunktionerne til %— %x .

4.1 Seetning Hvis 4(x) er en af stamfunktionerne til f(x),

sé er funktionerne A(x)+k samtlige stamfunktioner til f(x).

4.2 Seetning Hvis 4(x) er en stamfunktion til f(x), sa vil stamfunktionerne til f(x) vere de
funktioner hvis graf vi kan fa ved at rykke /(x)-grafen op eller ned.

5. Symbol for stamfunktion.

Symbolet j F(x)dx
betyder: stamfunktionerne til f(x)
og laeses: det ubestemte integral af f(x)

Nér vi finder ud af hvad I f(x)dx erlig, sasiger viatvi integrerer f(x)

Eksempel: I(2x+ Ddx = x> +x+c

6. Bestem stamfunktion med Nspire.

[

P4 skabelon-paletten valger vi integralskabelonen _f fid

-
A

7

lnI:'?)
b Husk at trykke pé hejre-
For at finde stamfunktion til f(x) =3x— M x>0 pilen inden du taster den

lodrette streg!

Nspire skriver kun én af stamfunktionerne: j(?x)d ¥ = Vima selv tilfgje +c .

2. .2

S'I—E —2'111(3(:]

X

skal vi angive at x >0 :
J( dx|x=0 =
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7. Bestem stamfunktion uden hjelpemidler.

k har stamfunktionen k-x nérk er en konstant feks. 6 har stamfunktionerne 6x+c
X har stamfunktionerne %xz +c
x%  har stamfunktionen ﬁ-xa“ feks. x3  har stamfunktionerne %x“ +c
MEN 4%  har IKKE stamfunktionen ﬁ L4~
x~' harstamfunktioneme  In(x)+c¢  iintervallet x>0
1
% har stamfunktionerme ~ In(x)+c¢  iintervallet x>0 MEN E- har IKKE stamfunktionen In(2—x)
—X
e*  harstamfunktioneme  e*+c
Hvis:  f(x) har stamfunktionen ~ F'(x)
sa: k- f(x) harstamfunktionen k- F(x)
f.eks. 12x3 har stamfunktioneme 12 - %x“ + ¢ dvs. 3x* + ¢
Hvis:  f(x) har stamfunktionen F(x) og
g(x) har stamfunktionen G(x)
sa: f(x)+g(x) harstamfunktionen F'(x)+ G(x)
f(x)—g(x) harstamfunktionen F(x)—G(x)
f.eks. 6—¢e” har stamfunktionerne 6x—e* + c
f.eks. X +% har stamfunktionerne %xz +In(x) + ¢ iintervallet x>0

Advarsel:  Man kan IKKE integrere et udtryk ved at integrere hver del af udtrykket
(bortset fra visse specielle tilfelde), f.eks.

3

x° - e*  har IKKE stamfunktionen %x“ - e
x3 %x“
— har IKKE stamfunktionen
e e’
5.¢F har IKKE stamfunktionen 5x-e*
8. Bestem jf(x)dx.
Opgave
Bestem J. 6x2dx .
Besvarelse
J-6x2dx = 6-#)@“ +c = 6-%x3 +¢ = 2x3 +¢
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9. Find en bestemt af stamfunktionerne.

Opgave (Vi kender et punkt pd stamfunktionens graf)
F er en stamfunktion til f(x)=2x+3 .

Det er oplyst at
grafen for F' gar gennem punktet (-1, —6).

I nogle opgaver er denne oplysning formuleret sadan:
F(-1)=-6 .
Find F'.

Besvarelse
Da F' er en stamfunktion til f(x)=2x+3, findes en konstant ¢ sa

F(x):x2+3x+c

Da grafen for £ gdr gennem punktet (-1, -6), ma Nér vi indsatter et grafpunkts x-koor-
(—1)2 +3(-1)+c = -6 dinat i forskriften og regner ud, sé far
vi grafpunktets y-koordinat.

sa ¢c=-4, dvs.

F(x):x2+3x—4 , —0<Xx<oo

10. Hvad er en arealfunktion?

y

Den viste graf er pa en skerm.

Nér vi trekker x-prikken mod hejre,
bliver det grd omrade storre.

A(x) er arealet af det gra omrade.

A(x) kaldes arealfunktionen for f .

Pa billedet ser vi at
A9)=36 og A(11)=53. 1

11. Vigtig regel om arealfunktioner.

Betyder at grafen ligger pa eller over x-aksen.

Nér
A(x) er arealfunktionen for en ikke-negativ funktion f(x), a<x<b

sa geelder at
A(x) er en stamfunktion til f(x)

dvs.

A'(x) = f(x)
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12. Hvad er det bestemte integral.

Det bestemte integral fra a til b af f(x) er tallet

[[feax = Fo)-F@

hvor F(x) er en stamfunktion til f(x).

Det bestemte integral er et tal.

Det ubestemte integral er funktioner.

13. Udregn L? f(x) dx med Nspire.

P4 skabelon-paletten veelger vi integralskabelonen J()d )

Eksempel

SEMDE / Husk at skrive dette!
4

j_1(6x2 —5)dx = 105  udregnet med Nspire

14. Udregn Ij f(x)dx uden hjelpemidler.

Naér vi udregner bestemte integraler uden hjelpemidler, er det praktisk at bruge
symbolet [F(x)]° sombetyder F(b)— F(a)
Fordelen er at vi kan skrive stamfunktionen inden vi indsetter grenserne a og b for x.
J-: (6x*=5)dx = [2x3 —5x ]:
(24° =54)— (2:(-1)* =5(-1))
= 105

15. Regel om bestemt integral og areal.

Szetning om bestemt integral og areal
Hvis
f(x)>20 for a<x<b og

M er omridet mellem f-grafen og x-aksen
iintervallet a < x <b
sa gaelder

J. ’ f(x)dx = arealetaf M
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16. Bevis for regel om bestemt integral og areal.

Bevis
A(x) er arealfunktionen for f(x).

F(x) er en stamfunktion til f(x).
Da A(x) og F(x) er stamfunktion til samme funktion, findes en konstant ¢ s&
(x) A(x) = F(x)+c.

Nu fas
areal af M = A(b) Ifolge definitionen pd arealfunktion.
= A(b)— A(a) Da A(a)=0.
= (F(b)+k)—(F(a)+k) Ifolge (x).
= F(b)-F(a)
= I 5 f(x)dx Ifolge definitionen pé bestemt integral.

Hermed har vi bevist reglen i ramme 15.

17. Fortolk integral.

I en opgave er f(x)=-3x—x"

. 0 7
Vi har udregnet at J. B f(x)dx = ¢
Vi skal give en fortolkning af dette tal.

Svar pa dette sporgsmal:

Da f(x)>0 for -1<x<0, gelder:

0
I B f(x)dx erarealet mellem f-grafen og x-aksen 1iintervallet —1<x<0

sé er arealet mellem f-graf og x-akse 1 intervallet -1<x <0

[oIN]

dvs. er arealet af det grd omréade .

[oIN]
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18. Kwvadrant.

I opgaver hvor vi skal bestemme arealer,
kan der std ordet kvadrant.

Koordinatakserne deler planen op 1 fire kvadranter. 2.kvadrant 1. kvadrant

Figuren viser hvad de fire kvadranter hedder.

3. kvadrant 4.kvadrant

19. Areal mellem graf og x-akse, 1. eksempel.

Opgave

Figuren viser grafen for funktionen

f()=4-x"
og linjen med ligningen x =-1 . Grafen for f
skaerer x-aksen i punkterne (-2, 0) og (2,0).

Bestem arealet af det grd omrade.

Besvarelse

Det gra omrade er
omradet mellem grafen for f og x-aksen i intervallet —1<x <2 .

Da f(x)>0 1idetteinterval, er arealet

j_zl (4- x? )dx = [4x —lx3]:

Arealet af det grd omrdde er 9 .
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20. Areal mellem graf og x-akse, 2. eksempel.

Opgave
En funktion f har forskriften f(x) = —x> +4,5x% —6x+2 .
Bestem arealet af det omrade der i forste kvadrant afgraenses mellem
grafen for f og koordinatakserne.

Besvarelse

Det sogte areal er skraveret pa skitsen (fra Nspire). Pé skitsen ser vi at vi
skal bruge x-koordinaten til det venstre af de to fellespunkter mellem
grafen og x-aksen, sa vi far Nspire til at lgse ligningen

- +4,5x2 —6x+2=0 mht.x ogfar x=0,5 eller x=2 .

Det sogte areal er altséd arealet mellem f-graf og x-akse 1intervallet 0<x<0,5 , dvs.

0.5
IO (—x3 + 4,5)€2 —6x+ 2)dx = 0,421875 udregnet med Nspire

Arealet af det omrade der 1 forste kvadrant afgraenses mellem grafen for f og
koordinatakserne, er 0,422 .

21. Areal mellem to grafer, 1.eksempel.

I nogle opgaver skal et areal udregnes ved at udregne to arealer og traekke det ene fra det andet.
Vi har tegnet graferne for funktionerne  f(x) = 44Jx og gx) =12-x
Vi vil udregne arealet af det gra omrade V' pa venstre figur.

Vi leser ligningen 4/x=12-x og far x=4, sa grafernes skaringspunkt har x-koordinat 4.

4
Det grd omrdde M pé midterste figur har arealet J-O (12—x)dx = 40  udregnet med Nspire

. 4
Det grd omrade H pé hejre figur har arealet .[ 0 4xdx = % udregnet med Nspire

Hvis vi fjerner H fra M, farvi V', sd arealetaf V' er 40—6—34 = %
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22. Areal mellem to grafer, 2. eksempel.

Opgave
Der er givet funktionerne f(x) = —%xz +2x og g(x)=-01lx+2.

Bestem arealet af det omrdde der afgrenses mellem graferne for f og g.

Besvarelse

For at finde x-koordinater til skaeringspunkter mellem grafer lader vi Nspire lgse ligningen
~1x?+2x=-0lx+2 og far x=1,09517 eller x=7,30483 .

Se figur nedenfor til venstre.
areal mellem f-graf og g-graf =

(areal mellem f-graf og x-akse) — (areal mellem g-graf og x-akse) =

7,30483 7,30483

j (—Lx2+2x)dx — j (—0,lx +2)dx =
1,09517 ~ 4 1,09517

9,97687 udregnet med Nspire

Dyvs.
Arealet af det omrade der afgrenses mellem graferne for f og g er 9,98 .

; ; :

1.09517 730483

Figur til ramme 22 Figur til ramme 23

23. Areal mellem to grafer, 3. eksempel.

Opgave
Der er givet funktionerne f(x) = —%xz +2x og g(x)=-0,1x+2.

Bestem arealet af det omrade der afgreenses mellem graferne for f og g iintervallet [3 ; 6] .

Besvarelse
Se figur ovenfor til hejre.
areal mellem f-graf og g-graf i [3;6] =
(areal ml. f-graf og x-aksei[3;6]) — (areal ml. g-graf og x-aksei[3; 6]) =

6. 1.2 6 _
L (-Lx?+2x)dx - L(—O,lx+2)dx =

6,60000 udregnet med Nspire
Dyvs.
Arealet af det omréde der afgrenses mellem graferne for f og g er 6,60 .
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24. Bestem k sa arealet af M er lig et tal der er oplyst.

y

Opgave
Figuren viser grafen for f(x)=x?+1

og linjen med ligningen x =k .
Bestem et positivt tal £ sa det gra areal er % .

Besvarelse

Vi skal bestemme £ sa

det gra areal = %

dvs. s
k
[, G2+ndr = 3

Nspire loser denne ligning mht. k£ for £ >0 og far

k = 1,080
Opgave
Figuren viser grafen for f(x)=2—-kx?, 0<k<2.
Bestem £ si det gré areal er % .
Besvarelse
Vi skal bestemme k& sa

det gra areal = %

dvs. sd _ :
‘Husk at taste gangetegn |

L N
J-_1(2 kxfdx = 5 ‘mellem & og x .

Nspire lgser denne ligning mht. £ for 0 <k <2 og far

3
4
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