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1. Hvad er en stamfunktion?

1.1 Definition

g(x) er en stamfunktion til f(x)
hvis
g(x) differentieret giver f(x)

dvs. hvis

g'(x)=f(x)

1.2 Eksempel

1
3

3

x> er stamfunktion til x>

fordi

2. Hver funktion har mange stamfunktioner

2.1 Eksempel

31 2)' 3.1 y
(2x s ) = 272
3 1
_x__
2 4
3 1,2 ) 3.1 /
(2x ¥ T3 = goax 3,1
Vavs 2 4
3._1.2 " _ 31
(—x——x + 8) = 5—5X
2 4 2 2 3,1
1 27
) X
3,1 i il 3_-1
Sx—4x" + ¢ erstamfunktiontil $-7x
uanset hvilket tal vi skriver 1 stedet for & . 3,1
2 4
I koordinatsystemet har vi tegnet graferne for
nogle af stamfunktionerne til %— %x .

2.2 Satning
I et x-interval hvor funktionerne 4(x) og f(x) er defineret, gaelder

Hvis A(x) er en af stamfunktionerne til f(x),
sd er funktionerne /(x)+ k samtlige stamfunktioner til f(x).

Dette kan vi ogsa formulere sadan:

Hvis vi kender grafen for en stamfunktion A(x) til f(x),
s kender vi ogsa graferne for de andre stamfunktioner til f(x).
Det er nemlig de grafer vi kan f& ved at rykke /(x)-grafen op eller ned.

x2 + 4,75
x2 + 2,75
2
x2 + (-0,25)
2
x2 4+ (-4,25)
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3. Stamfunktioner til nogle grundleggende funktioner

3.1 Stamfunktion til konstant

Regel: k har stamfunktionen k-x
Eksempler: 6 har stamfunktionerne  6x + ¢
1 har stamfunktionerne x4+ ¢
—% har stamfunktionerne —%x +c

da (k-x) =k-1=k

3.2 Stamfunktion til potensfunktion

. a ; 1 . a+l _.a+1’_1 a_ ,a
Regel: X har stamfunktionen P da (a+1 X ) = g(a+Dhx" =x
Eksempler: x3 har stamfunktioneme %x“ +c
x 15 har stamfunktionerne ﬁx_o’s +c dvs. —2x % +¢
by har stamfunktionerne %x +c da x=x!
Advarsel:  Regel 3.2 kan ikke bruges pa eksponentialfunktioner:
a®  har IKKE stamfunktionen —L--g**!
x+1
4% har IKKE stamfunktionen —L--4%*!
x+1
3.3 Stamfunktion til en %
Regel: —  harstamfunktioneme  In(x)+c  iintervallet x>0 da (ln(x) + c)' :%
x~! harstamfunktioneme  In(x)+c¢  iintervallet x>0 da x7! —%
1 .
Advarsel: E- har IKKE stamfunktionen In(2—x)
-X
3.4 Stamfunktion til e**
. k-x ; 1 kx (l kx)'_L, okx _ okx
Regel: e har stamfunktionen C da . =+ kel =e

Eksempler: €3 har stamfunktionemne %e3x+c

e’  harstamfunktionerne e*+c¢
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4.

Stamfunktion til  4£-f(x), f(x)+g(x) og f(x)—g(x)

4.1

Stamfunktion til Kkonstant gange udtrvk

Hvis:  f(x) har stamfunktionen  F'(x) Vi beholder konstanten

sa: k-f(x) harstamfunktionen k- F(x) og erstatter x-udtrykket
med dets stamfunktion

Eksempler:

12x3 har stamfunktionerne 12-%x4 + c dvs. 3x* + ¢
12e3*  har stamfunktionerne 12-%63)“ + ¢ dvs. 4e3 + ¢
12e* har stamfunktionerne 12-e* + ¢ dvs. 12e* + ¢
12x har stamfunktionerne 12-%x2 + c dvs. 6x% + ¢

4.2

Stamfunktion til udtryk plus udtryk og til udtryk minus udtryk

Hvis:  f(x)  harstamfunktionen  F(x)  og
g(x) har stamfunktionen ~ G(x)

sa: f(x)+g(x) harstamfunktionen F(x)+G(x) Pa begge sider af + og -

. erstatter vi udtrykket med
f(x)—g(x) harstamfunktionen F(x)-G(x) dets stamfunktion

Eksempler:

x3 + e3*  har stamfunktionerne %x“ + %e-”x + c

6 — e har stamfunktionerne 6x — e* + ¢

x + % har stamfunktionerne %xz + In(x) + ¢ iintervallet x>0
4.3 Advarsel.

Man kan IKKFE integrere et udtryk ved at
integrere hver del af udtrykket

(bortset fra visse specielle tilfelde som f.eks. regel 4.2)

Eksempler:
x3 . edx har IKKE stamfunktionen %x“ . %63’“
x3 %x“
har IKKE stamfunktionen
e3x Le3x
3

5.¢" har IKKE stamfunktionen 5x-e*

5 , S5x
— har IKKE stamfunktionen —_—

e’ e*
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5. Symbol for stamfunktion

Symbolet [ f(x)dx
betyder: stamfunktionerne til f(x)
og lases: det ubestemte integral af f(x)

Nér vi finder ud af hvad I f(x)dx erlig

sa siger vi at vi integrerer f(x)
f(x) kaldes integranden

Eksempel: J.(Zx +Ddx = x> +x+c

Her har vi integreret 2x +1
2x+1 er integranden

Vi har sat parentes om integranden fordi den bestar af’ mere end ét led

6. Sédan finder vi stamfunktioner pa TI-Nspire

For at finde stamfunktion pa Nspire valger vi i menuen:
I et regnevindue:  Calculus / Integral

I et notevindue: Beregn / Calculus / Integral
S4 fremkommer skabelonen J,(Jd

Vi skal kun skrive 1 de to sidste felter i denne skabelon néar vi skal finde stamfunktion.

A

. , . . 7*
Hvis vi taster inte gral(?x X, cJ skriver Nspire resultatet ﬁﬂ
n

Nspire skriver kun én af stamfunktionerne: I(?x)dx = Vima selv tilfoje +c .

For at finde stamfunktion til
f(x)sz—% , x>0

skal vi efter integraltegnet angive at x >0 :

B

2 Husk at trykke pa hejre-
— =2 111(:{) pilen inden du taster den
2 lodrette streg!

A2

p)

dx|x=0 =
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7. Sadan finder vi en bestemt af en funktions stamfunktioner

Opgave 1 (Vi kender et punkt pd stamfunktionens graf)
F er en stamfunktion til f(x)=2x+3 .

Det er oplyst at
grafen for F gar gennem punktet (-1, —6).

I nogle opgaver er denne oplysning formuleret sadan:
F(-1)=-6 .

Find F'.

Besvarelse
Da F er en stamfunktion til f(x) =2x+3, findes en konstant ¢ sa

F(x)=x2+3x+c

Da grafen for F' gér gennem punktet (-1, —6), ma ; -
: Néar vi indsatter et grafpunkts x-koor-

2 :
(D" +3(-D+c = -6 - dinat i forskriften og regner ud, sa fir
s& c=—-4, dvs. - vi grafpunktets y-koordinat.

F(x):x2+3x—4 , xeR

Opgave 2 (Vi kender en linje der er tangent til stamfunktionens graf)
F er en stamfunktion til f(x)=2x+3 .
Det er oplyst at

Linjen med ligningen y = x —5 er tangent til grafen for F .
Find F .

Besvarelse
Da F er en stamfunktion til f(x) =2x+3, findes en konstant ¢ s
F(x):x2 +3x+c
Forst udregner vi et punkt der ligger pd grafen for F',
nemlig det punkt (x,,y,) hvori tangenten rerer grafen.
Af tangentens ligningen y = x —35 ser vi at tangenthaldningen er 1 :

éNéir vi indsatter et grafpunkts x-koordinat 1
2xp+3 =1  forskriften for differentialkvotienten og regner
-ud, sé far vi grafpunktets tangentheeldning.

Da xy=-1 og (xq,yy) ligger pa linjen med ligningen

y=x-5 :
fr vi . At en linjes ligning er y = ax +b betyder at for et
punkt pd linjen kan vi udregne y-koordinaten ved at
Yo = (_61) =3 . gange x-koordinaten med a og laegge b til
Yo =~

Nu kender vi et punkt pa grafen for . S& kan vi bruge metoden fra opgave 1.
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8. Arealfunktion

8.1 Hvad er en arealfunktion?

Den viste graf er pa en skaerm.
Nar vi treekker x - prikken mod hejre, bliver det grd omrade storre.

A(x) er arealet af det grd omréde.

A(x) kaldes arealfunktionen for f.

8.2 Eksempel
Pé billedet ser viat f(10)=8,5, A4(9)=36 og A(11)=53.

A(11) — 49)
11-9

A'(10) ~ <—— Her bruger vi formlen for numerisk differentiation.

dvs.
A'(10)

Q

8,5
sa

A'(10) ~ £(10)

8.3 Setni Betyder at grafen ligger pa eller over x-aksen.
.3 _S=tning /

Nar

A(x) er arealfunktionen for en ikke-negativ funktion f(x), a<x<b
s gaelder at

A(x) er en stamfunktion til f(x)
dvs.

A'(x) = f(x)

Integralregning for gymnasiet og hf 6 2011 Karsten Juul




9. Bestemt integral

9.1 Definition af bestemt integral

Hvis
f(x) har stamfunktionen F(x) iintervallet a <x<b

sa definerer man at
b
[ fxydx = F@)-F(a)
Symbolet til venstre for lighedstegnet laser man sadan:
Integralet fra a til b af f(x).
f(x) kaldes integranden .

9.2 Bemerk:
I definitionen af bestemt integral er det IKKE kraevet at f(x)>0.

Det bestemte integral er et tal.
Det ubestemte integral er funktioner.

9.3 Szetning om bestemt integral og areal
Hvis
f(x)=20 for a<x<b og

M er omridet mellem f-grafen og x-aksen
lintervallet a < x<b

sé geelder

b
I f(x)dx = arealetaf M

Bevis
A(x) er arealfunktionen for f(x).
F(x) er en stamfunktion til f(x).

Da A(x) og F(x) er stamfunktion til samme funktion, findes en konstant ¢ s

(*x)  A(x) = F(x)+c.

Nu fas
areal af M = A(b) Ifolge definitionen pa arealfunktion.
= A(b)— A(a) Da A(a)=0.
= (F(b)+k)—(F(a)+k) Tfolge (+).
= F(b)—F(a)
= J-: f(x)dx Ifolge definitionen pa bestemt integral.

Hermed er satning 9.3 bevist.
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10. Sadan udregner vi bestemte integraler

10.1 Udregne bestemt integral uden hjselpemidler

Nar vi udregner bestemte integraler uden hjelpemidler, er det praktisk at bruge
symbolet [F (x)]z som betyder F(b)— F(a)

Fordelen er at vi kan skrive stamfunktionen inden vi indsatter grenserne a og b for x.

Eksempel pd brug af denne skrivemaéde:

[2x3—5x]i1

(24° =5.4)— (2:(-1) =5(-1))
= 105

[* (6x*~5)ax

10.2 Udregne bestemt integral pa TI-Nspire

For at udregne et bestemt integral pa Nspire valger vi i menuen:
I et regnevindue: Calculus / Integral

I et notevindue:  Beregn / Calculus / Integral

S4 fremkommer skabelonen J,()d

Eksempel:

11. Opgave hvor vi skal fortolke et integral

I en opgave er f(x)=-3x—x"
. 0
Vi har udregnet at I_l f(x)dx = %

Vi skal give en geometrisk fortolkning af dette tal.

Svar pé dette spergsmal:

P& figuren har vi skitseret grafen for f

-1<0 og f(x)=0 for -1<x<0

Y| % er arealetaf det gra omrade
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12. Bestemme integral ud fra arealer

Opgave

Pé figuren ses grafen for en funktion f v
der har nulpunkterne -6, -2 og 2 .

Sammen med x-aksen afgranser grafen
en punktmangde M, der har arealet %

Sammen med x-aksen og y-aksen
afgraenser grafen 1 2. kvadrant en
punktmangde M, som har arealet 6.

0
Bestem I » f(x)dx .

Besvarelse

-6<0 og f(x)=0 for —6<x<0 sé
0
I_é f(x)dx = arealet mellem x-aksen og grafen i intervallet —6 < x <0

Dette areal far vi ved at legge arealerne af M; og M, sammen:

7 _ 19
716 =%
Dvs.
0 19
/=5
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13 Bestemme arecal mellem graf og x-akse

Opgave
En funktion f* har forskriften

f(x)z—x2 -3x .

Grafen for f, x-aksen og linjen med ligningen x = —1 afgranser i anden kvadrant en

punktmengde M der har et areal.

Bestem arealet af M .

Besvarelse

Forst tegner vi en skitse der viser M .
M er det grd omrade pa skitsen.

Ud fra skitsen ser vi at vi har brug for at kende
x-koordinaten til det venstre af grafens skerings-
punkter med x-aksen.

Da ligningen f(x) =0 har lgsningerne —3 og 0,
er —3 forstekoordinat til det venstre af grafens
skaeringspunkter med forsteaksen. .

Vi ser at
f(x)=20 for -3<x<-1

sa arealet af M er lig

J.__; f(x)dx

Vi taster dette integral og far det udregnet. e

W%%ﬁ

arealet af M er % .

Vi skal skrive hvordan vi

har fundet lgsningerne.

En anden mulighed er at vi
udregner integralet pa den
made som er visti 10.1 .
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14. Areal mellem to grafer

I nogle opgaver skal et areal udregnes ved at udregne to arealer og traekke det ene fra det andet.

I koordinatsystemerne har vi tegnet graferne for funktionerne

f(x) = 4+4x  og g(x) = 12-x

Vi vil udregne arealet af det grd omrade V' pa venstre figur.

vV M H
Det grd omrade M pé midterste figur har arealet
[ (f g(x)dx = 40
Det grd omrade H pé hejre figur har arealet

j;f(x)dx - &

Hvis vi fljerner H fra M, farvi V', s arealet af I/ er 40—% = 5—36

Bemarkning: Vi kunne have udregnet arealet af M uden at bruge integralregning da M er
begranset af rette linjer.
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15. Bestem k sa arealet af M er lig en given veerdi

En funktion £ har forskriften f(x) = x%+1 y
og en konstant k& opfylder at k>0
Det gra omrade kalder vi M .
Det oplyses at arealaf M = %

. . k 3
Vi leser ligningen I f(x)dx = =

0 2

mht. £ for k>0 og far k = 1,08004

En funktion £ har forskriften f(x) = 2—kx?

hvor konstanten k& opfylder at 0<k<2
Det gréd omrade kalder vi M .

Det oplyses at arealaf M = %
. o 1 7
Vi leser ligningen I_l f(x)dx = 5
mht. k for 0<k<2 ogfar  k = %
En funktion £ har forskriften f(x) =1- x?
En funktion g har forskriften gx) = k—x
hvor konstanten £ opfylder at k> %
Det gra omrade kalder vi M .
Det oplyses at arealaf M = %
Vileser f(x)=0 og far x =+1
Vileser g(x)=0 og fir x =k
Vi lgser ligningen Ik (x)dx —J.lf(x) dx = 4
gning 08 0 3
5 o
mht. k£ for k> 7 %8 far k=2 I mange opgaver skal du ikke

lose disse ligninger.

Maske skal du lese f(x) = g(x).
Maske fremgar alle integralernes
grenser af tekst og figur.
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16. Integration ved substitution

16.1 Formlen for integration ved substitution

[gC)-fle)dx = [f@ydi . 1=g(x)

For at bestemme integralet pa venstre side af lighedstegnet skal vi altsa

opskrive udtrykket for stamfunktionerne til f(¢#) og derefter

1 dette udtryk indsaette g(x) for ¢.

16.2 Simpelt eksempel 16.3 Eksempel med ekstra omskrivning
[2x(x2+1)° dx t=x2+1 [x(x2+1) dx t=x2+1
t'=2x t'=2x
= [Pat = %-IZx-(x2+l)3dx
SR AR = L[ Pt
4 2
_ 142 4 _
= y(x=+D)" +c - %t4+c
= %(x2+1)4 +c

16.4 Eksempel med bestemt integral

Il 3x?2
0 x3+1

dx

Forst bruger vi 15.1 til at bestemme stamfunktion til integranden:

j 3x2. x31+1 dx t=x3+1
t' =3x?
- fla
= In(t)+c¢
= In(x3+1) +c

Herefter far vi:

Il 3x?2
0 x3+1

dx

[nGe 4],
In(2) - In(1)
In(2)
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17. Formler for bestemt integral

17.1 Seetning (Indskudssatningen for integraler)

Nér f har en stamfunktion i et interval, og a, b og ¢ er tal i dette interval, sa er

j jf(x)dx - j :f(x)dx ; j be(x)dx

17.2 Seetning (Regneregler for bestemt integral)

Nér f og g har stamfunktioner i et interval, og a og b er tal i dette interval, og k er et tal,

sd er
[ @+ e = [° feydc+ [ g@yds
j (£(x) - g(0))d j F(x)dx — j g () d

j jk S dx = k -I:f(x) dx

17.3 Bevis (Indskudssatningen for integraler)

Lad F vere en stamfunktion til f .

j :f(x) dx + Lbf(x) dx

= F(c)-F(a) + F(b)-F(c) Ifolge definitionen pa bestemt integral.
= F(b)-F(a)
b
= I f(x)dx Ifolge definitionen péd bestemt integral.
a

Hermed er s@tningen bevist.

17.4 Bevis (Regneregler for bestemt integral)

De tre formler kan bevises pd nasten samme méde. Vi beviser den forste.

f(x) har en stamfunktion F(x), og g(x) har en stamfunktion G(x).

Funktionen H(x)= F(x)+ G(x) er en stamfunktion til 4(x) = f(x)+ g(x) da
H'(x) = (F0)+G(x) = F'(0)+G'(x) = f(x)+g(x) = h(x)

hvor reglen for at differentiere en sum er begrundelsen for andet lighedstegn. Nu er

b b
[ (feo+g@)dr = [ h(x)ydx = Hb)-H(a) = (FB)+G®)) - (F(a)+G(a) =

b b
F(b)-F(a) + G(b)-G(a) = j Cfdx + j | gx)dx

Hermed er formlen bevist.
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18. Formlen for areal mellem grafer

Saetning

Hvis der i et interval a < x < b gelder om to funktioner f og g at

(%)= g(x)

og M er omradet mellem f-grafen og g-grafen i dette interval (se venstre figur), sd er

arealaf M = J.: (f(x) - g(x))dx

y y

/\ s

g(x)+k
X

X
g \f) a

g(x)

Bevis

Vi velger et tal k& sd graferne for f(x)+k og g(x)+k ligger over x-aksen. Se hojre figur.

Nu far vi

Areal af M = areal af M,

_ (arealmellemx-akse) _ (arealmellemx-aksej

og graf for f(x)+k
= [P (@ +R)dx — [ (g0 +k)dn

b
a

= [P (F )+ k)~ (gx) + k)

= " () - g(0)dx

Hermed er s@tningen bevist.

og graf for g(x)+k

ifelge formlen for
integral af differens.
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19. Eksempel pa brug af formlen for areal mellem grafer

Graferne for funktionerne

f@)=x"-1 og gx)=3x

afgrenser et omrade der har et areal.
Vi vil udregne dette areal.

(1) Forst tegner vi graferne for f og g.

(2) Saleser viligningen f(x)=g(x) og far at
forstekoordinaterne til grafernes skarings-
punkterer —4 og 2 .

(3) Da g(x)> f(x) for -7 <x<2, erdetsogte

areal lig [~ (g(x)— f(x))dx .
-

(4) Viudregner dette integral og far at arealet er 125 .

20. Areal nar graf ligger under x-akse

Saetning

A er arealet mellem f-graf og x-akse y
iintervallet a <x<b .

Hvis
f(x)£0 for a<x<b

sd er

jj f(x)dx = -4

Bevis

Grafen for funktionen g(x) =0 er sammenfaldende med x-aksen,
sd A er arealet mellem f-graf og g-graf iintervallet a <x<b .

A

b
J. (g(x) -f (x))dx ifolge s@tning om areal mellem grafer (ramme 18)
a

b
a

[7 (0= f(0))ax

- j ’ f(x)dx k =—1 1iregel om integral af k- f(x) (ramme 17)
a

Hermed er s@tningen bevist.
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21. Opgave hvor integral og areal er givet

Figuren viser to omrdder med arealer % og A.

Det er oplyst at

5
M [, fde=4 " .

X =
Vi vil udregne 4. d 4
%
Da f(x)>0 for 0<x<3 er x
3

3 A
@ [, fGydx =1
Da f(x)<0 for 3<x<S5Ser N

3 [. fdx = -4
; S()de =
Ifolge indskudssatningen er

5 3 5
[, fGax = [ f@dr + [ f(x)dx
I denne ligning erstatter vi de tre integraler med vaerdierne fra (1), (2) og (3) og far
-
Heraf folgerat 4A=2 .

22. Opgave hvor vi skal fortolke et integral

For funktionen f(x)= 3x? —% skal vi udregne v
1
[, fCodx

og give en geometrisk fortolkning af resultatet.

M [, f@d = -1

Vi tegner grafen for /. Ligningen (1) betyder at
(gré areal over x-akse) — (gra areal under x-akse) = —%

Denne geometriske fortolkning af (1) kan vi ogsa skrive sadan:

1

Det gré areal under x-aksen er 5

enhed storre end det gra areal over.
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23. Rumfang af omdrejningslegeme

Punktmangden M pa venstre figur drejer vi 360° om x-aksen.
Sa far vi omdrejningslegemet pa hejre figur.

Satning (Formlen for rumfang af omdrejningslegeme)

For omdrejningslegemet kan vi udregne rumfanget ¥ ved hjalp af formlen

v o= [ (feo) .

Venstre figur ovenfor viser grafen for funktionen
- 4 1
f() = 4Jx, l<x<3,

For omdrejningslegemet pé hejre figur kan vi udregne rumfanget /' sddan:

Vo= nJ‘; (%\/;)zdx

3 3
= fnjl 2xdx
2
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24. Rumfang af ring

To funktioner f og g har forskrifterne f(x)= 2x3 —3x? +% og g(x)=3.

Den gra punktmangde pa 1. figur drejer vi 360° om x-aksen.
Sa far vi det ringformede omdrejningslegeme pé 2. figur.
Vi vil udregne ringens rumfang V.

y y

ing *

Den grd punktmangde pa 3. figur drejer vi 360° om x-aksen. S& fér vi en skive med rumfang V), .
Herfra skal vi treekke hullets rumfang V},, . V), er rumfanget af det omdrejningslegeme vi far nér

vi drejer den gra punktmaengde pd 4. figur 360° om x-aksen.

1
Viet = WIO (S dr = 2Zln

1 2
Vi = “JO (g(0) dx = 9m
Altsa er ringens rumfang
Vring = Vhel_thl = %TC

(Hullets rumfang kunne vi have udregnet ved at bruge formlen for rumfang af cylinder).

y

Figuren til hejre viser grafen for funktionen A(x)= f(x)—g(x) .
Den gra punktmangde drejer vi 360° om x-aksen.
Sa far vi et omdrejningslegeme med rumfanget

Vo= ] (f)-g@) Pdx = In

Vi ser at rumfanget er meget mindre end ringens rumfang.

Advarsel: Man kan ikke udregne ringens rumfang ved at indsatte
h(x) = f(x)—g(x) i formlen for rumfang af omdrejningslegme.
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25. Bevis forat A'(x) = f(x)

Szetning (Se ramme 8)

Nér A(x) er arealfunktionen for en ikke-negativ funktion f(x), a<x<b

et AR = f(%)

Bevis

a

f(x) erikke-negativ og voksende i intervallet a < x <b . iVibeviser kun pastanden for voksende
funktioner, men den gelder ogsa for
funktioner der ikke er voksende.

x) og x; ertotaliintervallet a<x<b, og x,<x .

Af figuren ser vi at

areal af rektangel ABEFF < areal af grd omrdde < areal af rektangel ACDF

Dette kan vi ogsé skrive sddan:

S (xp) - (x1—x¢) < A(x)) = A(xp) < S(xp) - (x1—x¢)

Ulighedstegnene gelder stadig nér vi dividerer de tre udtryk med x; —x
da x;—x, er positiv:
A(x) — A(xg)
(1) f) < TS < f()
X1~ X
Pa tilsvarende méide kan vi vise at (1) ogsa gaelder nér x; < x;.

Vi giver x; vardier der ligger tettere og tettere pa x,,
sd f(x;) kommer vilkérlig teet pd f(x) .

Sa kommer breken 1 (1) vilkarlig teet pA f(xy)  (da den ifelge (1) er teettere pa f(x,)

Med symboler kan vi skrive dette sddan: end f(x;) er).

2 f(x) = lim Alx) = A(xo)

X|—>Xo .XI - XO

Fra differentialregningen ved vi at differentialkvotienten kan udregnes som en grensevardi pa

folgende méde:

3) A'(xy) = lim Ax) = A(xo)

x1—>x0 xl_xo

Af(2) og (3) folgerat A'(xy) = f(xg) , ogdette erdet vi ville bevise.
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