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Dette h�fte gennemg�r integralregningen for B-niveau uden at g�re det mere indviklet end kr�vet.
�velserne giver eleverne et kendskab til stoffet som de ikke opn�r ved at efterligne udregninger i 
besvarelser af eksamensopgaver.
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1.   Hvad er en stamfunktion?

1.1   Definition
)(xg er en stamfunktion til )(xf

hvis
)(xg differentieret giver )(xf

dvs. hvis
)()( xfxg 

1.2   Eksempel
3

3
1 x er stamfunktion til 2x

fordi

    22
3
13

3
13

3
1 3 xxxx 

2.   Hver funktion har mange stamfunktioner

2.1   Eksempel

  xxx 2
1

2
32

4
1

2
3 

  xxx 2
1

2
32

4
1

2
3 5 

  xxx 2
1

2
32

4
1

2
3 8 

cxx  2
4
1

2
3 er stamfunktion til x2

1
2
3 

uanset hvilket tal vi skriver i stedet for k .

I koordinatsystemet har vi tegnet graferne for
nogle af stamfunktionerne til x2

1
2
3  .

2.2   SÄtning
I et x-interval hvor funktionerne )(xh og )(xf er defineret, g�lder

Hvis )(xh er en af stamfunktionerne til )(xf ,
s� er funktionerne kxh )( samtlige stamfunktioner til )(xf .

Dette kan vi ogs� formulere s�dan:

Hvis vi kender grafen for en stamfunktion )(xh til )(xf ,
s� kender vi ogs� graferne for de andre stamfunktioner til )(xf .
Det er nemlig de grafer vi kan f� ved at rykke  h(x)-grafen  op eller ned.

)25,4(2
4
1

2
3  xx

75,22
4
1

2
3  xx

)25,0(2
4
1

2
3  xx

75,42
4
1

2
3  xx
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3.   Stamfunktioner til nogle grundl�ggende funktioner

3.1 Stamfunktion til  konstant

Regel: k har stamfunktionen xk  da    kkxk  1

Eksempler: 6 har stamfunktionerne cx 6
1 har stamfunktionerne cx 

2
1 har stamfunktionerne cx  2

1

3.2 Stamfunktion til  potensfunktion

Regel: ax har stamfunktionen 1
1

1 
 

a
a x da    aa

a
a

a xxx a  


 )1(1
11

1
1

Eksempler: 3x har stamfunktionerne cx 4
4
1

5,1x har stamfunktionerne cx 


5,0
5,0

1 dvs. cx   5,02

x har stamfunktionerne cx 2
2
1 da   1xx 

Advarsel: Regel 3.2 kan IKKE bruges p� eksponentialfunktioner:
xa har IKKE stamfunktionen 1

1
1 
  x

x a
x4 har IKKE stamfunktionen 1

1
1 4 
  x

x

3.3 Stamfunktion til x
1

Regel: x
1 har stamfunktionerne cx )ln( i intervallet 0x da   xcx 1)ln( 

1x har stamfunktionerne cx )ln( i intervallet 0x da xx 11 

Advarsel:
x2

1
har IKKE stamfunktionen )2ln( x

3.4 Stamfunktion til xe

Regel: xe har stamfunktionerne cx e

1
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4.   Stamfunktion til k�f(x) , f(x) + g(x)  og f(x) – g(x)

4.1 Stamfunktion til konstant  gange udtryk

Hvis: )(xf har stamfunktionen )(xF
s�: )(xfk  har stamfunktionen )(xFk 

Eksempler:
312x har stamfunktionerne cx  4

4
112 dvs. cx 43

xe12 har stamfunktionerne cx  e12

x12 har stamfunktionerne cx  2
2
112 dvs. cx 26

4.2 Stamfunktion til udtryk  plus  udtryk og  til udtryk  minus  udtryk

Hvis: )(xf har stamfunktionen )(xF og
)(xg har stamfunktionen )(xG

s�: )()( xgxf  har stamfunktionen )()( xGxF 
)()( xgxf  har stamfunktionen )()( xGxF 

Eksempler:
xe6  har stamfunktionerne cx x  e6

xx 1 har stamfunktionerne cxx  )ln(2
2
1 i intervallet 0x

4.3 Advarsel.
Man kan  IKKE  integrere et udtryk ved at
integrere hver del af udtrykket

(bortset fra visse specielle tilf�lde som f.eks. regel 4.2 )

Eksempler:

xx e3  har  IKKE stamfunktionen xx e4
4
1 

x
x
e

3
har  IKKE stamfunktionen

x

x

e

4
4
1

xe5  har  IKKE stamfunktionen xx e5 

Vi beholder ”konstant 
gange” og erstatter x-
udtrykket med dets 
stamfunktion

P� begge sider af  +  og  –
erstatter vi udtrykket med 
dets stamfunktion
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5.   Symbol for stamfunktion

Symbolet  dxxf )(

betyder: stamfunktionerne til )(xf
og l�ses: det ubestemte integral af )(xf

N�r vi finder ud af hvad  dxxf )( er lig

s� siger vi at vi integrerer )(xf
)(xf kaldes  integranden

Eksempel:   cxxdxx 2)12(

Her har vi integreret 12 x

12 x er integranden

Vi har sat  parentes om integranden fordi den best�r af  mere end �t led

6.   S�dan finder vi stamfunktioner p� TI-Nspire

For at finde stamfunktion p� Nspire v�lger vi p� skabelon-paletten f�lgende integralskabelon:

Nspire skriver kun �n af stamfunktionerne:                                         Vi m� selv tilf�je  c .

Hvis vi taster                         skriver Nspire resultatet   

For at finde stamfunktion til

0,23)(  xxxxf

skal vi efter integraltegnet angive at 0x :

Husk at trykke p� h�jre-
pilen inden du taster den 
lodrette streg!
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7. S�dan finder vi en bestemt af en funktions stamfunktioner

Opgave 1 (Vi kender et punkt p� stamfunktionens graf)

F er en stamfunktion til 32)(  xxf .
Det er oplyst at

grafen for F g�r gennem punktet )6,1(  .
I nogle opgaver er denne oplysning formuleret s�dan:

6)1( F .
Find F .

Besvarelse
Da F er en stamfunktion til 32)(  xxf , findes en konstant c s�

cxxxF  3)( 2

Da grafen for F g�r gennem punktet )6,1(  ,  m�

6)1(3)1( 2  c
s�  4c ,  dvs.

R,43)( 2  xxxxF

Opgave 2 (Vi kender en linje der er tangent til stamfunktionens graf)

F er en stamfunktion til 32)(  xxf .
Det er oplyst at

Linjen med ligningen 5 xy er tangent til grafen for F .
Find F .

Besvarelse
Da F er en stamfunktion til 32)(  xxf ,  findes en konstant c s�

cxxxF  3)( 2

F�rst udregner vi et punkt der ligger p� grafen for F ,
nemlig det punkt ),( 00 yx hvori tangenten r�rer grafen.
Af tangentens ligningen 5 xy ser vi at tangenth�ldningen er 1 :

1)( 0  xF
132 0 x

10 x

Da  10 x og  ),( 00 yx ligger p� linjen med ligningen

5 xy
f�r vi

5)1(0 y
60 y

Nu kender vi et punkt p� grafen for F .  S� kan vi bruge metoden fra opgave 1.

N�r vi inds�tter et grafpunkts x-koordinat i 
forskriften for differentialkvotienten og regner 
ud, s� f�r vi grafpunktets tangenth�ldning.

At en linjes ligning er baxy  betyder at for et 
punkt p� linjen kan vi udregne y-koordinaten ved at 
gange x-koordinaten med a og l�gge b til resultatet.

N�r vi inds�tter et grafpunkts x-koor-
dinat i forskriften og regner ud, s� f�r 
vi grafpunktets y-koordinat.
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8.   Hvad er en arealfunktion?

8.1 Hvad er en arealfunktion?
Den viste graf er p� en sk�rm.
N�r vi tr�kker 0x - prikken mod h�jre, bliver det gr� omr�de st�rre.

)( 0xA er arealet af det gr� omr�de.

)(xA kaldes arealfunktionen for f .

8.2 Eksempel
P� billedet ser vi at 36)9( A og 53)11( A .

9.   Vigtig regel om arealfunktioner

9.1 SÄtning
N�r

)(xA er arealfunktionen for en ikke-negativ funktion )(xf ,  bxa 

s� g�lder at
)(xA er en stamfunktion til )(xf

dvs.
)()( xfxA 

)(xf

)( 0xA

0x

Betyder at grafen ligger pÅ eller over x-aksen.
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10.   Bestemt integral

10.1 Definition af bestemt integral

Hvis

)(xf har stamfunktionen )(xF i intervallet  bxa 

s� definerer man at

)()()( aFbFdxxf
b

a


Symbolet til venstre for lighedstegnet l�ser man s�dan:

Integralet fra a til b af )(xf .

)(xf kaldes  integranden .

10.2 BemÄrk:
I definitionen af bestemt integral er det IKKE kr�vet at 0)( xf .
Det bestemte integral er et tal.
Det ubestemte integral er funktioner.

10.3 SÄtning om bestemt integral og areal

Hvis

0)( xf for bxa  og
M er omr�det mellem f-grafen og x-aksen
i intervallet bxa 

s� g�lder


b

a
dxxf )( arealet af M

Bevis
)(xA er arealfunktionen for )(xf .
)(xF er en stamfunktion til )(xf .

Da )(xA og )(xF er stamfunktion til samme funktion, findes en konstant c s�

)*( cxFxA  )()( .

Nu f�s

areal af M )(bA If�lge definitionen p� arealfunktion.

)()( aAbA  Da 0)( aA .

   kaFkbF  )()( If�lge )*( .

)()( aFbF 


b

a
dxxf )( If�lge definitionen p� bestemt integral.

Hermed er s�tning 10.3 bevist.

f

M
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11.   S�dan udregner vi bestemte integraler

11.1 Udregne bestemt integral uden hjÄlpemidler

N�r vi udregner bestemte integraler uden hj�lpemidler, er det praktisk at bruge

symbolet  b
axF )( som betyder )()( aFbF 

Fordelen er at vi kan skrive stamfunktionen inden vi inds�tter gr�nserne a og b for x .

Eksempel p� brug af denne skrivem�de:

 
4

1

2 )56( dxx   4
1

3 52  xx

    )1(5)1(24542 33 

 105

11.2 Udregne bestemt integral pÅ TI-Nspire

For at udregne et bestemt integral p� Nspire v�lger vi p� skabelon-paletten f�lgende
integralskabelon:

Eksempel:

Hvis vi taster                                                    skriver Nspire    

12. Opgave hvor vi skal fortolke et integral

I en opgave er 23)( xxxf 

Vi har udregnet at 6
70

1
)(   dxxf

Vi skal give en geometrisk fortolkning af dette tal.

Svar p� dette sp�rgsm�l:

 
0

1
)( dxxf er areal mellem f-graf og x-akse i intervallet 01  x

dvs.   6
7 er  omr�degr�det afarealet .

f
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13.   Bestemme integral ud fra arealer

Opgave

P� figuren ses grafen for en funktion f
der har nulpunkterne 6 ,  2 og  2 .

Sammen med x-aksen afgr�nser grafen
en punktm�ngde 1M der har arealet 2

7 .

Sammen med x-aksen og y-aksen
afgr�nser grafen i 2. kvadrant en
punktm�ngde 2M som har arealet 6 .

Bestem   
0

6
)( dxxf .

Besvarelse


0

6
)( dxxf er areal mellem f-graf og x-akse i intervallet 06  x

Dette areal f�r vi ved at l�gge arealerne af 1M og 2M sammen:

2
19

2
7 6 

Dvs.

2
19)(

0

6
  dxxf

6 2 2

f

1M

2M
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14 Bestemme areal mellem graf og x-akse

Opgave
En funktion f har forskriften

xxxf 3)( 2  .
Grafen for f ,  x-aksen  og  linjen med ligningen 1x afgr�nser i anden kvadrant en 
punktm�ngde M der har et areal.

Bestem arealet af M .

Besvarelse
F�rst tegner vi en skitse der viser M .
M er det gr� omr�de p� skitsen.

Ud fra skitsen ser vi at vi har brug for at kende
x-koordinaten til det venstre af grafens sk�rings-
punkter med x-aksen.

Da ligningen 032  xx har l�sningerne 3 og 0 ,
er 3 f�rstekoordinat til det venstre af grafens
sk�ringspunkter med f�rsteaksen.

Arealet af M er lig







1

3
2 )3( dxxx

Vi taster dette integral og f�r det udregnet.

Vi f�r 3
10 s�

arealet af M er 3
10 .

I opgaver hvor vi skal bestemme arealer, st�r der ofte ordet kvadrant.
Koordinatakserne deler planen op i fire kvadranter.
Figuren viser hvad de fire kvadranter hedder.

Vi skal skrive hvordan vi 
har fundet l�sningerne.

En anden mulighed er at vi 
udregner integralet p� den 
m�de som er vist i 11.1 .

f

kvadrant2. kvadrant1.

kvadrant3. kvadrant4.
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15.   Areal mellem to grafer

I nogle opgaver skal et areal udregnes ved at udregne to arealer og tr�kke det ene fra det andet.

I koordinatsystemerne har vi tegnet graferne for funktionerne

xxf  4)( og      xxg  12)(

Vi vil udregne arealet af det gr� omr�de V p� venstre figur.

Vi l�ser ligningen xx  124 og f�r 4x ,
s� grafernes sk�ringspunkt har x-koordinat 4.

Det gr� omr�de M p� midterste figur har arealet

40)12(
4

0
 dxx

Det gr� omr�de H p� h�jre figur har arealet

3
644

0
4  dxx

Hvis vi fjerner H fra M , f�r vi V ,  s� arealet af V er 3
56

3
6440 

Bem�rkning: Vi kunne have udregnet arealet af M uden at bruge integralregning da M er 
begr�nset af rette linjer.

g
f

g
f

g
f

V M H
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16.   Bestem k s� arealet af M er lig en given v�rdi 

Figuren viser grafen for 1)( 2  xxf
og linjen med ligningen kx  .

Vi vil bestemme et positivt tal k s� det gr� areal er 2
3 .

Vi l�ser ligningen

2
3)1(

0
2 

k
dxx

mht. k for 0k og f�r

08004,1k

Figuren viser grafen for 22)( xkxf 
hvor 20  k .

Vi vil bestemme k s� det gr� areal er 2
7 .

Vi l�ser ligningen

2
7)2(

1

1
2   dxxk

mht. k for  20  k og f�r

4
3k

Figuren viser graferne for

21)( xxf  og  xkxg )( hvor .

Vi vil bestemme k s� det gr� areal er 
3
4 .

P� figuren ser vi at vi har brug for at kende de to viste sk�rings-
punkter mellem x-aksen og graferne:

Vi l�ser 01 2  x og f�r 1x
Vi l�ser 0 xk og f�r kx 

P� figuren ser vi at vi f�r det gr� areal n�r vi tr�kker arealet mellem f-graf og x-akse i intervallet
10  x fra arealet mellem g-graf og x-akse i intervallet kx 0 .

Derfor l�ser vi ligningen

3
4)1()(

1

0
2

0
  dxxdxxk

k

mht. k for 4
5k og f�r

2k

f

f

f

g

For at finde gr�nser for integralerne l�ste vi 
ligningerne 0)( xf og  0)( xg .  I mange 
opgaver skal du ikke l�se disse ligninger. I stedet
skal du m�ske l�se )()( xgxf  . Eller m�ske 
fremg�r integralets gr�nser af tekst og figur.

4
5k
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Çvelse 1.1 Uden regneteknisk hj�lpemiddel

(a)  )4(g og     )4(f .

(b)  )0(g og     )0(f .

(c) Da l 's h�ldningskoefficient er ,  er

 )(g . 

(d) Da P 's  y-koordinat er ,  er

)(f .

(e) N�r 2x g�lder alts�

)()( xfxg  .

For hvilke af tallene mellem 2 og 5,4 ser det ud til at denne ligning g�lder?
Svar: .

Çvelse 1.2 Uden regneteknisk hj�lpemiddel

(a) Skriv to funktioner hvis differentialkvotient er x2 . Svar: og .

(b) Skriv to funktioner hvis differentialkvotient er 12 x . Svar: og .

Çvelse 1.3 Uden regneteknisk hj�lpemiddel

(a) At
)(xF er stamfunktion til  )(xf

betyder at
)(xf .

(b) 3x er stamfunktion til  fordi    

(c) 53 x er stamfunktion til  fordi    

Çvelse 1.4 Uden regneteknisk hj�lpemiddel

G�t en stamfunktion til hver af f�lgende funktioner, og kontroll�r dit g�t ved at differentiere:
3)( xxf  ,          4)( xxg  og       nxxh )( .

Çvelse 2.1 Uden regneteknisk hj�lpemiddel

P� figuren har vi tegnet to af stamfunktionerne til en funktion f .
(a) Bestem f�lgende fire tal:

(1) )1(m =

(2) )1()1( nm  =

(3) )3()3( nm  =

(4) )5()5( nm  =
(b) Tegn graferne for to andre stamfunktioner til f .

m

n

Du skal IKKE differentiere x3.  L�s sp�rgsm�let grundigt.
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Çvelse 3.1 Uden regneteknisk hj�lpemiddel

(a) Stamfunktionerne til er  cx 2 .

(b) Stamfunktionerne til  3 er .

(c) Stamfunktionerne til  2x er .

(d) Stamfunktionerne til  5x er .

(e) Stamfunktionerne til  5,1x er .

(f ) Stamfunktionerne til  2x er .

(g) Stamfunktionerne til  xe er .

(h) I intervallet  0x har  x
1 stamfunktionerne .

Çvelse 4.1 Uden regneteknisk hj�lpemiddel

(a) I intervallet  0x har  stamfunktionerne  cx  )ln(5 .

(b) Stamfunktionerne til  xe2
1 er .

(c) Stamfunktionerne til  29x er 9 .

(d) Stamfunktionerne til  33x er 3 .

(e) Stamfunktionerne til  56x er  .

Çvelse 4.2 Uden regneteknisk hj�lpemiddel

(a) Stamfunktionerne til  1e x er .

(b) Stamfunktionerne til  xx 2 er .

(c) Stamfunktionerne til  35 x er .

Çvelse 4.3 Uden regneteknisk hj�lpemiddel

(a) Stamfunktionerne til  xx e56 2  er 

(b) Stamfunktionerne til  432 23  xxx er 

Çvelse 5.1 Uden regneteknisk hj�lpemiddel

(a) cxdx  3 (b)   dxxx )23( 2

Çvelse 6.1
Brug dit regnetekniske hj�lpemiddel:

(a)   dxx 3)53( (b) 2
3x :      


dx

x 32
5
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Çvelse 7.1
Figuren viser lommeregnerens sk�rm.  Sk�rmen 
viser grafen for funktionen

cxxf  )ln(3)(
hvor c har f�et tildelt en bestemt talv�rdi.
(a)  c)5ln(3 (Afl�s svar p� figur)

(b) c

Çvelse 7.2
Figuren viser lommeregnerens sk�rm.

(a) 



1

6)( xxf

(b) Grafen for 




 1
6)( xxg

g�r gennem punktet P .

Çvelse 7.3
(a) P� lommeregneren (eller computeren) skal du frembringe et koordinatsysten hvor x-aksen g�r 

fra 1 til 11, og y-aksen g�r fra 2 til 6 .

(b) F� tegnet grafen for funktionen    cxxh 



1

6)( n�r  1c .

(c) Afs�t punktet )1,4( i koordinatsystemet.

(d) Pr�v dig frem med forskellige v�rdier af c indtil du kan se p� sk�rmen at grafen g�r gennem 
punktet  )1,4( .    c

(e) En s�dvanlig opgave g�r aldrig ud p� at du skal pr�ve dig frem. Det er underforst�et at den g�r 
ud p� at du skal vise hvordan du regner dig frem til resultatet. Tallet c fra sp�rgsm�l (d) kan vi 
regne os frem til ved at

l�se ligningen mht.  . L�sning:   c

(f ) Grafen for funktionen  kxxq 



1

6)( sk�rer x-aksen i punktet )0,4( .  Brug metoden fra 

(e), til at bestemme k . Du skal selvf�lgelig ikke bruge pr�cis samme ligning som i (e).

Çvelse 7.4 Uden regneteknisk hj�lpemiddel

En funktion f er bestemt ved

13)( 2  xxf .
Bestem den stamfunktion F til f som opfylder  0)1( F .

Çvelse 7.5 Uden regneteknisk hj�lpemiddel

En funktion f er bestemt ved
3)( xxf  .

Bestem den stamfunktion F til f hvis graf g�r gennem punktet  )9,2( .
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Çvelse 7.6
Opgave

F er en stamfunktion til 34)(  xxf .
Grafen for F g�r gennem punktet )10,4( .
Find F .

Besvarelse
Da F er en stamfunktion til )(xf ,  findes en konstant c s�

cxF )(

Da grafen for F g�r gennem punktet )10,4( ,  m�
 c

Vi l�ser denne ligning mht. c og f�r  c ,  s�

R,)(  xxF

Çvelse 7.7
Opgave

F er en stamfunktion til xxxf  2)( .
Grafen for F g�r gennem punktet ),2( 12

1 .

Find F .

Besvarelse
Da F er en stamfunktion til )(xf ,  findes en konstant c s�

cxF )(

Da grafen for F g�r gennem punktet ),2( 12
1 ,  m�

 c

Vi l�ser denne ligning mht. c og f�r  c ,  s�

R,)(  xxF

Çvelse 7.8
En funktion f er bestemt ved

0,2)( 3  xxxf x .

Bestem den stamfunktion F til f som opfylder 0)1( F .

Çvelse 7.9
En funktion f er bestemt ved

xxxf  22)(

Bestem den stamfunktion til f hvis graf g�r gennem punktet )0,2(P .

N�r vi inds�tter et grafpunkts x-koor-
dinat i forskriften og regner ud, s� f�r 
vi grafpunktets y-koordinat.

N�r vi inds�tter et grafpunkts x-koor-
dinat i forskriften og regner ud, s� f�r 
vi grafpunktets y-koordinat.
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Çvelse 7.10
Figuren viser lommeregnerens sk�rm.
Sk�rmen viser linjen

1: ym
og grafen for funktionen

25,2)( 2  xxxf
(a) F� tegnet det viste udsnit af koordinatsystemet

og de to grafer p� din grafsk�rm.

(b) Hvis det sidste 2-tal i forskriften for f erstattes af et st�rre tal, vil grafen s� rykkes til venstre, 
rykkes til h�jre, rykkes op eller rykkes ned?  Svar: 

(c) Pr�v at flytte grafen for f ved at erstatte 2 med forskellige tal indtil du opn�r at linjen m er 
tangent til  f-grafen.  Du kan selvf�lgelig ikke v�re sikker p� at dit svar er helt n�jagtigt.

(d) En ”s�dvanlig” opgave g�r aldrig ud p� at du skal pr�ve dig frem. Det er underforst�et at den 
g�r ud p� at du skal vise hvordan du regner dig frem til resultatet. De f�lgende sp�rgsm�l g�r 
ud p� at du skal regne dig frem til hvad c er for et tal hvis m er tangent til grafen for 
funktionen  cxxxf  5,2)( 2 .

(d1)  )(xf

(d2) N�r 5,1c er antallet af f�llespunkter for m og  f-graf  lig .

(d3) N�r  m er tangent til  f-graf, er antal f�llespunkter mellem m og  f-graf  lig .

(d4) Vis p� figuren hvordan  f-grafen ligger n�r m er tangent, og mark�r r�ringspunktet.

(d5) H�ldningskoefficienten for m er .

(d6) P� forh�nd ved vi at hvis vi inds�tter r�ringspunktets x-koordinat for x i  5,22 x og 
udregner udtrykket, s� f�r vi .

(d7) For at finde r�ringspunktets x-koordinat l�ser vi ligningen 
mht. og f�r .

(d8) Da r�ringspunktet ligger p� linjen med ligningen ,  er dets y-koordinat 
.

(d9) Vi bruger r�ringspunktets koordinater og  f-forskriften til at skrive ligningen
 c .

(d10) Vi l�ser denne ligning og f�r c .

Çvelse 7.11
En funktion f er bestemt ved  12)(  xxf .

Stamfunktionerne til f er funktionerne cxF )( .

Bestem den stamfunktion til f hvis graf har f�rsteaksen som tangent.

Çvelse 7.12
En funktion f er bestemt ved  84)(  xxf .

Bestem den stamfunktion F til f hvis graf har linjen med ligningen 3y som tangent.
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Çvelse 7.13
(a) P� din grafsk�rm skal du (i et passende udsnit

af koordinatsystemet) f� tegnet linjen
m:  32  xy

og grafen for funktionen

cxxxg  6)( 2

n�r 6c og n�r 9c .
Skits�r resultatet til h�jre.

(b) Pr�v dig frem med forskellige v�rdier af c indtil du opn�r at linjen m er tangent til g-grafen.
m er tangent n�r c .

(c) En ”s�dvanlig” opgave g�r aldrig ud p� at du skal pr�ve dig frem. Det er underforst�et at den 
g�r ud p� at du skal vise hvordan du regner dig frem til resultatet. De f�lgende sp�rgsm�l g�r 
ud p� at du skal regne dig frem til hvad c er for et tal hvis m er tangent til grafen for 
funktionen  cxxxg  6)( 2 .

(c1)  )(xg

(c2) N�r 6c er antallet af f�llespunkter for m og  g-graf  lig .

(c3) N�r  m er tangent til  g-graf, er antal f�llespunkter mellem m og  g-graf  lig .

(c4) Vis p� figuren hvordan  g-grafen ligger n�r m er tangent, og mark�r r�ringspunktet.

(c5) H�ldningskoefficienten for m er .

(c6) P� forh�nd ved vi at hvis vi inds�tter r�ringspunktets x-koordinat for x i  62  x og 
udregner udtrykket, s� f�r vi .

(c7) For at finde r�ringspunktets x-koordinat l�ser vi ligningen 
mht. og f�r .

(d8) Da vi nu kender r�ringspunktets x-koordinat og ved at det ligger p� linjen med ligningen 
,  kan vi udregne at dets y-koordinat er .

(d9) Vi bruger r�ringspunktets koordinater og  g-forskriften til at skrive ligningen
 c .

(c10) Vi l�ser denne ligning og f�r c .

Çvelse 7.14
En funktion f er bestemt ved

xxf 2)(  .

Bestem den stamfunktion F til f hvis graf har linjen med ligningen xy 4 som tangent.

Çvelse 7.15
En funktion f er bestemt ved  62)(  xxf .

(a) Bestem den stamfunktion F til f hvis graf har linjen med ligningen  2y som tangent.

(b) Bestem den stamfunktion G til f hvis graf har linjen med ligningen  xy 2 som tangent.
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Çvelse 8.1
A er arealfunktionen for funktionen g .

)4(A  )2(A 

)7(A 

Çvelse 8.2
A er arealfunktionen for funktionen h .

x 0 1 2 3 4 5

A(x)

)(xA  )(xA

x 0 1 2 3 4 5

A' (x)

h(x)

)(xh som er lig forskriften for .

Çvelse 8.3
Figuren nedenfor viser grafen for funktionen f .

(a) Linjen l bev�ger sig mod h�jre. t sekunder efter start vil l v�re t enheder fra y-aksen.
P� tidspunktet 5t sk�rer l f-grafen i punktet   , .

(b) Se p� arealet mellem f-graf og x-akse.
)(tA er den del af dette areal som ligger mellem y-akse og l . )5(A

(c) I tidsrummet fra  7t til   1,7t bliver arealet enheder st�rre.

(d) I dette tidsrum er v�ksthastighed for arealet )(tA alts� enheder pr. sekund.
 )7(A

(e) I tidsrummet fra  1t til   01,1t bliver arealet enheder st�rre.
I dette tidsrum er v�ksthastighed for arealet )(tA alts� enheder pr. sekund.

 )1(A

(f )  )4(A

(g) )7(f

Er  )7()7( fA  ?   Svar:

(h) Er  )1()1( fA  ?   Svar:

(i) Er  )4()4( fA  ?   Svar:

(j) For hvilke tal  t mellem 0 og 10 er  )()( tftA  ?
Svar:

g

h

f

l

Afl�s
p� figur.

Afl�s
p� figur.

G�t x-udtryk
ud fra tabel.
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Çvelse 9.1

52,4)( 2  xxxxf .
)(xA er arealfunktionen for f .

 )(xA

Çvelse 9.2
xxg x  1,8)( 1 .

�n af f�lgende funktioner er arealfunktionen for f .  Hvilken?

8)ln(8)(  xxxp 2
11)(
x

xq  )ln()( xxr 

Çvelse 9.3
Hvis A er arealfunktion for    xxxf  0,)42()( 3 ,    vil     )(xA .

Çvelse 10.1
x –4 –2 0 2 4

F(x) 0 1 3 7 10

F er en stamfunktion til f .

(a)  )()()(
4

0
FFdxxf

(b)  
2

2
)( dxxf

Çvelse 11.1
x 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0

F(x) 6,2 7,8 9,0 9,9 10,3

(a)    )()()( 5,3
0,2 FFxF

(b)   5,3
5,2)(xF

(c)   
2

1
24x

(d)   
3
2

2 xx

Çvelse 11.2

(a)    2
1

2

1
3)4( dxx

(b)    2
1

2

1
)3(1 dxx

(c)  dxx x1

0
2 )e3(

Her skal st� en stamfunktion til 34x .
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Çvelse 11.3 Uden regneteknisk hj�lpemiddel

(a) 
2

1
)12( dxxx

(b)   
1

0
e6 dxx

(c)   
1

0
23 )4

33( dxxx

Çvelse 11.4 Uden regneteknisk hj�lpemiddel

(a) 
2

0
)e3( dxx

(b)    2

1
2 dxx

(c)   
1

0
2 )146( dxxx

Çvelse 11.5 Uden regneteknisk hj�lpemiddel

(a) 
0

1
e dxx

(b)   
1

0
3 )2( dxxx

Çvelse 11.6
Brug dit regnetekniske hj�lpemiddel til at udregne f�lgende to tal:

(1) 
92,0

0
24,15,8 dxx

(2) 
 dx

x
12

4 21
1

Çvelse 11.7

(1) 
e

1
)ln( dxxx

Çvelse 12.1 Uden regneteknisk hj�lpemiddel

Bestem integralet 
2

2
2 dxx ,  og giv en geometrisk fortolkning af resultatet.

Çvelse 12.2 Uden regneteknisk hj�lpemiddel

Bestem integralet  
2

0
2 )4( dxx ,  og giv en geometrisk fortolkning af resultatet.

Çvelse 12.3 Uden regneteknisk hj�lpemiddel

Bestem integralet   
0

1
2 )2( dxxx og giv en geometrisk tolkning af resultatet.
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Çvelse 13.1
Figuren viser grafen for en funktion f der har nul-
punkterne 2 og 7 . Sammen med akserne afgr�nser
grafen to omr�der hvis arealer er hhv. 2

3 og 2
11 .


7

2
)( dxxf


7

0
)( dxxf

Çvelse 13.2
Grafregnervinduet til h�jre viser grafen for en funk-
tion f og en linje l der sk�rer grafen i punkterne

)4,2( og  )4,2( Grafen for f afgr�nser sammen
med linjen l den skraverede punktm�ngde der har
arealet 6.

 
2

2
)( dxxf

Çvelse 13.3
Figur til h�jre viser grafen for en funktion f hvis
nulpunkter er 6 og 2 . Grafen afgr�nser sammen
med f�rsteaksen en punktm�ngde der har arealet 3

64 .
Andenaksen deler denne punktm�ngde i to punkt-
m�ngder 1M og 2M .

Der g�lder at 3
102

0
)(  dxxf .

 
0

6
)( dxxf

Çvelse 13.4
Figuren til h�jre viser grafen for en funktion f der
har nulpunktet  3. Desuden ses to punktm�ngder

1M og 2M ,   hvor 1M har arealet 3
40 og afgr�nses

af grafen, f�rsteaksen og linjen med ligningen 4x ,
og 2M har arealet 14 og afgr�nses af grafen, f�rste-
aksen og linjen med ligningen 6x .


6

3
)( dxxf

 
6

4
)( dxxf

2
3 2

11

2 7

f

)1(

)2(

1M
2M

6x4x )2(

)1(

f

3

)1(

)2(

1

1

1M
2M

f
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Çvelse 14.1
Figuren til h�jre viser grafen for funktionen

22)( 2
2
13

2
1  xxxxf .

Grafen sk�rer f�rsteaksen i punkterne )0,2(P ,
)0,1(Q og )0,2(R . I f�rste og anden kvadrant

afgr�nser grafen for funktionen sammen med
f�rsteaksen en punktm�ngde M som har et areal.

Bestem arealet af M .

Çvelse 14.2
En funktion er givet ved

3
7

3
42

3
1)(  xxxf .

En  punktm�ngde M begr�nses af grafen,
f�rsteaksen, andenaksen og linjen med
ligningen 3x (se figuren til h�jre).

Bestem arealet af M .

Çvelse 14.3
Funktionen )(xf er bestemt ved

22)( 23  xxxxf .
P� figuren til h�jre ser vi grafen for )(xf .  Grafen sk�rer
f�rsteaksen i punkterne  )0,2(P ,  )0,1(Q og  )0,1(R .
Sammen med f�rsteaksen afgr�nser grafen i f�rste og
anden kvadrant en punktm�ngde M som har et areal.

Bestem arealet af denne punktm�ngde.

Çvelse 14.4
Figuren til h�jre viser grafen for funktionen

2
2
5)( xxxf  .

Grafen og f�rsteaksen afgr�nser en
punktm�ngde M som har et areal.

Bestem arealet af M .

Çvelse 14.5
Grafen for funktionen  34)( xxxf  afgr�nser 
sammen med f�rsteaksen i f�rste kvadrant en 
punktm�ngde M som har et areal.

P� din grafsk�rm skal du (i et passende udsnit
af koordinatsystemet) f� tegnet grafen for f .
(a) Skits�r grafen til h�jre og skrav�r M .
(b) Bestem arealet af M .

)1(

)2(

1

1

f

)2(

)1(

f

1

1

3x

M

1

1
f

)1(

)2(
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Çvelse 14.6
Grafen for 4)( 3

2
1  xxf afgr�nser sammen

med f�rsteaksen og andenaksen i anden kvadrant
en punktm�ngde M der har et areal.

(a) Skits�r grafen til h�jre, og skrav�r M .

(b) Bestem arealet af M .

Çvelse 14.7
Grafen for funktionen 2

9
4)( xxf  afgr�nser

sammen med f�rsteaksen en punktm�ngde M
der har et areal.

Bestem arealet af M .

Çvelse 15.1
Grafen for funktion

74)( 2  xxxf
afgr�nser sammen med linjerne med ligningerne

1x ,   4x og   2y
en punktm�ngde M som har et areal (se figur til
h�jre).

Bestem arealet af M .

Çvelse 15.2
Figuren til h�jre viser grafen for funktionen 3)( xxf  og
linjen l med ligningen 42  xy . Grafen og linjen sk�rer
hinanden i punktet )8,2( . Grafen og linjen afgr�nser sammen
med andenaksen en punktm�ngde der har et areal.

Bestem arealet af denne punktm�ngde.

Çvelse 15.3
Grafen for 42)( 2  xxxf afgr�nser sammen 
med linjen m med ligningen xy  2 en punkt-
m�ngde M som har et areal.

P� din grafsk�rm skal du (i et passende udsnit af 
koordinatsystemet) f� tegnet grafen for f og linjen m .
(a) Skits�r grafen og linjen til h�jre, og skrav�r M .
(b) Bestem arealet af M .

M

)1(

)2(

1

1

f

1x 4x

2y

1

)2(

1
)1(

l

f
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Çvelse 15.4
Grafen for 23)( xxf  afgr�nser sammen med 
linjen med ligningen 3 xy en punktm�ngde M
som har et areal.
(a) Skits�r grafen og linjen til h�jre, og skrav�r M .
(b) Bestem arealet af M .

Çvelse 15.5
En funktion )(xf er bestemt ved  2)( xxf  .

En ret linje l sk�rer grafen for )(xf i punkterne 
)9,3(1 S og )4,2(2S . Grafen for )(xf afgr�nser 

sammen med linjen l en punktm�ngde M som har et 
areal.
(a) Skits�r grafen og linjen til h�jre, og skrav�r M .
(b) Bestem arealet af M .

Çvelse 15.6
Grafen for funktionen 32)( 2  xxxf afgr�nser
sammen med linjen med ligningen 3y et omr�de
der har et areal.

Bestem arealet.

Çvelse 15.7
Grafen for funktionen f med forskriften xxf e)( 
afgr�nser sammen med linjerne med ligninger

xy  , 0x og 1x et omr�de der har et areal.

Bestem dette areal.

Çvelse 15.8
Grafen for funktionen f med forskriften xxf 1)( 

afgr�nser sammen med linjerne med ligninger
xy 2 og 2x et omr�de der har et areal.

Bestem arealet.
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Çvelse 16.1
De to figurer viser begge grafen for funktionen

22
5)(




x

xxf

I f�rste kvadrant ligger en punktm�ngde M som har
et areal. M afgr�nses af grafen for f, koordinatsystemets
akser og linjen med ligningen kx  ,  hvor 0k .

(a) I det �verste af de to koordinatsystemer skal du
tegne linjen med ligningen kx  n�r 2k .

(b) I det �verste af de to koordinatsystemer skal du
skravere punktm�ngde M n�r 2k .

(c) I det nederste af de to koordinatsystemer skal du
skravere punktm�ngde M n�r 5,3k .

(d) Bestem arealet af M n�r 56,1k .
(e) Bestem k s� arealet af M er 4,07 .

(f ) Vi kan bestemme k s� arealet af M er 3 ved
at l�se f�lgende ligning:



(f ) Bestem k s� arealet af M er 3 .

Çvelse 16.2
En funktion er givet ved

kxxf )(
hvor 0k .

Vi ser p� omr�det mellem f-grafen og x-aksen. M er den
del af dette omr�de som ligger mellem linjerne med
ligningerne 1x og 3x .

(a) I det �verste af de to koordinatsystemer skal du
skravere omr�det M n�r 5k .  (Tegn f�rst graf
og linjer).

(b) I det nederste af de to koordinatsystemer skal du
skravere punktm�ngden M n�r 1,0k .

(c) Bestem arealet af M n�r 1,0k .

(d) Vi kan bestemme k s� arealet af M er 22,4 ved
at l�se f�lgende ligning



(e) Bestem k s� arealet af M er 22,4 .

f

f
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Çvelse 16.3
En funktion f er givet ved

22)( xkxf 

hvor 0k . I f�rste og anden kvadrant afgr�nser grafen
for f og x-aksen en punktm�ngde M der har et areal.

(a) Ligningen  022  xk har l�sningerne
x og  x .

(b) Grafen for f sk�rer x-aksen i to punkter.
Disses x-koordinater er og .

(c) I det �verste af de to koordinatsystemer skal du
skravere M n�r 2k .

(d) Bestem arealet af M n�r 2k .

(e) I det nederste af de to koordinatsystemer skal du
skravere M n�r 1k .

(f ) Vi kan bestemme k s� arealet af M er 5 ved at
l�se ligningen



(g) Bestem k s� arealet af M er 5 .

Çvelse 16.4
To funktioner f og g er givet ved

 xxf 5
3)(  og     1)(  xkxg ,  hvor 0k .

Linjen l har ligningen 4x .
Graferne for f og g afgr�nser sammen l en punkt-
m�ngde M der har et areal.

(a) I det �verste af de to koordinatsystemer skal du
tegne graferne for f og g n�r 5,0k .
Desuden skal du tegne linjen l og skravere M .

(b) I det nederste af de to koordinatsystemer skal du
tegne og skravere M n�r 25,0k .

(c) Bestem arealet af M n�r 5,0k .

(d) Bestem k s� arealet af M er 5,3 .
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