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Dette hafte gennemgar integralregningen for B-niveau uden at gore det mere indviklet end krevet.
Ovelserne giver eleverne et kendskab til stoffet som de ikke opnér ved at efterligne udregninger i
besvarelser af eksamensopgaver.

TEORI

1. Hvad er en stamfunktion ..........ccccoiiiiiiiiiiii ettt ettt 1
2. Hver funktion har mange stamfunktioner .............cceeiiiieiiiieiiii e 1
3. Stamfunktioner til nogle grundleeggende fUnKtioner ............ccceeveiieviiriienieeiiieieeeeee e 2
4. Stamfunktion til £/ (x), f(X)+2(X) 02 F(X)=Z(X) coerrimmeeieieeeeee et 3
5. Symbol for StamfUunKtion .........ccccoeiiiiiiiiiiiiii et 4
6. Sédan finder vi stamfunktioner pad TI-NSPITE ....ccveeeiiieeiiieeieecee et evee e 4
7. Sadan finder vi en bestemt af en funktions stamfunktioner ..............ccoceeviiiiiniiniiinieie 5
8. Hvad er en arealfunktion? ............cooiiiiiiiiii e e 6
9. Vigtig regel om arealfunktioner ...........c.eecuiiiiiiiiiiiiiciiee ettt st 6
10, BeStemMt INTEZTAL .....vieiiiiiieiieciieie ettt ettt ettt et e st e et esaaeenbeesabeenbeesaaeenseasnseenseesnaaans 7
11. Sadan udregner vi bestemte INtEZIaleT ..........cceciiriiieiiiiiiieiieeee ettt 8
12. Opgave hvor vi skal fortolke et integral ............ccccvveiiiiieiiiiieieeee e 8
13. Bestemme integral ud fra arealer ..........coocviiieiiieiiiiiecee e 9
14. Bestemme areal mellem graf 0g x-aKSe€ .......ccocuiiieiiiiiiiieieeee e 10
15. Areal Mellem t0 Grafer ......cc.eiiiiiiiieiiieiece et et 11
16. Bestem k sd arealet af M er lig en @iven VRIAL ........ccccuieviiiiiiiiiiieiiciececee e 12
OVELSER

1. Hvad er en StamfUunKtion ........cccoceiiiiiiiiiiniiieceeeene ettt st 13
2. Hver funktion har mange stamfunktioner ............cccceeiiiiiiiiiiiinie e 13
3. Stamfunktioner til nogle grundleeggende funktioner ............cccooevveeeiiiieeiiieeniie e, 14
4. Stamfunktion til A-f(x), f(x)F2(xX) 08 (X)L (X) eorrremreeeeeeeeee e 14
5. Symbol for StamfUuNKIION .......c.c.coociiiiiiiiiiiie e e s 14
6. Sadan finder vi stamfunktioner pa TI-NSPITE ......ccceeriiiiiiiniieiiienie et 14
7. Sadan finder vi en bestemt af en funktions stamfunktioner .............cccceceevieniiiniiniienieeeeee, 15
8. Hvad er en arealfunktion? ........c.ccooiiiiiiiiiiie e 19
9. Vigtig regel om arealfunktioner .........c.ceoviiiiiiiiiiiie e e e 20
10, BeStemt INEEIAL ......ooeeiiiieiiiieeie ettt ettt e et eetae e et e e estbeeessaeeesbaeeenseeennneeeennes 20
11. Sadan udregner vi bestemte INTEZTALET ........ccccuiieiiieeiiieeeiie e e e s 20
12. Opgave hvor vi skal fortolke et inte@ral ............ccoovieiiiiiiiiiieieee e 21
13. Bestemme integral ud fra arealer ...........cocoeviiiiiieiiiiiieiee e 22
14. Bestemme areal mellem graf 0g x-akse ........ccoovvieiiiiiiiiiieiiiciee e 23
15. Areal mellem tO GTafer ......c..oooiuiiiiiiieee e et 24
16. Bestem £k sé arealet af M er lig en given VERIAL ........ccovviieeiiieiiiecieeceeeee e 26

Integralregning med evelser for B-niveau i gymnasiet og hf
© 2011 Karsten Juul

Dette hefte kan downloades fra www.matl.dk

Heaftet ma benyttes i undervisningen hvis leereren med det samme sender en e-mail til kj@matl.dk
som oplyser at dette heefte benyttes (skriv filnavn), og oplyser om hold, niveau, lerer og skole.



1. Hvad er en stamfunktion?

1.1 Definition

g(x) er en stamfunktion til f(x)
hvis
g(x) differentieret giver f(x)

dvs. hvis

g'(x)=f(x)

1.2 Eksempel

%x3 er stamfunktion til x>

fordi

2. Hver funktion har mange stamfunktioner

2.1 Eksempel

31 2)' _3_1 Y
(2x s ) = 27727%
3x—1x? + 475
(ix—lx2 + 5)' =31y : !
2 4 22 3x-1x? + 2,75
277 4
3o 1y2 ) 31
(2x g¥7 8 =5 gx 4 3x—1x2 4 (20,25
x
%x—%xz + ¢ er stamfunktion til %—%x
uanset hvilket tal vi skriver 1 stedet for & . 3. 142 4 (—4,25)
2707 4 ’
I koordinatsystemet har vi tegnet graferne for
nogle af stamfunktionerne til % - %x .

2.2 Satning
I et x-interval hvor funktionerne 4(x) og f(x) er defineret, gelder

Hvis A(x) er en af stamfunktionerne til f(x),
sa er funktionerne A(x)+ k samtlige stamfunktioner til f(x).

Dette kan vi ogsa formulere sadan:

Hvis vi kender grafen for en stamfunktion 4(x) til f(x),
sa kender vi ogsé graferne for de andre stamfunktioner til f(x).
Det er nemlig de grafer vi kan fa ved at rykke /(x)-grafen op eller ned.
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3. Stamfunktioner til nogle grundleggende funktioner

3.1 Stamfunktion til konstant

Regel: k har stamfunktionen k-x
Eksempler: 6 har stamfunktionerne  6x + ¢
1 har stamfunktionerne  x+c¢
—% har stamfunktionerne —%x +c

da (k-x) =k-1=k

3.2 Stamfunktion til potensfunktion

Regel: x%  har stamfunktionen #-x““ da (ﬁ-x““) = ﬁ-(aﬂ)xa =x“
Eksempler: x>  har stamfunktioneme 7 x* +¢
x~  har stamfunktionerne ﬁx_o’s +c dvs. —2x %% +¢
X har stamfunktionerne %xz +c da x=x!
Advarsel:  Regel 3.2 kan IKKE bruges pd eksponentialfunktioner:
a®  har IKKE stamfunktionen —L--q*'!
x+1
4% har IKKE stamfunktionen ﬁ-4x+1
3.3 Stamfunktion til 1
Regel: —  harstamfunktionerne  In(x)+c¢  iintervallet x>0 da (ln(x) + c)' = %
x~' harstamfunktioneme  In(x)+c¢ iintervallet x>0 da x7! 2%
1 ,
Advarsel: P har IKKE stamfunktionen In(2—x)
—X
3.4 Stamfunktion til e*
Regel: e*  harstamfunktioneme e*+c
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4. Stamfunktion til kf(x), f(¥)+g(x) og f(x)—g(x)

4.1 Stamfunktion til Kkonstant gange udtrvk

Hvis:  f(x) har stamfunktionen ~ F'(x)

sa: k- f(x) harstamfunktionen k- F(x)

Eksempler:

12x3 har stamfunktionerne 12- %x“ + c dvs. 3x* + ¢ Vi beholder ”konstant
. , x gange” og erstatter x-

12¢ har stamfunktionerne 12-e* + ¢ udirykket med dets

12x har stamfunktionerne 12- %xz + c dvs. 6x2 + ¢ stamfunktion

4.2 Stamfunktion til udtryk plus udtryk og til udtryk minus udtryk

Hvis:  f(x)  harstamfunktonen ~ F'(x) og
g(x) har stamfunktionen ~ G'(x)

sé: f(x)+ g(x) harstamfunktionen F(x)+G(x) Pa begge sider af + og —

, erstatter vi udtrykket med
f(x)—g(x) har stamfunktionen F(x)-G(x) dets stamfunktion

Eksempler:
6 — e har stamfunktionerne 6x — e* + ¢
x + % har stamfunktionerne %xz + In(x) + ¢ iintervallet x>0

4.3 Advarsel.

Man kan IKKE integrere et udtryk ved at
integrere hver del af udtrykket

(bortset fra visse specielle tilfelde som f.eks. regel 4.2)

Eksempler:

x3 - e¥ har IKKE stamfunktionen %x“ - e
x3 Xt

— har IKKE stamfunktionen 4

e e’

5.¢" har IKKE stamfunktionen S5x-¢e”
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5. Symbol for stamfunktion

Symbolet j F(x)dx
betyder: stamfunktionerne til f(x)
og laeses: det ubestemte integral af f(x)

Nar vi finder ud afhvad [ f(x)dx erlig

sé siger vi at vi integrerer f(x)
f(x) kaldes integranden

Eksempel: I(2x +1)dx = x> +x+c

Her har vi integreret 2x +1
2x+1 er integranden

V1 har sat parentes om integranden fordi den bestar af mere end ét led

6. Siddan finder vi stamfunktioner pa TI-Nspire

For at finde stamfunktion pa Nspire velger vi pa skabelon-paletten folgende integralskabelon:

J

1
i
i
-1

[

id

[l |

Nspire skriver kun én af stamfunktionerne: j(?x)dx =— Vima selv tilfgje +c .

Hvis vi taster int,egral(?xjxij skriver Nspire resultatet TH
n

For at finde stamfunktion til

f(x):3x—% , x>0

skal vi efter integraltegnet angive at x >0 :

B

a2 Husk at trykke pé hejre-
~—2Inlx] pilen inden du taster den
lodrette streg!

dx|x=0 =
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7. Sadan finder vi en bestemt af en funktions stamfunktioner

Opgave 1 (Vi kender et punkt pa stamfunktionens graf)
F er en stamfunktion til f(x)=2x+3 .
Det er oplyst at
grafen for F' gar gennem punktet (-1, —6).
I nogle opgaver er denne oplysning formuleret sadan:
F(-1)=-6.
Find F'.

Besvarelse
Da F' er en stamfunktion til f(x)=2x+3, findes en konstant ¢ sa

F(x):x2+3x+c

Da grafen for F* gdr gennem punktet (-1, -6), ma  Nar vi indsatter et grafpunkts x-koor-

(D> +3(-D)+c = -6 dinat i forskriften og regner ud, sa fir
 vi grafpunktets y-koordinat.

sa& ¢c=-4, dvs.

F(x)=x2+3x—4 , xeR

Opgave 2 (Vi kender en linje der er tangent til stamfunktionens graf)

F er en stamfunktion til f(x)=2x+3 .
Det er oplyst at

Linjen med ligningen y = x —5 er tangent til grafen for F' .
Find F'.

Besvarelse
Da F er en stamfunktion til f(x)=2x+3, findes en konstant ¢ sa
F(x) =x2+3x+c
Forst udregner vi et punkt der ligger pé grafen for F,
nemlig det punkt (x,,y,) hvori tangenten rorer grafen.
Af tangentens ligningen y = x—35 ser vi at tangenthaldningen er 1 :

Fl(xg) =1 Naér vi indsatter et grafpunkts x-koordinati |

2xg+3 =1 forskriften for differentialkvotienten og regner

x 1 ud, sa far vi grafpunktets tangenthaldning. ;
0 =

Da x5 =-1 og (xg,yp) ligger pa linjen med ligningen

y=x-5
A vi At en linjes ligning er y = ax +b betyder at for et
punkt pa linjen kan vi udregne y-koordinaten ved at |
yo = (D=3 gange x-koordinaten med a og laegge b til resultatet. |
Yo = —6 '

Nu kender vi et punkt pa grafen for . Sa kan vi bruge metoden fra opgave 1.
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&. Hvad er en arealfunktion?

8.1 Hvad er en arealfunktion?

Den viste graf er pa en skaerm.
Nar vi trekker x(-prikken mod hejre, bliver det grd omrdde storre.

A(x) er arealet af det grd omréde.

A(x) kaldes arealfunktionen for f .

8.2 Eksempel
Pé billedet ser viat A4(9) =36 og A(1)=53.

9. Vigtig regel om arealfunktioner

9.1 Sztning Betyder at grafen ligger pa eller over x-aksen.

Nar
A(x) er arealfunktionen for en ikke-negativ funktion f(x), a<x<bh
sa geelder at

A(x) er en stamfunktion til f(x)
dvs.

A'(x) = f(x)
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10. Bestemt integral

10.1 Definition af bestemt integral
Hvis

f(x) har stamfunktionen F(x) iintervallet a <x<b

sa definerer man at
b
[ e = Fb)-F(a)
Symbolet til venstre for lighedstegnet laeser man sédan:
Integralet fra a til b af f(x).
f(x) kaldes integranden .
10.2 Bemeerk:

I definitionen af bestemt integral er det IKKE kraevet at f(x)>0.

Det bestemte integral er et tal.
Det ubestemte integral er funktioner.

10.3 S2tning om bestemt integral og areal
Hvis
f(x)>20 for a<x<b og

M er omridet mellem f-grafen og x-aksen
iintervallet a < x <b

sa gaelder

J. : f(x)dx = arealetaf M
Bevis
A(x) er arealfunktionen for f(x).
F(x) er en stamfunktion til f(x).

Da A(x) og F(x) er stamfunktion til samme funktion, findes en konstant ¢ sa

(x)  A(x) = F(x)+c.

Nu fas
areal af M = A(b) Ifolge definitionen pa arealfunktion.
= A(b) - A(a) Da A(a)=0.
= (F(b)+k)-(F(a)+k) Ifolge (x).
= F(b)-F(a)
= J.j f(x)dx Ifalge definitionen pé bestemt integral.

Hermed er s@tning 10.3 bevist.
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11. Sadan udregner vi bestemte integraler

11.1 Udregne bestemt integral uden hjselpemidler

Nar vi udregner bestemte integraler uden hjelpemidler, er det praktisk at bruge
symbolet [F(x)]° sombetyder F(b)— F(a)

Fordelen er at vi kan skrive stamfunktionen inden vi indsetter grenserne a og b for x.

Eksempel pd brug af denne skrivemaéde:

[2x3—5x]:

= (24°-54)- (21 =5-D)
105

[ (6x*~5)ax

11.2 Udregne bestemt integral pa TI-Nspire

For at udregne et bestemt integral pa Nspire valger vi pa skabelon-paletten folgende

integralskabelon:
J;-_;f[:'i)d[__‘i
0
‘c2
Eksempel: —|dx =e-2
ex
-1
4
Hvis vi taster integral(é-xg—fhxj—ljdl) skriver Nspire (6-3:3—5)::13( = 105
-1

12. Opgave hvor vi skal fortolke et integral

I en opgave er f(x)=-3x-x"
0
Vi har udregnet at I B f(x)dx = %

Vi skal give en geometrisk fortolkning af dette tal.

Svar pa dette sporgsmal:

0
J. » f(x)dx er areal mellem f-graf og x-akse i intervallet -1<x<0

dvs.

[N

er arealetaf det grd omrade .
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13. Bestemme integral ud fra arealer

Opgave

P& figuren ses grafen for en funktion f
der har nulpunkterne -6, -2 og 2 .

Sammen med x-aksen afgraenser grafen
en punktmengde M, der har arealet %

Sammen med x-aksen og y-aksen
afgreenser grafen 1 2. kvadrant en
punktmaengde M, som har arealet 6.

Bestem J. ?6 f(x)dx .

Besvarelse
0
j_6 f(x)dx er areal mellem f-graf og x-akse i intervallet —6 < x <0

Dette areal far vi ved at legge arealerne af M| og M, sammen:

7 _ 19
7t6="7%

Dvs.
0 _ 19
j_6f(x)dx =3

o\
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14 Bestemme areal mellem graf og x-akse

Opgave
En funktion f° har forskriften
f(x)=—x%-3x .
Grafen for f, x-aksen og linjen med ligningen x =—1 afgranser i anden kvadrant en

punktmaengde M der har et areal.

Bestem arealet af M .

Besvarelse y

Forst tegner vi en skitse der viser M .
M er det grd omrade pa skitsen.

Ud fra skitsen ser vi at vi har brug for at kende
x-koordinaten til det venstre af grafens skarings-
punkter med x-aksen.

-1
Da ligningen — x% —3x = 0 har lgsningerne -3 og 0,
er —3 forstekoordinat til det venstre af grafens Y. :
skaeringspunkter med forsteaksen. " Vi skal skrive hvordan vi

har fundet lesningerne.

Arealet af M er lig

I 31 (=x2 = 3x)dx g
- En anden mulighed er at vi
Vi taster dette integral og fér det udregnet. <t dregner integralet pé den
made som er visti 11.1.

wm%g

10

3

arealet af M er

I opgaver hvor vi skal bestemme arealer, star der ofte ordet kvadrant.
Koordinatakserne deler planen op 1 fire kvadranter.
Figuren viser hvad de fire kvadranter hedder.

2.kvadrant 1. kvadrant

3. kvadrant 4. kvadrant
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15. Areal mellem to grafer

I nogle opgaver skal et areal udregnes ved at udregne to arealer og trekke det ene fra det andet.

I koordinatsystemerne har vi tegnet graferne for funktionerne
g(x) = 12—x

f(x) = 44x  og

Vi vil udregne arealet af det gra omrade V' pa venstre figur.
y

y

Vi lgser ligningen 4/x=12-x og far x =4,
sa grafernes skaringspunkt har x-koordinat 4.

Det grd omrdde M pé midterste figur har arealet
4
jo (12-x)dx = 40

Det grd omrade H pé hejre figur har arealet
4 64
.[ 0 4xdx = =

64 _ 56
373

Hvis vi flerner H fra M, farvi V', sd arealetaf V' er 40—

Bemarkning:
begraenset af rette linjer.

Vi kunne have udregnet arealet af M uden at bruge integralregning da M er

11

2011 Karsten Juul
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16. Bestem k sa arealet af M er lig en given vardi

Figuren viser grafen for f(x)=x?+1

og linjen med ligningen x =k .

Vi vil bestemme et positivt tal £ sd det gré areal er = .

Vi lgser ligningen

k b _é
jo(x +hdr = 5

mht. k£ for k>0 og far
k = 1,08004

3
2

Figuren viser grafen for f(x)=2—kx?

hvor 0<k <2.

Vi vil bestemme £ sa det gra areal er

Vi lgser ligningen

7
2

mht. k£ for 0<k <2 ogfér

J.il(2—kx2)dx =

3

k:E

Figuren viser graferne for

f(x)=1-x> og gx)=k-x
Vi vil bestemme k sa det gra areal er % .

Pa figuren ser vi at vi har brug for at kende de to viste skarings-

punkter mellem x-aksen og graferne:

Vileser 1-x?=0 og fir x =1
Vilgser k—x=0 ogfar x=k

hvor k>i )

4

P& figuren ser vi at vi far det gré areal nar vi traekker arealet mellem f-graf og x-akse i intervallet
0<x <1 fra arealet mellem g-graf og x-akse 1 intervallet 0 < x <k .

Derfor lgser vi ligningen
k 1 )
jo (k—x)dx—jo(l—x )dx

mht. k& for k>% og far
k=2

4

3

For at finde granser for integralerne loste vi
ligningerne f(x)=0 og g(x)=0. I mange
opgaver skal du ikke lose disse ligninger. I stedet
skal du maske lgse f(x) = g(x). Eller maske
fremgar integralets grenser af tekst og figur.
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Ovelse 1.1 Uden regneteknisk hjzlpemiddel

()
1

g
(@) £'(4)= g fH=__ . ;
, 5 e
(b) g'(0)= og f(O)=_ . )
4 1
(c) Da /'s haeldningskoefficient er , er 3
g )= . ~.] Af
(d) Da P's y-koordinat er , er 1 > : ] :
= . d > (1
fC ) I O
(e) Nar x =2 gelder altsa !
g'(x) = f(x).

For hvilke af tallene mellem —2 og 4,5 ser det ud til at denne ligning gaelder?

Svar:

Ovelse 1.2 Uden regneteknisk hjelpemiddel
(a) Skriv to funktioner hvis differentialkvotient er 2x .

(b) Skriv to funktioner hvis differentialkvotient er 2x +1.

Ovelse 1.3 Uden regneteknisk hjaelpemiddel

(a) At
F(x) erstamfunktion til f(x)
betyder at
= f(x) .
(b) x° er stamfunktion til fordi ( )I =
(c) x>+5 er stamfunktion til fordi ( )’ =

Ovelse 1.4 Uden regneteknisk hjelpemiddel

Svar:

Svar:

0g

0g

Gt en stamfunktion til hver af folgende funktioner, og kontrollér dit gaet ved at differentiere:

f=x",  gw=x" og  hx)=x".

Du skal IKKE differentiere x°. Laes spergsmalet grundigt.%

Ovelse 2.1 Uden regneteknisk hjelpemiddel
Pa figuren har vi tegnet to af stamfunktionerne til en funktion f .

(a) Bestem folgende fire tal:
(D) m) =
(2) m1)—-n() =
(3) mB3)-n(3) =
(4) m(5)—n(5) =
(b) Tegn graferne for to andre stamfunktioner til f .

—_—
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Dvelse 3.1 Uden regneteknisk hjzlpemiddel

(a)
(b)
(©)
(d)
()
()
(2
(h)

Stamfunktionerne til er x2+c .

Stamfunktionerne til -3 er

Stamfunktionerne til x

Stamfunktionerne til x° er

Stamfunktionerne til x"

Stamfunktionerne til x~= er

Stamfunktionerne til e* er

Tintervallet x>0 har % stamfunktionerne

Ovelse 4.1 Uden regneteknisk hjelpemiddel

(2)
(b)
(©)
(d)
(e)

I intervallet x>0 har

Stamfunktionerne til %ex er

stamfunktionerne 5-n(x)+c .

Stamfunktionerne til 9x2 er 9-

Stamfunktionerne til 3x3 er 3-

Stamfunktionerne til 6x° er

Ovelse 4.2 Uden regneteknisk hjelpemiddel

(a)
(b)
(c)

Stamfunktionerne til e*+1 er

Stamfunktionerne til x>+ x er

Stamfunktionerne til 5—x3 er

Dvelse 4.3 Uden regneteknisk hjzlpemiddel

(a) Stamfunktionerne til 6x2—5e* er

(b) Stamfunktionerne til x3 +2x? —3x+4 er

Ovelse 5.1 Uden regneteknisk hjelpemiddel

(a) j dx = X3+c (b) j(x2—3x+2)dx =
Ovelse 6.1

Brug dit regnetekniske hjelpemiddel:

(2)

j (3x-5)3dx = (b)

_3. 5 -
x>— j2x+3dx
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Ovelse 7.1 i .

Figuren viser lommeregnerens skaerm. Skarmen
viser grafen for funktionen

f(x) = 3In(x)+c

hvor ¢ har faet tildelt en bestemt talveerdi. !

(@ 3In(d)+c = (Aflees svar pé figur) > ] ;;
(b) c = e /

Ovelse 7.2

Figuren viser lommeregnerens skeerm.

@ S =2+

(b) Grafen for

ew =[] x

gar gennem punktet P .

Ovelse 7.3

(a) Pé&lommeregneren (eller computeren) skal du frembringe et koordinatsysten hvor x-aksen gér
fra -1 til 11, og y-aksen gér fra -2 til 6.

(b) Fa tegnet grafen for funktionen /4(x) = % + ¢ nir c=1.
X

(c) Afsat punktet (4,1) i koordinatsystemet.

(d) Prov dig frem med forskellige vardier af ¢ indtil du kan se pa skaermen at grafen gar gennem
punktet (4,1). ¢ =

(e) En sadvanlig opgave gar aldrig ud pd at du skal preve dig frem. Det er underforstaet at den gar
ud pa at du skal vise hvordan du regner dig frem til resultatet. Tallet ¢ fra spergsmaél (d) kan vi
regne os frem til ved at

lose ligningen mht. . Losning: ¢ =

(f) Grafen for funktionen ¢(x) = % + k skarer x-aksen i punktet (4, 0). Brug metoden fra

(e), til at bestemme k. Du skal selvfolgelig ikke bruge praecis samme ligning som i (e).

Dvelse 7.4 Uden regneteknisk hjzlpemiddel
En funktion f er bestemt ved
F(x)=3x%+1.
Bestem den stamfunktion F' til f som opfylder F(1)=0 .

Dvelse 7.5 Uden regneteknisk hjelpemiddel
En funktion f er bestemt ved

fx)=x.
Bestem den stamfunktion F til f hvis graf gar gennem punktet (2,9) .
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Ovelse 7.6

Opgave
F er en stamfunktion til f(x)=4x-3 .

Grafen for F' gar gennem punktet (4, 10).

Find F .
Besvarelse
Da F er en stamfunktion til f(x)= , findes en konstant ¢ sa
F(x)= +c
Da grafen for F° gér gennem punktet (4,10), mé Nér vi indsztter et grafpunkts x-koor-
+c = D dinat i forskriften og regner ud, sa far
i vi grafpunktets y-koordinat.
Vi leser denne ligning mht. ¢ og fir c= , sa
F(x)= , xeR
Ovelse 7.7
Opgave

F er en stamfunktion til f(x)=x2+x .
Grafen for F' gar gennem punktet (-2, %).

Find F.
Besvarelse
Da F er en stamfunktion til f(x)= , findes en konstant ¢ sa
F(x)= +c

Da grafen for F gar gennem punktet (-2, 7). méa  Nar vi indsztter et grafpunkts x-koor-

+c = e dinat i forskriften og regner ud, sa far
 vi grafpunktets y-koordinat.

Vi lgser denne ligning mht. ¢ og far c¢= , sa
F(x)= , xeR
Ovelse 7.8

En funktion f er bestemt ved
f(x) =3-2x, x>0.

X

Bestem den stamfunktion F til f som opfylder F(1)=0 .

Ovelse 7.9

En funktion f* er bestemt ved
f(x) = 2x2—x
Bestem den stamfunktion til f hvis graf gér gennem punktet P(2,0).
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Ovelse 7.10 L7y

Figuren viser lommeregnerens skarm.
Skaermen viser linjen )

m: y= 1 m
og grafen for funktionen ’

f(x) = x?=2,5x+2

(a) Fa tegnet det viste udsnit af koordinatsystemet o ; 72
og de to grafer pa din grafskaerm.

(b) Huvis det sidste 2-tal i forskriften for f erstattes af et storre tal, vil grafen sa rykkes til venstre,
rykkes til hejre, rykkes op eller rykkes ned? Svar:

(c) Prov at flytte grafen for f* ved at erstatte 2 med forskellige tal indtil du opnér at linjen m er
tangent til f~grafen. Du kan selvfolgelig ikke vaere sikker pa at dit svar er helt nejagtigt.

(d) En ”s@dvanlig” opgave gar aldrig ud pa at du skal preve dig frem. Det er underforstaet at den
gdr ud pd at du skal vise hvordan du regner dig frem til resultatet. De folgende sporgsmal gar
ud pa at du skal regne dig frem til hvad ¢ er for et tal hvis m er tangent til grafen for

funktionen f(x) = x> -2,5x+c.
dn fx) =
(d2) Nar ¢ =15 er antallet af fellespunkter for m og f-graf lig

(d3) Nér m er tangent til f-graf, er antal faellespunkter mellem m og f-graf lig
(d4) Vis pa figuren hvordan f-grafen ligger ndr m er tangent, og markér reringspunktet.
(d5) Heldningskoefficienten for m er

(d6) Pa forhénd ved vi at hvis vi indsatter reringspunktets x-koordinat for x 1 2x—-2,5 og
udregner udtrykket, sa far vi

(d7) For at finde reringspunktets x-koordinat lgser vi ligningen

mbht. og far

(d8) Da reringspunktet ligger pa linjen med ligningen , er dets y-koordinat

(d9) Vi bruger reringspunktets koordinater og f-forskriften til at skrive ligningen
— + c =

(d10) Vi lgser denne ligning og far ¢ =

Ovelse 7.11
En funktion f er bestemtved f(x) = 2x—1.
Stamfunktionerne til f er funktionerne F(x) = + c.

Bestem den stamfunktion til f hvis graf har fersteaksen som tangent.

Ovelse 7.12
En funktion f er bestemtved f(x)=4x-8.

Bestem den stamfunktion F' til f hvis graf har linjen med ligningen y =3 som tangent.
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Ovelse 7.13

(a) Padin grafskerm skal du (i et passende udsnit
af koordinatsystemet) fa tegnet linjen

m: y=2x-3
og grafen for funktionen
g(x)=—x2+6x+c

nar ¢=—6 ognir c=-9.

Skitsér resultatet til hejre.

(b) Prov dig frem med forskellige vardier af ¢ indtil du opnér at linjen m er tangent til g-grafen.
m er tangent nar ¢ =

(¢) En ”s@dvanlig” opgave gar aldrig ud pa at du skal preve dig frem. Det er underforstaet at den
gdr ud pd at du skal vise hvordan du regner dig frem til resultatet. De folgende sporgsmél gar
ud pa at du skal regne dig frem til hvad ¢ er for et tal hvis m er tangent til grafen for

funktionen g(x)=-x2+6x+c.
(c)) g'(x) =

(c2) Nar c¢=-6 er antallet af fellespunkter for m og g-graf lig

(c3) Nér m er tangent til g-graf, er antal fellespunkter mellem m og g-graf lig

(c4) Vis pa figuren hvordan g-grafen ligger nar m er tangent, og markér reringspunktet.
(c5) Heldningskoefficienten for m er

(c6) Pa forhdnd ved vi at hvis vi indsatter reringspunktets x-koordinat for x i —2x+6 og
udregner udtrykket, sa fér vi

(c7) For at finde reringspunktets x-koordinat lgser vi ligningen

mht. og far

(d8) Da vi nu kender reringspunktets x-koordinat og ved at det ligger pa linjen med ligningen
, kan vi udregne at dets y-koordinat er

(d9) Vi bruger reringspunktets koordinater og g-forskriften til at skrive ligningen
+ + ¢ =

(c10) Vi leser denne ligning og fir ¢ =

Ovelse 7.14

En funktion f* er bestemt ved

f(x)=-2x.

Bestem den stamfunktion F til f hvis graf har linjen med ligningen y = 4x som tangent.

Ovelse 7.15
En funktion f* er bestemtved f(x) = 2x—-6 .

(a) Bestem den stamfunktion F til f hvis graf har linjen med ligningen y =2 som tangent.

(b) Bestem den stamfunktion G til f hvis graf har linjen med ligningen y =2x som tangent.
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Ovelse 8.1

A er arealfunktionen for funktionen g .

A(-4) = AQ2) =

A-T) =

Ovelse 8.2

—

A er arealfunktionen for funktionen # .

X 0 1 2 3 4 5

A(x)

— Aflaes

< Gat x-udtryk

A(x) = A'(x) =

pa figur. h

ud fra tabel.

X 0 1 2 3 4 5

A' (x)

h(x) <

— Aflaes

h(x) = som er lig forskriften for

Ovelse 8.3

Figuren nedenfor viser grafen for funktionen f .

(a)
Pé tidspunktet 1 =5 skeerer / f-grafen i punktet (

(b)

Se pé arealet mellem f-graf og x-akse.

p—

pa figur.

Linjen / beveger sig mod hejre. ¢ sekunder efter start vil / vare ¢ enheder fra y-aksen.

).

A(t) er den del af dette areal som ligger mellem y-akse og /. A(5) =

I tidsrummet fra ¢t=7 til ¢=71 bliver arealet

(c)

(d) Idette tidsrum er veeksthastighed for arealet A(¢) altsa

A(7) =
(©

I tidsrummet fra =1 til ¢#=1,01 bliver arealet
I dette tidsrum er vaeksthastighed for arealet A(¢) altsé
A1) =

()
(2

A'4) =

S =
Er A'(7)= f(7) ? Svar:

(h)
(1)
()

Er A'()= f(1) ? Svar:
Er A'(4)= f(4) ? Svar:

For hvilke tal ¢ mellem 0 og 10 er A'(¢)= f(¢) ?
Svar:

enheder storre.

enheder pr. sekund.

enheder storre.

enheder pr. sekund.

[
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Ovelse 9.1
f(x) = x> +4x , 2<x<5.

A(x) er arealfunktionen for f .
A'(x) = +

Ovelse 9.2
g(x) = 8+% , I1<x.
En af folgende funktioner er arealfunktionen for /. Hvilken?

p(x) = 8x+In(x)—8 qg(x) = l—ﬁ r(x) = In(x)

Ovelse 9.3
Hvis A er arealfunktion for f(x)= (2x—4)3 , 0<x, vil A(x) =

Ovelse 10.1

x 4 -2 0 2 4
Fx) | 0 1 3 7 10

F er en stamfunktion til f .

(a) J.(jf(x)dx = F( )-F( )= -

) [° f@d =

Ovelse 11.1

Fx) | 62 | 7.8 | 90 | 99 | 103

@ [FmIyy =FC )-F( )= =
®) [FOI3 =
© [42]) =
@ [2-x]; -

Her skal std en stamfunktion til 4x3.

Ovelse 11.2
@ [‘@ha=[ =

(b) [ (h+3yx = | IF =

© jol (Bx2+ ¢ )dx =
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Dvelse 11.3 Uden regneteknisk hjzlpemiddel

2 1 _
(a) L (2x—;)dx =
(b) j; 6c* dx —
I3 2.3 _
(©) jo(x +3x7 4 ) dv =
Ovelse 11.4 uden regneteknisk hjelpemiddel
2 X
(a) .[0 (B3-¢)dx =
(b) J-lzx_z dx =
© j;(6x2+4x—1)dx -
Ovelse 11.5 uden regneteknisk hjelpemiddel
(@) jfl o dx =
(b) j; 23 + x)dx =

Ovelse 11.6
Brug dit regnetekniske hjelpemiddel til at udregne folgende to tal:

0,92
(1) jo 8,5-1,24"dx =
1

12
I M e

Ovelse 11.7

dx =

(1) j fx-ln(x)dx =

Ovelse 12.1 uden regneteknisk hjelpemiddel

. 2 . . .
Bestem integralet j 5 x* dx, og giv en geometrisk fortolkning af resultatet.

Ovelse 12.2 Uden regneteknisk hjelpemiddel

2
Bestem integralet jo (4- xz)dx , og giv en geometrisk fortolkning af resultatet.

Dvelse 12.3 Uden regneteknisk hjzlpemiddel

0
Bestem integralet I » (x2 —2x) dx og giv en geometrisk tolkning af resultatet.
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Ovelse 13.1 (2)

A
Figuren viser grafen for en funktion f der har nul-

punkterne 2 og 7. Sammen med akserne afgranser
grafen to omrader hvis arealer er hhv. % og 1—21 .

J-Zf(x)dx = / 11

\][98)
N

N -
-
Y

f, G =

Ovelse 13.2
Grafregnervinduet til hgjre viser grafen for en funk-
tion f ogen linje / der skaerer grafen i punkterne ’ ]

(-2,4) og (2,4) Grafen for f afgraenser sammen
med linjen / den skraverede punktmangde der har %/
arealet 6.

2
J-—Z f(x)dx = MAIN EAD AUT FUMC

Ovelse 13.3

Figur til hejre viser grafen for en funktion f hvis (2)
nulpunkter er —6 og 2. Grafen afgreenser sammen

med forsteaksen en punktmangde der har arealet % .

Andenaksen deler denne punktmangde i to punkt-
mangder M, og M,.

Der gelder at J-OZ f(x)dx = ? .

[° rear =

Ovelse 13.4

Figuren til hejre viser grafen for en funktion f der
har nulpunktet 3. Desuden ses to punktmangder
M, og M, , hvor M, har arealet % og afgraenses

af grafen, forsteaksen og linjen med ligningen x = -4,
og M, har arealet 14 og afgrenses af grafen, forste-
aksen og linjen med ligningen x =6.

[y fexyax =

J°, reax =

Integralregning med @velser for B-niveau i gymnasiet og hf 22 2011 Karsten Juul



Ovelse 14.1

Figuren til hejre viser grafen for funktionen
f(x)z%x3 —%xz -2x+2.

Grafen skerer forsteaksen i punkterne P(-2, 0),

0(1,0) og R(2,0). I forste og anden kvadrant

afgreenser grafen for funktionen sammen med
forsteaksen en punktmangde M som har et areal.

Bestem arealet af M .

Ovelse 14.2
En funktion er givet ved
_1.2_4,..,7
f(X)—gx —§x+§ .

En punktmangde M begranses af grafen,
forsteaksen, andenaksen og linjen med
ligningen x =3 (se figuren til hojre).

Bestem arealet af M .

Ovelse 14.3

Funktionen f(x) er bestemt ved

f(x):—x3 —2x2 4 x+2 .
Pé figuren til hgjre ser vi grafen for f(x). Grafen skerer
forsteaksen i punkterne P(-2,0), Q(-1,0) og R(1,0) .

Sammen med forsteaksen afgrenser grafen i forste og
anden kvadrant en punktmengde M som har et areal.

Bestem arealet af denne punktmengde.

Ovelse 14.4
Figuren til hejre viser grafen for funktionen
f(x)= %x -x% .

Grafen og fersteaksen afgranser en
punktmangde M som har et areal.

Bestem arealet af M .

(2)

FMAIN

EAD AUT FUMC

(2)
A

/

=1 =Y‘(l)

Ovelse 14.5

Grafen for funktionen f(x)=4x— x> afgrenser
sammen med forsteaksen i forste kvadrant en
punktmaengde M som har et areal.

Pa din grafskaerm skal du (i et passende udsnit
af koordinatsystemet) fa tegnet grafen for f .

(a) Skitsér grafen til hegjre og skravér M .
(b) Bestem arealet af M .
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Ovelse 14.6

Grafen for f(x)= %x3 + 4 afgraenser sammen
med forsteaksen og andenaksen i anden kvadrant
en punktmangde M der har et areal.

(a) Skitsér grafen til hejre, og skravér M .

(b) Bestem arealet af M .

Ovelse 14.7

Grafen for funktionen f(x)= g —x? afgrenser
sammen med forsteaksen en punktmangde M

der har et areal.

Bestem arealet af M .

Ovelse 15.1

Grafen for funktion
f(x)=x*—4x+7

afgreenser sammen med linjerne med ligningerne
x=1, x=4 og y=2

en punktmangde M som har et areal (se figur til
hajre).

Bestem arealet af M .

Ovelse 15.2

Figuren til hejre viser grafen for funktionen f(x)= x> og
linjen / med ligningen y =2x+4. Grafen og linjen skerer
hinanden i punktet (2, 8). Grafen og linjen afgrenser sammen
med andenaksen en punktmengde der har et areal.

Bestem arealet af denne punktmangde.

Ovelse 15.3

Grafen for f(x)= —x? +2x+4 afgrenser sammen
med linjen m med ligningen y =2+ x en punkt-
mangde M som har et areal.

P& din grafskaerm skal du (i et passende udsnit af
koordinatsystemet) fa tegnet grafen for f og linjen m .
(a) Skitsér grafen og linjen til hejre, og skravér M .
(b) Bestem arealet af M .
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Ovelse 15.4

Grafen for f(x)=3- x? afgraeenser sammen med
linjen med ligningen y = —x + 3 en punktmangde M
som har et areal.

(a) Skitsér grafen og linjen til hgjre, og skravér M .
(b) Bestem arealet af M .

Ovelse 15.5
En funktion f(x) er bestemt ved f(x) = x?.

En ret linje / skaerer grafen for f(x) i1 punkterne
$1(=3,9) og S,(2,4). Grafen for f(x) afgraenser
sammen med linjen / en punktmangde M som har et
areal.

(a) Skitsér grafen og linjen til hejre, og skravér M .
(b) Bestem arealet af M .

Ovelse 15.6

Grafen for funktionen f(x)= x2+2x+3 afgranser
sammen med linjen med ligningen y =3 et omrade
der har et areal.

Bestem arealet.

Ovelse 15.7

Grafen for funktionen f med forskriften f(x)=¢"
afgrenser sammen med linjerne med ligninger

y=x, x=0 og x =1 et omrade der har et areal.

Bestem dette areal.

Ovelse 15.8
Grafen for funktionen f med forskriften f(x)= %

afgrenser sammen med linjerne med ligninger
y=2x og x =2 et omrade der har et areal.

Bestem arealet.
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Ovelse 16.1

De to figurer viser begge grafen for funktionen y
S+x
f(x) =
2x+2 N

I forste kvadrant ligger en punktmangde M som har
et areal. M afgraenses af grafen for f, koordinatsystemets 1 o —
akser og linjen med ligningen x =4k, hvor £>0.
(a) Idet agverste af de to koordinatsystemer skal du X

tegne linjen med ligningen x =k nar k=2.
(b) Idet gverste af de to koordinatsystemer skal du

skravere punktmangde M nar k=2.
(c) Idetnederste af de to koordinatsystemer skal du Y

skravere punktmangde M nar k=3,5.
(d) Bestem arealet af M nar k =1,56 . X
(e) Bestem k sa arealet af M er 4,07. .
(f) Vikan bestemme k sa arealet af M er 3 ved o

at lose folgende ligning: ¥
(f) Bestem k sé arealet af Mer 3.
Ovelse 16.2
En funktion er givet ved y

f(x) = Nx+k

hvor £ >0.
Vi ser pa omradet mellem f-grafen og x-aksen. M er den 1
del af dette omrade som ligger mellem linjerne med
ligningerne x=1 og x=3. X
(a) Idet gverste af de to koordinatsystemer skal du

skravere omradet M nar k=5. (Tegn forst graf

og linjer). %
(b) Idet nederste af de to koordinatsystemer skal du

skravere punktmaengden M nar k =0,1.
(c) Bestem arealet af M nar k=0,1.

1

(d) Vikan bestemme k sa arealet af M er 4,22 ved

at lose folgende ligning X
(¢) Bestem k saarealet af M er 4,22 .
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Ovelse 16.3 y
En funktion f er givet ved
f(x) = k?—x?

hvor k> 0. I ferste og anden kvadrant afgreenser grafen
for f ogx-aksen en punktmangde M der har et areal.
(a) Ligningen k%-x? =0 har lgsningerne

x= og x= 1
(b) Grafen for f skarer x-aksen i to punkter.

Disses x-koordinater er og X
(c) Idet gverste af de to koordinatsystemer skal du

skravere M nér k=2. v
(d) Bestem arcalet af M nar k=2.
(e) Idetnederste af de to koordinatsystemer skal du

skravere M nér k=1.
(f) Vikan bestemme k sa arealetaf M er 5 ved at

lose ligningen

= 1
(g) Bestem k sé arealetaf M er 5. X
Ovelse 16.4 y
To funktioner f og g er givet ved
f0=@3)" og g)=kx+1, hvor k>0.
Linjen / har ligningen x=4.
Graferne for f og g afgraenser sammen / en punkt- 1
mangde M der har et areal.
X

(a) Idet gverste af de to koordinatsystemer skal du 1

tegne graferne for f og g nér £ =0,5. %

Desuden skal du tegne linjen / og skravere M .
(b) Idet nederste af de to koordinatsystemer skal du

tegne og skravere M nir k£ =0,25.
(c) Bestem arcalet af M nar £ =0,5.

1
(d) Bestem k sa arealet af M er 3,5.
X
1
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