Kort om

Andengrads-
polynomier

2011 (2012) Karsten Juul



Dette hafte indeholder pensum i andengradspolynomier for gymnasiet og hf

Indhold

1. Definition AndengradsSpOolynomitUm ..............cceeeeueeeecuieeeiieeeiie et eee e sreeesaee e 1
2. Eksempel Hvilke tal er @, b 0 € [IZ? ......c..oooueeoieeiieiieieeeee et 1
3. Eksempel Hvordan udregner vi koordinater til grafpunkt?.............ccccocveevvvveecveencrnnennnen. 1
4. Eksempel Skeeringspunkter med x-akse 0g y-AKSe ...........ccccccvevieeviiviiaciiiiieeiieeieeieeninns 2
5. Sa@tning Formel for x-koordinat til tOPPURKL ..............cccveeeeeeeeeieeeiieeecieeeie e 2
6. Eksempel Udregn tOPDUNKL ...............oocueeceeeeiieiieeie ettt ettt e 2
7. Definition Formel for diSKViminant...............c.oooeveeeeeieeeiieecieeeciee e eeeeeeeiee e evee e vee e 3
8. Eksempel Udregn diSkriminanten ................ccocceeeieeeuiiiienciieiiieeiieesiie et eee e sve e 3
9. Satning Betydning af a, b, ¢ 0Z d fOr Grafen.............cueeveeeeiieeiiieeeieeecieeeee e 3
10. Definition  NUIDURKE ........c..coocueeiieiieiieeiteee ettt ettt et e e et eeaaeenne 4
11. EKSEMPEL NUIDURKL ...ttt ettt st e e e e e s e e nnsaeenneas 4
12. Satning Antal nulpunkter eller [OSHINGET ..............cccvevceieiiiiiieiieeieeeee e 4
13. Eksempel Antal nulpunkter eller [oSNINGer ..............ccccccoeiiiioiiiiiiiiiiiieneeeese e 4
14. Saetning Las andengradsliQning..............ccccoecueveuiecuieeiieeniesieesiieeieesiee e esieesve e sese e 5
15. Eksempel Los andengradsligning ............c.ccoooeeiiiiiiiiiiiiiiiieeieese ettt 5
16. Satning Faktoriser andengradSpolynomium ................ccccccuevcueeveesceeeiieeieesie e, 6
17. Eksempel Faktoriser andengradSpolynomitum.................cccueeeueeeeieeeiieeeeiieesceeeeieeenenens 6
18. Eksempel Find forskrift for andengradspolynomium ................cccccoeevvveevveneenceeennennnnn. 6
19, OPIEBRE  NUIFEGEL ...ttt et ettt e et e e e tae e s bae e s saeeeessee e sseeenseas 7
20. SRNING  NUIFEEL ...ttt ettt ettt s te b e e abeesaeeaeeenee 7
21. EKSEMPEL INUIFEEL ..ottt e e e e st e e s e e ae e e naaeenneas 7
22. OPl@E  LiGNIiNGer Gf [YDEI X2 = F.ooeooeeoeeoeeeeeeeeeeeeeeee e 8
23. SENING  LiGNINGEF A TVPEN X = F wooeeeeeeeeeeeeeeeee e ee e eee e eeene 8
24. Eksempel Ligninger af typen (UAVE ) = Feeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 8
25. Eksempel Andengradsligning med to led................cooeeuvveevieeiieeeciieeiieeecieeeee e 8
26. Bevis for formlen for losning af andengradsligninger.................ccccooeveveveneeeceeennenennn. 9
27. Definition ROAAEN ..........ccouiiiiiiiiiiiiiii et 9

Kort om andengradspolynomier
© 2011, 2012 Karsten Juul

Dette hafte kan downloades fra www.matl.dk

Heftet ma benyttes i undervisningen hvis laereren med det samme sender en e-mail til
kj@matl.dk som oplyser at dette hafte benyttes, og oplyser om hold, niveau, leerer og skole.



1. Definition Andengradspolynomium

Et andengradspolynomium er er en funktion af typen

(1) f(x) = ax?+bx+c

Hvis vi skriver 0 pd a's plads,

hvor a ; 0 sé bliver det ikke et andengrads—§

polynomium da x> forsvinder.

2. Eksempel Hvilke tal er a, b og c lig?

V1 satter a=1 b=-2

i fx) =
og far f(x) =
sa f(x) = x*-2x

er et andengradspolynomium.

c=0

ax’>+bx+c

1x2+(=2)x+0

I dette og andre andengradspolynomier skal vi kunne se hvad
a, b og c er for at kunne indsatte i formler med a,b og c. |

3. Eksempel Hvordan udregner vi koordinater til grafpunkt?

Grafen for et andengradspolynomium er en parabel. y

I koordinatsystemet har vi tegnet grafen for \

f(x) = x2—4x+5

3.1 Udregn y-koordinat til grafpunkt med kendt x-koordinat

Et punkt pd grafen har x koordinaten 0,5 . \\
Vi vil udregne punktets y-koordinat y; . \
Da (1,5, y;) ligger pa grafen, gelder at \

nér vi 1 forskriften indsatter 1,5 for x og

regner ud, sa far vi y,

dvs.

y, = 05%-4-05+5

Vi udregner hejresiden og far

V= 3,25

[

Find punktet i :
koordinatsystemet. :

3.2 Udregn x-koordinat til grafpunkt med kendt y-koordinat

Et punkt péd grafen har y-koordinaten 2.
Vi vil udregne punktets x-koordinat x;

Da (x; ,2) ligger pa grafen, gelder at

nér vi 1 forskriften indsatter x; forx og
regner ud, sa far vi 2

dvs.
2 = x;2—4x +5

Nspire loser denne ligning mht. x; og fér

xp = 1 eller

Der er altsa to punkter pa grafen som har y-koordinaten 2.

x1=3

Find punkterne i
koordinatsystemet.
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4. Eksempel Skeringspunkter med x-akse og y-akse

I koordinatsystemet har vi tegnet grafen for v

F(x)=x?—16x+0,48

4.1 Udregn grafens skaringspunkt med y-aksen

Punktets x-koordinat er 0, s om dets
y-koordinat y, geelder at ' /

o= 07-16:0+048 3 o
Vi udregner hgjresiden og fér " '
v = 0,48

Grafens skaringspunkt med y-aksen er (0, 0,48)

4.2 Udreegn grafpunkt der ligger pa x-aksen

Punktets x-koordinat kalder vi x;. Punktets y-koordinat er 0 da det ligger pa x-aksen.
Da (x,, 0) ligger pd grafen, gelder
0 = x” ~16x +048 Se32
Vi leser denne ligning mht. x; og far
x; =04 eller x =12
Grafens skaringspunkter med x-aksener (0,4, 0) og (1,2, 0)

S. Seetning Formel for x-koordinat til toppunkt

f(x) = ax? +bx+c a#0 /
Grafens toppunkt har x-koordinaten
_ b ;
T 24
f X
*r

6. Eksempel Udregn toppunkt

y

f(x) = —0,4x%? —1,2x+3,4

Vi ser at f(x) = ax* +bx+c Y
:Se 2.

og a=-04 b=-12 =34 o
Toppunktets x-koordinat er

x, = Al ol ) B Y — : E

2a 2-(=0,4) U N R B ; »

Toppunktet ligger pé grafen og har x-koordinaten —1,5 s om y-koordinaten y, gelder at

s I ERCE FEVRN i
Vi udregner hgjresiden og fér
yp =43

Toppunkteter 7 = (-1,5, 4,3)
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7. Definition Formel for diskriminant

Diskriminanten for et andengradspolynomium

f(x) = ax? +bx+c | a#0
er tallet
d = b*—4ac

8. Eksempel Udregn diskriminanten

f(x) = 3x2 —x+5

Vi ser at f(x) = ax? +bx+c

og a=3 b=-1 c¢=5 s )
Diskriminanten er

d = b*—4ac = (-1)>-4.3.5 = -59

9. Saetning Betydning af a, b, ¢ og d for grafen

f(x) = ax? +bx+c a#0
y
d er diskriminanten a=2
a: apositiv: grene vender op 1
a negativ: grene vender ned : X :
parablen er bredere ndr a er tettere pa nul
y
L
b : b er haldningskoefficient for tangent til b>0 |~
graf 1 skeringspunkt med y-akse f
b positiv:  graf gir op mod hejre 1
skering med y-akse
b nul: grafs toppunkt er pé y-akse ¥
. o .. [ er tangent til f-grafen i dennes
b negativ: graf gar ned mod hejre 1 skeeringspunkt med y-aksen,
skaring med y-akse b er lig I's heldningskoefficient.
y
. c<0
¢ : Graf skarer y-akse i punktet (0, ¢)
c positiv:  graf skearer y-akse over x-akse ¢>0
¢ nul: graf gar gennem punktet (0, 0) X
c negativ: graf skearer y-akse under x-akse /( \
y
d : dpositiv: graf har to punkter pa x-akse
d nul: graf har ét punkt pa x-akse \ / \_/

d negativ: graf har ingen punkter pa x-akse
d<0 d>0 d=0
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10. Definition Nulpunk: Ordet nulpunkt er misvisende.
At Et nulpunkt er IKKE et punkt

et tal er nulpunkt for en funktion Et nulpunkt er et tal. :
betyder at

ndr vi indsetter tallet for x 1 forskriften og regner ud,
sa far vi nul.

11. Eksempel Nulpunkt ‘\
At \
1,5 er nulpunkt for f(x)= 2x% = 3x \
betyder at \\ /
2:1,5%-3-15 =0

Dette er det samme som at x

N
—

~

P

—
—
~

L5 er losning til ligningen 2x2=3x = 0

og det samme som at

grafpunktet med x-koordinat 1,5 ligger pa x-aksen. Se42 0 og 1,5 er nulpunkter for f

12. Se@etning Antal nulpunkter eller losninger

f(x) = ax? +bx+c a#0

d er diskriminanten Se7og8
Der galder at

antallet af nulpunkter for andengradspolynomiet ax’ +bx +c
dvs.

antallet af lgsninger til andengradsligningen ax’ +bx+c = 0
er

2 hVIS d > 0 ......................

I hvis d=0 Se9.d

0 hvis d<0

13. Eksempel Antal nulpunkter eller losninger

Vi vil bestemme tallet k£ s& andengradsligningen
fx* =2x+3 = 0
har netop ¢én losning.
Ligningen er pa formen ax’ +bx+c = 0 med a=k, b=-2, c=3,
sa diskriminanten er d = b’—dac = (2)°-4k3 = 4-12k
Vi vil finde ud af hvornér der er én lesning, dvs. vi vil finde ud af hvornér d er 0:

4—12k = 0 erensbetydende med at & =1

Ligningen kx*—2x+3 = 0 har netop én lesning ndr k =

flo1=
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14. Seetning Los andengradsligning

En andengradsligning
ax’* +bx+c = 0 , a#0

kan vi lagse sadan:

Forst udregner vi diskriminanten:

d = b*—4ac

S4 bruger vi folgende regel:

Hvis d <0 har ligningen ingen losninger.

Hvis d =0 har ligningen losningen ;—b
a

~b-~d

Hvis d > 0 har ligningen lgsningerne

Bemarkning

Béde nar d =0 og d > 0 er lgsningerne

~b+d

2a 08

2a

15. Eksempel Los andengradsligning

Ligningen
3x? —2x-1 =0

er af typen

I
(e

ax® +bx+c

a=3, b=-2 og c=-1

Diskriminanten er

d = b —4dac = (=2)*-43(-1)

Da d >0 har ligningen lgsningerne

2-4

~b-~d -(-2)-+16
a

2+4

2 2-3
“badd _ —(-)+16
2a 2-3

Konklusion:

Ligningen 3x2—2x—1 = 0 har losningerne

Formlen for at lose andengradsligninger.

16
Se 14
- L
3
=1
—% og 1
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16. Seetning Fakioriser andengradspolynomium

Hvis andengradspolynomiet
f(x) = ax? +bx+c a#0

har nulpunkterne x; og x, , er

S(x) = a(x—x;)(x—x;) < formlen for at faktorisere et andengradspolynomium :

Nar vi skriver andengradspolynomiet sddan, sa har vi faktoriseret andengradspolynomiet.

Tal der ganges, kaldes faktorer. Her er der tre faktorer, nemlig a , x—x; og x—x, .

17. Eksempel Faktoriser andengradspolynomium

Vi vil faktorisere andengradspolynomiet
f(x)= 2x2 +5x-3
Vi bruger formlen for at lase andengradsligninger og far at

2x2 +5x-3=0 har losningerne % og -3 Se 14.0g 15..

Vi bruger formlen for at faktorisere et andengradspolynomium og far at

oy —

Vi reducerer dette og far

f(x)=2x-1D(x+3)

18. Eksempel Find forskrift for andengradspolynomium

Vi har fiet at vide at
f(x) = ax? +bx+c
f(x) har nulpunkterne 2 og 5
punktet (3, 8) ligger pa grafen for f(x)
Vivil finde a, b og c.
Vi indsatter 1 formlen for at faktorisere et andengradspolynomium:
79 =atx=2)3-3)

Nar vi indsaetter et grafpunkts x-koordinat 1 forskriften og regner ud,
sa far vi grafpunktets y-koordinat. Da (3, 8) ligger pé grafen, er

a(3-2)(3-5)=8
dvs. al(-2)=8, saa=-4.
F(x) = =4(x=2)(x=5) = —4x> +28x—40

Se3l

sa

a=-4, b=28 og c=-40
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19. Oplaeg Nulregel Kun for A-niveau
Vi ganger to tal:

3:2 =6
0-2=0
3:0 =0

Hvis resultatet skal vaere 0,
sd ma en af faktorerne vaere 0.

Hvis x=3 er
(x+2)-4
5 -4

20

Hvis x=-2 er
(x+2)-4
0 -4
0

Hvis (x+2)-4 =0

méa x+2 =0 eller 4=0
dvs. x+2 =0
sa x=-2

20. Szetning Nulregel Kun for A-niveau

At et produkt er 0 Se 19
er det samme som at en af faktorerne er 0
Dvs. udtrykl - udtryk2 = 0

er det samme som udtrykl =0  eller udtryk2 =10

21. Eksempel Nulregel Kun for A-niveau

Vi vil lese ligningen
(x+2)-(2x—6) = 0
Vi bruger nulreglen og far
x+2 =0 eller 2x-6=0

dvs.
x=-2 eller x=3
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22. Oplzeg Ligninger af typen x> =r
Nar x=3 er x> = xx =33 =9
Nér x=-3 er x> = xx = (-3)(=3) = 9

x?=9 netopnar x=-3 eller x=3

23. Sxetning Ligninger af typen x* =r

Nér n er negativ: x?=n er falsk uanset hvilket tal der indsattes for x

x2=0 netopnar x =0

Nér p er positv: x? = p netop ndr x = —\/; eller x= \/; Se22.:

24. Eksempel Ligninger af typen (udtryk)* =r

Vi vil lgse ligningen
(x+2)® = 9
Af setning 23 far vi

x+2 = —\/5 eller x+2 = \/5
dvs.
x=-5 eller x=1

25. Eksempel Andengradsligning med to led

Nér en andengradsligning har to led, kan vi lese den ved omskrivning.
Der er to typer af disse ligninger.

Andengradsligning uden ferstegradsled:

2x° =6 =0

2x% = 6

¥ =3

x=—3 eller x=43 Se23.

Andengradsligning uden konstantled: Kun for A-niveau. B-niveau bruger sztning 14 med c = 0.

2x% ~5x = 0
x-(2x=5) = 0 Se20.0g21.
x=0 eller 2x-5=0

x=0 eller x=

|
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26. Bevis for formlen for losning af andengradsligninger Se 14.;

Ved udregning far vi
(1) (Qax+b)? = 4a*x? +4abx + b*

Vi starter med at omskrive andengradsligningen:

I ligningen
ax’ +bx+c = 0 , a#0
ganger vi begge sider med 4 a :

4a-(ax2 +bx+c) = 4a-0
Vi ganger ind 1 parentesen:
4a*x* +4abx+4ac = 0
Vi legger diskriminanten d = b*—4ac til begge sider:
4a*x* + 4abx+4ac + b*-4ac = 0 + b’—dac
Vi reducerer:
4a’x? +4abx +b* = d
Af (1) farvi
QRax+b)? = d

Vi bruger nu de tre dele af saetning 23:

Hvis d <0 :
QRax+b)? = d
har ingen lgsninger

Hvis d =0 :
(2ax+b)2 =0
2ax+b =

-b

X = —

2a

o

Hvis d >0 :
(2ax+b)2 =
2ax+b = *
2ax = —b*

~b+~d

X = ———

2a

SRS

Nu har vi bevist alle tre dele af satning 14.

27. Definition Rodder

En rod i et polynomium er det samme som et nulpunkt for et polynomium .

En rodien ligning er det samme som en lgsning til en ligning .
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