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Ävelse 1.1
I koordinatsystemet er tegnet en del af grafen for
sammenh�ngen mellem to variable t og n .

(a) L�s Type 1.1 (i teorih�ftet). Hvad er n n�r t er 14 ?

(b) L�s Type 1.2. Hvad fort�ller grafpunktet A om
sammenh�ngen mellem t og n ?

(c) L�s Type 1.3.  Tegn det grafpunkt B der giver
f�lgende oplysning: N�r t er 35 er n lig 5,28 .

(d) L�s Type 1.4.  Vi starter med 22t og giver t en
tilv�kst p� 2. Hvilken tilv�kst f�r n ?

(e) L�s Type 1.5.  N�r vi starter med 35t og giver t en
tilv�kst p� 2 s� f�r n tilv�ksten 3. Brug dette til at
tegne endnu et grafpunkt C .

Ävelse 1.2
P� en sk�rm er der et rektangel. N�r vi �ndrer bredden,
�ndres h�jden automatisk. Figuren viser hvordan h�jden
�ndres. P� figuren mangler en del af grafen.

(a) Hvad er h�jden n�r bredden er 3 ?

(b) Tegn det punkt A som giver denne oplysning.

(c) Hvad er h�jden n�r bredden er 18 ? 

(d) Tegn det punkt B som giver denne oplysning.

(e) Vi tr�kker i rektanglet s� bredden bliver 26, og ser at
h�jden er 27. Tilf�j det grafpunkt C som viser dette.

(f ) Vi tr�kker i rektanglet s� bredden bliver 37, og ser at
h�jden er 28. Tilf�j det grafpunkt D som viser dette.

Ävelse 1.3
P� en sk�rm er et rektangel. N�r vi �ndrer bredden, �ndres
h�jden automatisk. Tegn 6 grafpunkter ud fra f�lgende:

Nu er bredde 5 og h�jde 3 .
Vi g�r bredde 5 enheder st�rre. H�jde bliver 1 enhed st�rre.
Vi g�r igen bredde 5 st�rre. H�jde bliver 2 enheder st�rre.
Vi g�r igen bredde 5 st�rre. H�jde bliver 3 enheder st�rre.
Vi g�r igen bredde 5 st�rre. H�jde bliver 4 enheder st�rre.
Vi g�r igen bredde 5 st�rre. H�jde bliver 5 enheder st�rre.

A
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Ävelse 1.4
P� en sk�rm er et rektangel. N�r vi �ndrer bredde, �ndres
h�jde automatisk. Tegn 6 grafpunkter ud fra f�lgende:

Nu er bredde 5 og h�jde 2 .
Vi g�r bredde 5 enheder st�rre. H�jde bliver 3 enhed st�rre.
Vi g�r igen bredde 5 st�rre. H�jde bliver 3 enheder st�rre.
Vi g�r igen bredde 5 st�rre. H�jde bliver 3 enheder st�rre.
Vi g�r igen bredde 5 st�rre. H�jde bliver 3 enheder st�rre.
Vi g�r igen bredde 5 st�rre. H�jde bliver 3 enheder st�rre.

Ävelse 1.5
Tegn en sammenh�ngende graf s� f�lgende er opfyldt:

N�r bredden er 10, er h�jden st�rrer end
n�r bredden er 5 eller 20.

N�r bredden er 30, er h�jden st�rrer end
n�r bredden er 20 eller 35.

Ävelse 2.1
Se p� grafen �verst side 2 i teorih�ftet.

(a) N�r vi starter med 1x og giver x tilv�ksten 1, s� f�r y tilv�ksten 

(b) N�r vi starter med 2x og giver x tilv�ksten 1, s� f�r y tilv�ksten 

(c) N�r vi starter med 1x og giver x tilv�ksten 2 , s� f�r y tilv�ksten 

(d) N�r vi starter med 1x og giver x tilv�ksten 7 , s� f�r y tilv�ksten 

(e) N�r vi starter med 1x og giver x tilv�ksten 1,0 , s� f�r y tilv�ksten 
(f ) N�r vi kender den tilv�kst h som x f�r, s� kan vi finde den tilv�kst

som y f�r, ved at udf�re f�lgende udregning:

Ävelse 2.2
L�s definitionen og s�tningen �verst side 2 i teorih�ftet.

(a) Hvad er h�ldningskoefficienten for grafen �verst p� side 2 i teorih�ftet?

(b) Hvad finder vi n�r vi ganger h�ldningskoefficienten med den tilv�kst vi giver x ?

(c) En anden line�r sammenh�ng har h�ldningskoefficient 3. Hvilken tilv�kst f�r y n�r vi 
�ndrer x fra 6 til 5,7 ?

(d) For en bestemt line�r sammenh�ng g�lder at n�r vi giver x tilv�ksten 4 ,  s� f�r y
tilv�ksten 2 . Hvad er h�ldningskoefficienten?
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Ävelse 2.3
Figuren viser hvordan et rektangels h�jde �ndres
n�r vi �ndrer bredden.

(a) N�r bredden er 6 er h�jden .

(b) N�r bredden er 8 er h�jden .
(c) N�r vi �ndrer bredden fra 6 til 8,

s� bliver h�jden enheder st�rre.
(d) N�r vi �ndrer bredden fra 8 til 10,

s� bliver h�jden enheder st�rre.
(e) N�r vi g�r bredden 2 enheder st�rre,

s� bliver h�jden enheder st�rre.
(f ) N�r vi g�r bredden 1 enhed st�rre,

s� bliver h�jden enheder st�rre.

(g) Grafens h�ldningskoefficient er .

(h) En tilv�kst vi giver bredden, skal vi gange med 
for at udregne den tilv�kst h�jden f�r.

Ävelse 2.4
Figuren viser hvordan et rektangels h�jde �ndres
n�r vi �ndrer bredden.

(a) N�r vi �ndrer bredden fra 5 til 15,
s� bliver h�jden enheder st�rre.

(b) N�r vi �ndrer bredden fra 15 til 25,
s� bliver h�jden enheder st�rre.

(c) N�r vi g�r bredden 10 enheder st�rre,
s� bliver h�jden enheder st�rre.

(d) N�r vi g�r bredden 1 enhed st�rre,
s� bliver h�jden enheder st�rre.

(e) Grafens h�ldningskoefficient er .

(f ) En tilv�kst vi giver bredden, skal vi gange med 
for at udregne den tilv�kst h�jden f�r.
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Ävelse 2.5
Om et rektangel g�lder:

N�r vi g�r bredden 1 enhed st�rre,
s� bliver h�jden 0,6 enheder st�rre.

(a) N�r vi g�r bredden 10 enheder st�rre,
s� bliver h�jden enheder st�rre.

Om rektanglet g�lder ogs�:
N�r bredden er 2 enheder, er h�jden 5 enheder.

(b) I koordinatsystemet skal du tegne grafen
der viser sammenh�ngen mellem bredde og h�jde.

(c) Grafens h�ldningskoefficient er .

(d) En tilv�kst vi giver bredden, skal vi gange med 
for at udregne den tilv�kst h�jden f�r.

Ävelse 2.6
Figuren viser hvordan et rektangels h�jde �ndres n�r vi �ndrer bredden.

(a) N�r vi �ndrer bredden fra 11 til 12 enheder, s� bliver h�jden enheder mindre.

(b) N�r vi g�r bredden 1 enhed st�rre, s� bliver h�jden enheder mindre.

(c) Grafens h�ldningskoefficient er . 

(d) En tilv�kst vi giver bredden, skal vi gange med 
for at udregne den tilv�kst h�jden f�r.

Ävelse 3.1
(a) L�s den �verste ramme p� side 3 i teorih�ftet.

Her finder vi en h�ldningskoefficient.
Hvorfor kan vi ikke finde denne h�ldningskoefficient
ved at afl�se hvor meget st�rre y bliver
n�r vi �ndrer x fra 10 til 11 ?

(b) Find h�ldningskoefficienten for grafen til h�jre.
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Ävelse 4.1
Se p� figuren nederst side 3 i teorih�ftet.

(a) Har tangenten i Q st�rre h�ldningskoefficient end m ?

Det punkt p� grafen som har x-koordinat 23 , kalder vi R .

(b) Hvad er h�ldningskoefficienten for tangenten i R .

Ävelse 4.2
Brug oplysningerne i  Ramme 4 i teorih�ftet til at finde
svarene p� f�lgende sp�rgsm�l:
(a) Er linjen n tangent til K-grafen i punktet R ?
(b) Er linjen n tangent til K-grafen i punktet Q ?
(c) Er linjen m tangent til K-grafen i punktet P ?
(d) Har tangenten i P st�rre h�ldningskoefficient

end linjen m ?
(e) Tangenten i R kalder vi l . Har h�ldningskoeffi-

cienten for l samme fortegn som h�ldningskoeffi-
cienten for n ?

Ävelse 5.1
Sp�rgsm�lene drejer sig om figuren p� side 4 i teorih�ftet:
(a) Vi starter med 300x og giver x en tilv�kst p� 200.

Hvad er s� y-tilv�ksten for g og for f ?
Brug definition 5.1 i teorih�ftet til at besvare f�lgende to sp�rgsm�l om f :
(b) Hvad er differentialkvotienten i tallet 500x ?
(c) Er differentialkvotienten i tallet 100x st�rre end differentialkvotienten i tallet 300x ?
Brug s�tning 5.2 i teorih�ftet til at besvare f�lgende sp�rgsm�l om f :
(d) Vi starter med 300x og giver x en tilv�kst p� 2 .

Hvad er s� y-tilv�ksten cirka lig?

Ävelse 5.2
P� figuren viser den ene graf sammenh�ngen mellem
bredde og h�jde for et rektangel L , og den anden graf
viser sammenh�ngen mellem bredde og h�jde for et andet
rektangel P .  L-grafen er tangent til P-grafen i punktet A .

(a) N�r vi �ndrer bredden i L-rektanglet fra 8 til 13, s�
bliver h�jden enheder st�rre.

(b) N�r vi g�r L-rektanglets bredde 1 enhed st�rre, s�
bliver h�jden enheder st�rre.

(c) For P-rektanglet g�lder at n�r bredden �ndres fra 8 til
8,1 s� bliver h�jden ca. enheder st�rre.

(d) For P-funktionen g�lder at i tallet 8x er differential-
kvotienten .

K

P

Q

R

nm

A

L
P
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Ävelse 5.3
Vi kan �ndre bredden af et rektangel der er p� en sk�rm.
Grafen viser h�jden  y som funktion  bredden x .
(a) Hvad er y n�r 10x ?
(b) Hvad er y n�r 10x ?
(c) Hvilken tilv�kst (ca.) f�r y

n�r vi �ndrer x fra 10 til 10,01?
(d) Hvilken tilv�kst (ca.) f�r y

n�r vi �ndrer x fra 10 til 10,05?
(e) Hvis 20x og vi giver x en lille tilv�kst (vi kender),

hvordan kan vi s� med god tiln�rmelse udregne den
tilv�kst som y vil f�?

Ävelse 5.4
Tegn en eller anden krum graf s� der b�de g�lder

n�r 10x er 5,0y
og

n�r 25x er 2y .

Ävelse 5.5
Tegn en eller anden krum graf s� der g�lder
at hvis 15x og vi giver x en lille tilv�kst, s� vil
y-tilv�ksten v�re ca. lig 8,0 gange x-tilv�ksten, uanset
hvad x-tilv�ksten er, blot den ikke er for stor.

Ävelse 6.1
Figuren viser grafen for en funktion.
Afg�r for hver af f�lgende p�stande om den er rigtig?

1. N�r 10x og vi giver x en tilv�kst p� 4,0
s� vil y-tilv�ksten v�re ca. 1,0 .

2. N�r 10x og vi giver x en tilv�kst p� 14
s� vil y-tilv�ksten v�re ca. 7 .

3. N�r 10x og vi giver x tilv�ksten 6,0
s� vil y-tilv�ksten v�re ca. 3,0 .
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Ävelse 7.1
Sp�rgsm�lene i denne opgave drejer sig om den situation der er beskrevet i ramme 7.
(a) Hvad er marginalomkostningerne n�r vi fremstiller 50 meter?
(b) Hvis vi fremstiller 51 meter i stedet for 50 meter, hvor meget st�rre vil omkostningerne s� 

blive?
(c) Hvis vi fremstiller 51 meter i stedet for 50 meter, hvor meget st�rre vil fortjenesten s� blive?

Ävelse 7.2
Vi fremstiller en vare. Omkostningerne i kr.
afh�nger af hvor mange gram vi fremstiller.

(a) Tegn en krum graf for omkostningerne s�:
N�r vi fremstiller 10 gram er marginal-
omkostningerne 100 kr.
N�r vi fremstiller 20 gram er marginal-
omkostningerne 20 kr.
N�r vi fremstiller 30 gram er marginal-
omkostningerne 50 kr.

Vi kan s�lge hvert gram for 50 kr.

(b) Hvis vi fremstiller 10 gram, hvad sker der s� med
fortjenesten hvis vi fremstiller 1 gram mere?

(c) Hvis vi fremstiller 20 gram, hvad sker der s� med fortjenesten hvis vi fremstiller 1 gram mere?
(d) Hvis vi fremstiller 30 gram, hvad sker der s� med fortjenesten hvis vi fremstiller 1 gram mere?

Ävelse 8.1
P� en sk�rm er der et rektangel L som �ndrer h�jde, og et ur.
Grafen viser hvordan h�jden �ndres.
(a) Hvad er h�jden kl. 12?
(b) Hvor meget st�rre bliver h�jden p� 5 timer?
(c) Udregn hvor meget st�rre h�jden bliver p� 1 time.
(d) Udregn hvor meget st�rre h�jden bliver p� 0,5 timer.
(e) Hvor mange cm pr. time er v�ksthastigheden?

Ävelse 8.2
P� figuren viser P-grafen hvordan h�jden af et rektangel  vokser.
L-grafen viser hvordan rektanglet fra �velse 8.1 vokser.
L-grafen er tangent til P-grafen i punktet A .
Sp�rgsm�lene drejer sig om P-rektanglets h�jde.
(a) Hvad er h�jdens v�ksthastighed kl. 12?
(b) Udregn hvor meget st�rre (ca.) h�jden bliver fra kl. 12 til kl. 14 .
(c) Udregn hvor meget st�rre (ca.) h�jden bliver fra kl. 12 til kl. 12:30 .

kr.

gram

L

A

P
L
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Ävelse 8.3
Vi uds�tter nogle dyr p� en �. Vi indf�rer f�lgende betegnelser:

t   =  Antal uger efter at vi udsatte dyrene
N  =  Antallet af dyr

Den person der holder �je med dyrene, siger:

(1) N�r  5,9t er 318N
(2) N�r  5,9t er  5,15N

(a) Skriv hvad (1) fort�ller om dyrene. Du skal alts� overs�tte (1) til dagligsprog.

(b) Skriv hvad (2) fort�ller om dyrene. Du skal alts� overs�tte (2) til dagligsprog.

(c) Udregn et sk�n over hvor meget antallet af dyr stiger i perioden fra ni en halv uge efter 
uds�ttelsen til ti uger efter uds�ttelsen?

(d) Forestil dig at vi tegnede grafen for antallet af dyr som funktion af tiden. Og forestil dig at vi 
tegnede tangenten l i det grafpunkt P som har f�rstekoordinat  9,5 . Hvad er s� 
andenkoordinaten for P og h�ldningskoefficienten for l ?

Ävelse 9.1
Om en sammenh�ng mellem  x og  y g�lder at hvis vi
kender v�rdien af  x ,  s� kan vi udregne  y s�dan:

Opl�ft  1,05  til v�rdien af x og gang resultatet med  200 .

(a) Skriv denne regel som en ligning.

(b) Forestil dig at vi tegner grafen for y som funktion af x , og at vi afm�rker det grafpunkt P
der har f�rstekoordinat 9 . Hvad er andenkoordinaten for P ?

Ävelse 10.1
For sammenh�ngen fra �velse 9.1 g�lder at hvis vi
kender v�rdien af  x ,  s� kan vi udregne  y' s�dan:

Opl�ft  1,05  til v�rdien af x og gang resultatet med  9,758 .

(a) Skriv denne regel som en ligning.

(b) Forestil dig at vi i punktet P fra  �velse 9.1  tegner tangenten til grafen.  Hvad er denne 
tangents h�ldningskoefficient?
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Ävelse 10.2
Den krumme graf viser hvordan h�jden af et rektangel 
vokser.

(a) P� figuren kan vi afl�se v�ksthastigheder. Udfyld
den tomme plads i f�lgende tabel:

x (timer): 1 2 3

V�ksthastighed: 1 1,5

(b) G�t ud fra tabellen en simpel metode til at udregne 
v�ksthastigheden n�r tidspunktet x er kendt. Skriv 
metoden som en formel:

V�ksthastighed = __________ .

Brug formlen fra (b) til at finde ud af hvad der skal st� p� de tomme pladser:
(c) Kl. 4 er v�ksthastigheden _____ .
(d) Kl. _____ er v�ksthastigheden 3,5 enheder pr. time
(e) I grafpunktet med f�rstekoordinat 4 er tangenth�ldningen _____ .
(f ) I grafpunktet med f�rstekoordinat _____ er tangenth�ldningen 5.

Ävelse 10.3
P� en graf er afl�st f�lgende tangenth�ldninger:

x: 1 2 3 4

Tangenth�ldning: 4 5 6 7

(a) G�t ud fra tabellen en simpel metode til at udregne tangenth�ldningen i et grafpunkt hvis 
f�rstekoordinat x er kendt. Skriv metoden som en formel:

Tangenth�ldning = __________ .

Brug formlen fra (a) til at finde ud af hvad der skal st� p� de tomme pladser:
(b) I grafpunktet med f�rstekoordinat 1,8 er tangenth�ldningen _____ .
(c) I grafpunktet med f�rstekoordinat _____ er tangenth�ldningen 9,5.

Ävelse 10.4
P� en graf er afl�st f�lgende punkter ),( yx og tangenth�ldninger:

x: 1 2 3 4

y: 1 4 9 16

Tangenth�ldning: 2 4 6 8

(a) G�t formler ud fra tabellen:
y = __________ .

Tangenth�ldning = __________ .

Brug formlerne fra (a) til at finde ud af hvad der skal st� p� de tomme pladser:
(b) Grafpunktet med f�rstekoordinat 5,1 har andenkoordinat __________ .
(c) I grafpunktet med f�rstekoordinat 1,5 er tangenth�ldningen __________ .
(d) I grafpunktet med f�rstekoordinat __________ er tangenth�ldningen 36 .
(e) Grafpunktet med positiv f�rstekoordinat __________ har andenkoordinat 36 .
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Ävelse 10.5
For en graf kan f�lgende formler bruges til at beregne andenkoordinat y og tangenth�ldning for et 
punkt hvis f�rstekoordinat x er kendt:

xy 1 og      2
1
x

y  .

(a) Grafpunktet med f�rstekoordinat 2 har andenkoordinat __________ .
(b) I grafpunktet med f�rstekoordinat 2 er tangenth�ldningen __________ .
(c) I grafpunktet med positiv f�rstekoordinat __________ er tangenth�ldningen 4 .
(d) Grafpunktet med f�rstekoordinat __________ har andenkoordinat 4,0 .

Ävelse 11.1
Funktionen

x
xy



1

har differentialkvotienten y .

Funktionen )1ln( 2  xy har differentialkvotienten y .

Ävelse 11.2
En variabel y som funktion af en variabel x er givet ved ligningen

24
64

x
y




Et punkt A ligger p� grafen for denne sammenh�ng. F�rstekoordinaten for A er 2 .
En linje m er tangent til grafen i punktet A .
(a) Udregn andenkoordinaten for A .
(b) Udregn h�ldningskoefficienten for linjen m .
(c) Find en ligning for linjen m .

Ävelse 11.3
En funktion har forskriften   xy 6,15,0  .     (a)   y _______________ .
(b) N�r 2,7x er y _______ .   (c)   N�r 2,4x er y _______ .
(d) N�r 0,5y er x _______ .     (e)   N�r 2,9y er x _______ .

Ävelse 11.4
Figuren viser grafen for funktionen

5,28,02,0 2  xxy
samt tangenterne i grafpunkterne A , B og C .
L�s (a)-(g) p� regnesk�rmen uden at bruge menu-
punkterne minimum og maksimum eller lignende.

(a) y _____________ .

(b) F�rstekoordinaten for A er 1.
I A er tangenth�ldningen __________ .

(c) A har andenkoordinaten __________ .
(d) I B er tangenth�ldningen 0. B har f�rstekoordinaten __________ .
(e) B har andenkoordinaten __________ .
(f) C har andenkoordinaten 5,2 . C har f�rstekoordinaten __________ .

(g) I C er tangenth�ldningen __________ .

A B

C

l
m n
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Ävelse 11.5
En linje l har h�ldningskoefficienten 3 og g�r gennem punktet )1,2(P .

(a) l har ligningen                                          .

Linjen m er tangent i punktet Q til grafen for funktionen  12  xy . Q har f�rstekoordinaten 5 .
L�s (b)-(d) p� regnesk�rmen uden at bruge menupunkter med tangent. Du m� godt bruge .
(b) Q har andenkoordinaten _______ . (c)   m har h�ldningskoefficienten _______ .
(d) m har ligningen                                        .

Ävelse 11.6
Linjen n er tangent i punktet R til grafen for funktionen  12  xy .
n har h�ldningskoefficienten 4

1 .
L�s (a)-(c) p� regnesk�rmen uden at bruge menupunkter med tangent. Du m� godt bruge           .
a) R har f�rstekoordinaten _______ . (b)   R har andenkoordinaten _______ .
(c) n har ligningen                                  .

Ävelse 12.1
Se p� den �verste graf p� side 9 i teorih�ftet.
(a) N�r  97,0x er  y s� st�rre end 2,  lig 2  eller mindre end 2 ?
(b) N�r  03,0x er  y s� st�rre end 0,2 ,  lig 0,2  eller mindre end 0,2 ?
(c) Udregn y n�r  97,0x .
(d) Udregn y n�r  03,0x .

Ävelse 12.2
Se p� den nederste graf p� side 9 i teorih�ftet.
(a) Er der en del af grafen der er en ret linje?
(b) Udregn y-koordinaterne til de 3 punkter p� grafen som har x-koordinater 0 og 0,03 og 0,06 .

Ävelse 13.1
En population vokser s�dan at

x
y




13,0e241
150

hvor y er antallet af individer, og x er antal d�gn efter 15. maj.
(a) 10 d�gn efter 15. maj er antallet af individer _______ .
(b) 10 d�gn efter 15. maj er v�ksthastigheden _______ individer pr. d�gn.
(c) N�r  30x er  y _______ .          (d)   N�r  30x er  y _______ .
(e) Hvad fort�ller facit i (c) om populationen? 

Svar: _______________________________________________________________________
_______________________________________________________________________

(f ) Hvad fort�ller facit i (d) om populationen?
Svar: _______________________________________________________________________

_______________________________________________________________________
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Ävelse 13.2
En plante vokser s�dan at

td 06,18,3 

hvor d er diameteren i cm, og t er antal dage efter 31. maj.

Med hvilken hastighed vokser diameteren 40 dage efter 31. maj.

Ävelse 13.3
Ved visse unders�gelser lader man temperaturen stige s�dan at

)12ln(8  tT

hvor T er temperaturen i C og t er antal minutter efter unders�gelsens start.

Udregn T  n�r 5,4t , og skriv hvad dette tal fort�ller om unders�gelsen.

Ävelse 14.1
Denne �velse skal du l�se uden at bruge lommeregner/computer.

En dynamisk skulptur er indrettet s�dan at der mellem midnat og kl. 12 g�lder at
2xh 

hvor h er skulpturens h�jde (i cm), og x er tiden efter midnat (i timer).

Hvad er h�jdens v�ksthastighed kl. 11?

Ävelse 14.2

En linje m er tangent til grafen for sammenh�ngen  5xy  i det grafpunkt som har x-koordinat 1.

Udregn h�ldningskoefficienten for m uden at bruge lommeregner/computer.

Ävelse 15.1
Besvar denne �velse uden at bruge lommeregner/computer.
For sammenh�ngen  xy  g�lder:

N�r  2x er  y .          N�r  226,0x er  y .

For sammenh�ngen  4y g�lder:

N�r  2x er  y .          N�r  226,0x er  y .

Ävelse 16.1
Besvar denne �velse uden at bruge lommeregner/computer.

For sammenh�ngen  3xy  er  y .

For sammenh�ngen  35 xy  er  y .

For sammenh�ngen  425 xy  g�lder:     N�r  2x er  y .
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Ävelse 17.1
Besvar denne �velse uden at bruge lommeregner/computer.

(a) N�r xxy  24 er y

(b) N�r xxy  24 er y

(c) N�r xxy  35 er y

(d) N�r 434 2  xxy er y

(e) N�r xxxy 232 34  er y

Ävelse 18.1
Figuren viser grafen for en funktion h .

(a) )1(h _______      )1(h _______ .

(b) )2(h _______      )2(h _______ .

(c) N�r  2)(  xh ,   er  x _______ .

(d) N�r  2)( xh ,
er  x _______  eller  x _______ .

Ävelse 18.2

En funktion f har forskriften  2)( 2  xxf .

(a)  )(xf __________ .

(b) N�r  3x er   22x _______ . (e) N�r  3x er  x2 _______ .

(c) N�r  3x er  )(xf _______ . (f ) N�r  3x er   )(xf _______ .

(d) )3(f _______ . (g)  )3(f _______ .

Ävelse 18.3
(a) Tegn en simpel krum graf for en funktion f s�     )3()2( ff  og     )3()2( ff  .
(b) Tegn en simpel krum graf for en funktion g s�

)2(g er 5,1 enheder st�rre end )1(g og )2(g  er st�rre end )1(g  .

h



Ävelser til "Differentialregning for gymnasiet og hf. Udgave 2. " Side 14 2011 Karsten Juul

Ävelse 18.4
Figuren viser grafen for en funktion g .
(a) )4(g _______   og    )4(g _______ .
(b) N�r 9)( xg ,  er  x _______ .
(c) N�r 2)(  xg ,  er  x _______ .

En funktion h har forskriften  3)( xxh  .
(d) Et punkt P p�  h-grafen har f�rstekoordinat 4.

P har andenkoordinat _______ .
I P er tangenth�ldningen _______ .

(e) I et punkt Q p� h-grafen er tangenth�ldningen 2.
Q har f�rstekoordinat __________ eller __________ .

(f ) Et punkt R p� h-grafen har andenkoordinat 6. R har f�rstekoordinat __________ .

Ävelse 18.5
En funktion f har forskriften  xxxf 630)( 2  .
Bestem  )(xf  uden at bruge lommeregner/computer.

Ävelse 18.6
En funktion f har forskriften  314)( xxf  .
Bestem )3(f og )3(f  uden at bruge lommeregner/computer.

Ävelse 18.7
En funktion h er givet ved xxxh 16)( 3

3
1 

Bestem x s� 0)(  xh uden at bruge lommeregner/computer.

Ävelse 18.8
En funktion f er givet ved 73)( 2  xxxf .
(a) Bestem andenkoordinaten til det grafpunkt der har x-koordinaten 4.
(b) Bestem h�ldningskoefficienten for tangenten i dette punkt.

Ävelse 18.9
H�jden af en bunke tr�flis kan beskrives ved funktionen

34,8)( ttf 

hvor )(tf er h�jden i cm, og t er antal minutter efter arbejdets start.

(a) Hvor h�j er bunken efter 15 minutter, og efter 30 minutter?

(b) Med hvilken hastighed vokser h�jden efter 15 minutter, og efter 30 minutter?

g
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Ävelse 19.1
En linje  m har ligningen 

42
1  xy .

Linjen m er tangent til grafen for f i punktet P .

(a) Udregn  Q 's  y-koordinat.

(b) Udregn P 's  y-koordinat.

(c) Hvad er  m 's  h�ldningskoefficient?

(d) Hvad er )4(f ?

(e) Hvad er )4(f  ?

Ävelse 19.2
En linje  l har ligningen

223  xy .
En funktion f har forskriften

267)( 2  xxxf .

(a) Find )(xf  .

(b) Hvad er h�ldningskoefficenten for l ?

(c) Find x-koordinaten til det punkt P p� grafen for f hvor tangentens h�ldningskoefficient er 
3 .

(d) Find y-koordinaten til P .

(e) Ligger punktet P p� linjen l ?

(f ) Skriv ligningen for tangenten til grafen for f i punktet P .

Ävelse 19.3
En funktion f har forskriften

xkxxf  2)( .

Tangenten til grafen for f i punktet med x-koordinat 3 har h�ldningskoefficienten 10.

Find tallet k .

Ävelse 19.4
En funktion f har forskriften

3)( xxf  .

(a) Hvor mange tangenter til grafen for f har h�ldningskoefficienten 12?

(b) Hvor mange tangenter til grafen for f har h�ldningskoefficienten 0 ?

(c) Hvor mange tangenter til grafen for f har h�ldningskoefficienten 3 ?

m

P

Q
f
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Ävelse 19.5
En funktion f er givet ved

22)( 2  xxxf
Tre linjer l , m og n er givet ved

:l 43  xy
:m 64  xy
:n 74  xy

Skriv for hver af de tre linjer en begrundelse for om den er tangent til grafen for f i punktet 
))3(,3( f

Ävelse 19.6
En linje l er tangent til grafen for en funktion f i grafpunktet med x-koordinat 4 .

Linjen l har ligningen
bxy  5

hvor b er et tal.

Der g�lder at 20)3( f og 29)4( f .

(a) Find tallet b .

(b) G�r rede for om f-grafens punkt med x-koordinat 3 ligger under, p� eller over linjen l .

(c) Find tallet )4(f  .

Ävelse 19.7
En linje l er tangent til grafen for en funktion f i punktet ))2(,2( f .

Linjen l har ligningen
4 xay

hvor a er et tal.

Der g�lder at 3)2( f og at 5)1( f .

(a) Find tallet a .

(b) Find tallet )2(f .

(c) Udregn den lodrette afstand mellem l og f-grafens punkt med x-koordinat 1 .

Ävelse 20.1
N�r vi udf�rer en bestemt unders�gelse vil temperaturen aftage s�dan at

ttT 73,01,554,6)( 

hvor )(tT er temperaturen i C og t er tiden m�lt i timer efter unders�gelsens start.

(a) Med hvilken hastighed aftager temperaturen 3,5 time efter unders�gelsens start?

(b) P� hvilket tidspunkt aftager temperaturen med hastigheden 3 grader pr. time?

(c) Udregn )0(T  og skriv hvad dette tal fort�ller om temperaturen.
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Ävelse 21.1
Brug f�lgende oplysninger til at tegne nogle punkter der
ligger p� grafen for  f :

4)1( f ,   2)5( f ,   3)6( f ,   1)9( f .

Funktionen f er kontinuert i ethvert tal x.

(a) If�lge S�tning er der et tal x mellem 1 og 5
s� 0)( xf .

(b) Kan der v�re et tal x mellem 5 og 6 s� 0)( xf ? 

(c) Er det sikkert at der er et tal x mellem 6 og 9 s�
0)( xf ?

(d) Kan antallet af l�sninger x til 0)( xf i intervallet 96  x v�re 2 ?  

Ävelse 21.2

)(xf hemmelig forskrift

2110)( 2  xxxf

(a) 0)(  xf netop n�r  x eller x

(b) If�lge S�tning er )(xf  kontinuert i ethvert tal x hvor den er defineret.

(c) I hvilke tal er )(xf  kontinuert? 

(d) Da  )1(f er )(xf  positiv i intervallet x

(e) Da  )(f er )(xf  i intervallet  73  x .

Ävelse 21.3
F�lgende er oplyst

Funktionen )(xf er kontinuert i alle tal x hvor den er defineret.
Funktionen )(xg er kontinuert i alle tal x i intervallet 62  x .
Funktionen )(xh er givet ved en s�dvanlig regneforskrift.
a ,  b og  c er tal.

For hver af f�lgende p�stande skal du enten begrunde at den er korrekt, eller begrunde at vi ikke 
kan vide om den er korrekt (se side 15 i teori-h�ftet).

(1) Hvis 25)12( f og 6)3( f er 0)( o xf for et tal  ox i intervallet 312  x .

(2) Hvis 2)2( g og  2)6( g er  0)4( g .

(3) Hvis 1)2( h og  3)5( h er  0)( o xh for et tal  ox i intervallet 52  x .

(4) Hvis  )(xh kun er lig  0  n�r  3x ,  og  )(xh er defineret for ethvert tal  x ,  og  4)9( h ,  
s� er )7(h et positivt tal.

(5) Hvis 423  cxbxax kun er 0 for 2x ,  s� er 423  cxbxax et negativt tal for 
ethvert tal x der er mindre end 2.
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Ävelse 22.1
Tegn grafen for en funktion )(xf som opfylder alle
f�lgende betingelser:

N�r x er 2 er )(xf lig 1 .

I intervallet 2x g�lder:
Jo st�rre x er,  jo mindre er )(xf .

I intervallet 12  x g�lder:
Jo st�rre x er,   jo st�rre er )(xf .

I intervallet x1 g�lder:
Jo st�rre x er,  jo mindre er )(xf .

Ävelse 22.2
(a) N�r  5,3x er funktionsv�rdien )(xf
(b) For f er funktionsv�rdien n�r  5,0x .

(c) For f er funktionsv�rdien i x st�rre end 5,2 n�r x er
st�rre end og mindre end eller lig 3,9 .

En funktion f er voksende i et x-interval
hvis der for alle x-v�rdier i dette interval g�lder:

Jo st�rre x er,   jo st�rre er )(xf .

Hvis vi skal vise at f ikke er voksende,
s� skal vi alts� finde to x-v�rdier hvor den st�rste af dem
ikke har den st�rste funktionsv�rdi.

(d) Skriv at f er voksende, eller skriv to x-v�rdier hvor den
st�rste af dem ikke har den st�rste funktionsv�rdi.
Svar: ____________________________ 

(e) Skriv at g er voksende, eller skriv to x-v�rdier hvor den
st�rste af dem ikke har den st�rste funktionsv�rdi.
Svar: 

Ävelse 22.3
En funktion f er aftagende i et x-interval
hvis der for alle x-v�rdier i dette interval g�lder:

Jo st�rre x er,  jo mindre er )(xf .

Hvis vi skal vise at f ikke er aftagende,
s� skal vi alts� finde to x-v�rdier hvor den st�rste af dem ikke har den mindste funktionsv�rdi.

En funktion f er givet ved xxxf 1,12)( 3,1  ,    0x .

(a) For f er funktionsv�rdien n�r x er 2 .

(b) Skriv at f er aftagende, eller skriv to x-v�rdier hvor den st�rste ikke har den mindste 
funktionsv�rdi. Svar: 

f

g
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Ävelse 23.1
Grafen for en funktion )(xf forl�ber s�dan:

Den starter i punktet )5,2(  ,  g�r op til )4,6( , 
g�r ned til )1,8( ,  og g�r videre ned til )3,9(  .

Beskriv monotoniforholdene for )(xf p� den m�de der er vist i ramme 23 i teorih�ftet.

Ävelse 24.1
Figuren viser tre punkter p� grafen for en funktion f .

forskrifthemmelig)( xf
3)(  xxf

(a) For hvert af de tre punkter skal du udregne
tangentens h�ldningskoefficient og tegne tangenten.
H�ldninger: 

(b) Bem�rk at det ikke kun er for x-v�rdierne  1,9 ,  4
og  5 at du kan udregne tangenth�ldningen. Du kan
udregne tangenth�ldningen for enhver x-v�rdi.
Tangenth�ldningen er negativ n�r x

Tangenth�ldningen er positiv n�r x

Ävelse 24.2
For en funktion g g�lder:

forskrifthemmelig)( xg

4)( 2  xxg
(a) I det punkt p� g-grafen hvis x-koordinat er 0, er tangenth�ldningen 

(b) De punkter p� g-grafen hvori tangenth�ldningen er 0, har x-koordinaterne og 

(c) Er g aftagende mellem disse to tal? Svar: 

Ävelse 24.3
Figuren viser en del af grafen for en funktion f .

forskrifthemmelig)( xf
)6()( 10

3 xxxf 

(a) Er f voksende i hele intervallet 0x ?
Svar: 
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Ävelse 24.4
Figuren viser en del af grafen for en funktion f .

forskrifthemmelig)( xf

xxf
100

4,4)( 

Er f voksende? Svar: 

Ävelse 24.5
Figuren viser hele grafen for en funktion f .

forskrifthemmelig)( xf ,    140  x

x

x
xf


 4

1
)( ,    140  x .

Er f voksende noget sted? Svar: 

Ävelse 24.6
Figuren viser grafen for funktionen

52,52,35,0)( 2  xxxf ,  51  x .

(a)  )(xf

(b) Af forskriften f�r vi at funktionsv�rdien i 1,3
er

(c) N�r  0)(  xf ,  er  x

(d) Skriv at f er aftagende i intervallet 2,31  x ,  eller angiv to tal i intervallet hvor det st�rste 
af dem ikke har den mindste funktionsv�rdi:

(e) Skriv at f er voksende i intervallet 52,3  x ,  eller angiv to tal i intervallet hvor det st�rste 
af dem ikke har den st�rste funktionsv�rdi:

Ävelse 24.7
Figuren viser grafen for funktionen

8,1)6,1()( 3  xxf

(a)  )(xf

(b) Af forskriften f�r vi at funktionsv�rdien i 5,1 er

(c) Af forskriften f�r vi at funktionsv�rdien i 6,1 er

(d) N�r  0)(  xf ,  er x
(e) Skriv at  f er voksende,  eller angiv to x-v�rdier hvor den st�rste af dem ikke har den st�rste 

funktionsv�rdi:
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Ävelse 24.8
(a) Tegn grafen for en funktion f s�

)(xf er voksende, og
)(xf  er aftagende.

(b) Tegn grafen for en funktion g s�
)(xg er aftagende, og 
)(xg  er aftagende.

(c) Tegn grafen for en funktion h der opfylder
f�lgende fire betingelser:

)(xh er aftagende i intervallet 2x
)(xh er voksende i intervallet x2
)(xh er voksende i intervallet 3x
)(xh er aftagende i intervallet x3 .

Ävelse 25.1 (Uden hj�lpemidler)

En funktion )(xf er bestemt ved  xxxxf 2)( 2
2
13

3
1  .

(a) Find )(xf  .

(b) Find de tal x hvor 0)(  xf .

(c) Udregn )2(f .

(d) Hvad kan man sige om fortegnet for )(xf  n�r man ved at x er et tal i intervallet 1x ?

(e) Find fortegnet for )(xf  for alle tal x .

(f ) Opskriv monotoniforholdene for )(xf .

Ävelse 25.2 (Uden hj�lpemidler)

Om en funktion )(xf oplyses det at  22)( 3  xxf .
(a) L�s ligningen 0)(  xf .

(b) Find fortegnet for )(xf  for alle tal x .

(c) Opskriv monotoniforholdene for )(xf .
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Ävelse 25.3
(a) P� lommeregner finder vi at polynomiet 63  xx kun har det ene nulpunkt  x .

(b) S� m� 63  xx v�re forskellig fra 0 og kontinuert i ethvert tal x i intervallet x .

(c) Og s� m� 63  xx have samme fortegn i alle tal x i intervallet  .

(d) P� lommeregneren finder vi at n�r  3x er 63  xx lig , alts� et positivt tal.

(e) Alts� er 63  xx et tal n�r x er et tal i intervallet  .

(f ) Hvilket fortegn har  63  xx hvis  x er et tal der er st�rre end  2 ?

(g) Bestem de x-intervaller hvor polynomiet  224  xx har konstant fortegn, og bestem de 
v�rdier af x for hvilke  224  xx er negativ.

Ävelse 25.4
En funktion er givet ved  193)( 23

3
1  xxxxf .

(a) Bestem  )(xf  .

(b) L�s ligningen  0)(  xf og bestem de v�rdier af x for hvilke )(xf  er positiv.

Ävelse 25.5
Bestem monotoniforholdene for funktionen 2

14
2
1 2)(  xxxf .

Ävelse 25.6
En funktion f opfylder f�lgende betingelser:

f er differentiabel i alle tal og opfylder f�lgende:

x : 12 6 2

)(xf  :  0  0  0 

(a) Angiv monotoniforholdene for f .

(b) Tegn grafen for en eller anden funktion f som opfylder ovenst�ende betingelser.

Ävelse 25.7
P� tallinjen skal du tilf�je det manglende s� den
bliver i overensstemmelse med grafen.

)(xf  :

x : 0 1

)2(

)1(
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Ävelse 25.8 (Uden hj�lpemidler)

En funktion f er bestemt ved 3
3
24

4
1)( xxxf  .

(a) Bestem monotoniforholdene for f .

Ävelse 25.9 (Uden hj�lpemidler)

Om en funktion f oplyse at  32)( 2  xxxf .

(a) Bestem monotoniforholdene for )(xf .

Ävelse 25.10
Figuren viser grafen for funktionen

31)( xxf  .

(a) N�r 10
1x ,  er y

(b) Er der er en positiv x-v�rdi hvor den tilh�rende 
y-v�rdi ikke er mindre end 1? 

(c) Er der er en negativ x-v�rdi hvor den tilh�rende 
y-v�rdi ikke er st�rre end 1? 

(d) Vi tr�kker punktet P mod h�jre langs grafen.
Skriv sand eller falsk ved hver af f�lgende p�stande:

1. x bliver hele tiden st�rre og st�rre.
2. x bliver hele tiden mindre og mindre.
3. y bliver hele tiden st�rre og st�rre.
4. y bliver hele tiden mindre og mindre.

(e)  )(xf

(f )  )0(f

(g) Tegn grafen for en eller anden funktion g s�dan at

0)2( g og

n�r vi tr�kker et punkt mod h�jre langs grafen
for g , s� bliver y hele tiden st�rre og st�rre.

brÅkstreg P

f
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Ävelse 26.1
N�r 2x er )(xf .

5,1 er ikke minimum, for hvis f.eks. x
er )(xf som er mindre end 5,1 .

)(xf har minimum for x og

minimum er .

)(xf har maksimum for x og

maksimum er .

Ävelse 26.2
)(xg har maksimum for x og

maksimum er .

)(xg har minimum for x og

minimum er .

Ävelse 26.3

xxf 1)(  ,   1x og p er et positivt tal som er mindre end 1.

01,0 er ikke minimum for )(xf , for
n�r x er )(xf som er mindre end 01,0 .

p er ikke minimum for )(xf , for
n�r x er )(xf som er mindre end p .

)(xf

)(xg
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Ävelse 26.4
Figuren viser grafen for funktionen

24,42  xxy .
(a) y _______________ .

(b) I toppunktet er tangenth�ldningen _______.

(c) Brug svarene p� (a) og (b) til at udregne toppunktets f�rstekoordinat:
Toppunktets f�rstekoordinat er _______ .

(d) Sk�rinspunktet med andenaksen har f�rstekoordinaten _______ .

(e) N�r 0x , er y _______ .

(f) I sk�ringspunktet med andenaksen er tangenth�ldningen _______ .

Ävelse 26.5
Figuren viser grafen for funktionen

23 23  xxxy ,       22
1  x .   

A er det grafpunkt hvis andenkoordinat er funktionens 
minimum.

B er det grafpunkt hvis andenkoordinat er funktionens 
maksimum.
(a) Angiv p� figuren punkterne A og B.

(b) I A er tangenth�ldningen __________ .

(c) I B er tangenth�ldningen __________ .

L�s (d)-(g) p� regnesk�rmen uden brug af ekstremumsv�rkt�jer.

(d) A har f�rstekoordinaten __________ .

(e) B har f�rstekoordinten __________ .

(f) Funktionens maksimum er __________ .

(g) Funktionens minimum er __________ .

Ävelse 26.6
Temperaturen i en beholder �ndres s�dan at

3142  xxxy ,    5,24,0  x

hvor y er temperaturen m�lt i �C, og x er tiden m�lt i timer. 
Figuren viser grafen for denne sammenh�ng. 

(a) P� det tidspunkt hvor temperaturen er
h�jest, er y _______ .

L�s (b)-(d) p� regnesk�rmen uden brug af ekstremumsv�rkt�jer.

(b) Temperaturen er h�jest p� tidspunktet
_______ timer.

(c) Den h�jeste temperatur er _______ �C.

(d) Den laveste temperatur er _______ �C.
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Ävelse 27.1
Tegn grafen for en funktion f s� grafen er sammen-
h�ngende og krummer hele vejen, og s�:

f har lokalt maksimum for 4,1x
og det lokale maksimum er 7,2y .

f har lokalt minimum for 5,2x
og det lokale minimum er 6,1y .

Det lokale maksimum er ogs� maksimum,
men det lokale minimum er ikke minimum.

Ävelse 27.2
Tegn grafen for en funktion f s� grafen er sammen-
h�ngende og krummer hele vejen, og s�:

Et lokalt minimum er 2y .

Et lokalt maksimum er 1y
(alts� mindre end det lokale minimum).

Der m� gerne v�re mere end to lokale ekstrema.

Ävelse 27.3
Figuren viser grafen for en funktion f .

(Som bekendt betyder cirklerne om grafens ende-
punkter at endepunkterne ikke h�rer med til grafen).

(a) L�s ligningen 2)( xf .

(b) Hvor mange l�sninger har ligningen kxf )(
hvis k er 1?

(c) Hvor mange l�sninger har ligningen kxf )(
hvis k er 3,1 ?

(d) Hvilke tal kan k v�re hvis antallet af l�sninger skal v�re 2?

Ävelse 27.4
Tegn grafen for en funktion  g s�dan at antallet af 
l�sninger til ligningen  axg )( er

0 hvis 1a
2 hvis 1a
4 hvis 21  a
3 hvis 2a
2 hvis a2

f
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Ävelse 28.1
Tegn grafen for en funktion f s� grafen er sammen-
h�ngende og krummer hele vejen, og s�:

2)3( f
0)3( f

f har ikke lokalt ekstremum for 3x

Ävelse 28.2
I en opgave st�r forskriften for en funktion )(xf . (Forskriften er et polynomium).
Vi l�ser ligningen 0)(  xf og f�r

4x eller  11x

(a) Hvis )(f  er og )12(f  er positiv

s� har )(xf lokalt minimum for x og det lokale minimum er lig )(f .

(b) Hvis )(f  er og )(f  er 
s� har )(xf lokalt maksimum for 11x og det lokale maksimum er lig )(f .

(c) Hvis )(f  er og )(f  er 
s� har )(xf hverken lokalt maksimum eller lokalt minimum for 11x .

Ävelse 28.3
En funktion f er givet ved 422)( xxxf 

Bestem )(xf  og bestem de lokale ekstrema for f .

Ävelse 28.4
(a) P� side 21 i teorih�ftet fandt vi frem til 

monotoniforhold og lokale ekstrema for en 
funktion )(xf .
Benyt disse oplysninger til hurtigt at skitsere 
grafen for )(xf . Der er ikke brug for at udregne 
flere punkter p� grafen da den kun skal bruges 
som et hj�lpemiddel til at besvare sp�rgsm�l (b).

(b) For hvilke v�rdier af a har ligningen axf )(
kun �n l�sning?

Ävelse 28.5
En funktion )(xf er givet ved     kxxxf  3

3
1)( ,    0x

hvor k er et positivt tal. Det oplyses at )(xf har minimum for 3x . Bestem k .

Ävelse 28.6
En funktion )(xf er givet ved     kxxxf  32)( 4

hvor k er et reelt tal. Det oplyses at maksimum for )(xf er 50 . Bestem k .
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Ävelse 28.7
En funktion )(xf er bestemt ved

xxxxf 32)( 23
3
1  .

(a) Bestem de lokale ekstrema for )(xf .

(b) Bestem for enhver v�rdi af k antallet af l�sninger til ligningen kxf )( .

Ävelse 28.8
En funktion f er bestemt ved  3

3
15

5
1)( xxxf  .

(a) Unders�g )(xf med hensyn til lokale ekstrema.

(b) Bestem for enhver v�rdi af a antallet af l�sninger til ligningen axf )( .

Ävelse 29.1
I en opgave st�r forskriften for en funktion )(xf . (Forskriften er et polynomium).
Vi l�ser ligningen 0)(  xf og f�r  5x .

(a) Hvis )6(f er positiv og )(f  er 

s� har )(xf maksimum for x og maksimum er lig )(f .

(b) Hvis )(f  er og )(f  er 

s� har )(xf minimum for x og minimum er lig )(f .

(c) Hvis )(f  er og )(f  er 
s� er tallet )5(f hverken maksimum eller minimum for )(xf .

Ävelse 29.2
En differentiabel funktion f er defineret for alle x . Linjen med ligningen 6y er tangent til 
grafen for f , og grafen g�r gennem punktet )2,4( . Nulpunkter og fortegn for )(xf  er som
angivet p� tallinjen:

(a) G�r rede for at funktionen f har et maksimum.
(b) Skits�r en mulig graf for f .

Ävelse 30.1
I en bestemt type konstruktion er der en sammenh�ng mellem st�rrelsen af et r�rs overflade og dets 
afstand fra et andet r�r. Antag at der er givet en regneforskrift for afstanden )(xf , m�lt i cm, som 
funktion af overfladen x , m�lt i cm2.

Antag at konstruktionen er udf�rt s� afstanden er den st�rst mulige. Hvis man skal bestemme 
overfladens st�rrelse, skal man s� 

bestemme maksimum for )(xf
eller

bestemme det tal x hvori )(xf har maksimum?

 

:x 1

:)(xf 

4

0 0
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Ävelse 30.2
En haveejer har lavet et raftehegn hvor h�jden af en rafte, m�lt i meter, er givet ved

1208,00416,0)( 23  xxxf ,     50  x

hvor x er raftens afstand fra l�gen, m�lt i meter.  Se tegningen nedenfor.

(a) Bestem den v�rdi af x hvori )(xf har maksimum, og forklar hvad du herved har fundet ud af 
om raftehegnet.

(b) Bestem maksimum for )(xf , og forklar hvad du herved har fundet ud af om raftehegnet.

Ävelse 31.1

F� tegnet grafen for 1)2()( 2  xxf p� lommeregneren.

(a) Ser det ud til at f er differentiabel i 0 ?

(b) Ser det ud til at f er differentiabel i 2 ?

(c) Ser det ud til at f er differentiabel i 3 ?

Ävelse 31.2
F� tegnet grafen for 3 12)(  xxf p� lommeregneren.

Grafen har en tangent i hvert punkt, men der er �t tal hvor f ikke ikke differentiabel.

G�t dette tal ud fra grafen.
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Ävelse 32.1

I tabellen har vi skrevet v�rdien af  
22

2




x
xx for forskellige v�rdier af x .

Som ovenst�ende antyder, g�lder:

Vi kan f�
22

2




x
xx s� t�t p� det skal v�re

ved at v�lge x t�t nok p� .

Derfor siger vi at

er   gr�nsev�rdien af
22

2




x
xx for x g�ende mod .

Med symboler skriver vi gr�nsev�rdien s�dan:

22
lim

2

1 


 x
xx

x
.

Dette symbol betegner alts� tallet .

Ävelse 32.2

I �velse 32.1 omtaler vi st�rrelsen 
22

)(
2





x

xxxf .

Vi p�st�r at vi kan f� )(xf s� t�t p� 2
1 det skal v�re, ved at v�lge x t�t nok p� 1.

Antag at vi vil have at afstanden mellem )(xf og 2
1 skal v�re mindre end 0001,0 .

Angiv et lille interval om 1 s� det for alle x der ligger i intervallet og er forskellig fra 1, g�lder at
afstanden mellem )(xf og 2

1 er mindre end 0001,0 .
(Du skal blot g�tte intervallet ved at udregne )(xf for nogle tal x der ligger t�t p� 1).

Ävelse 32.3
Udregn nogle funktionsv�rdier for funktionen

2
4)(

2





x

xxf .

s� du kan g�tte svar p� sp�rgsm�lene nedenfor.

(a) Hvad er gr�nsev�rdien af )(xf for x g�ende mod 2 ?

(b) Angiv et interval om 2 s� det for alle x der ligger i intervallet og er forskellig fra 2 ,  g�lder 
at afstanden mellem )(xf og gr�nsev�rdien er mindre end 001,0 .

x : 60,0 90,0 98,0  1 02,1 10,1 40,1

22

2




x
xx : 30,0 45,0 49,0 51,0 55,0 70,0
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Ävelse 32.4
Figuren viser grafen for funktionen

xxf 2)(  .

(a) Udregn andenkoordinaterne til de to graf-
punkter hvis f�rstekoordinater er 1 og 4 .

(b) Udregn h�ldningskoefficienten for linjen
gennem disse to punkter.

Lad  )(xhk betegne h�ldningskoefficienten for
linjen gennem grafpunktet med f�rstekoordinat 1
og et andet grafpunkt med f�rstekoordinat x .
Tallet )4(hk er alts� det tal der er svaret p� (b).

(c) Udregn )1,1(hk ,  )01,1(hk og  )999,0(hk .

(d) G�t ud fra svarene i (c) gr�nsev�rdien af )(xhk for x g�ende mod 1. Se om dit svar kan 
passe med figuren.

Ävelse 32.5
Brug metode 32.1 til at udregne f�lgende to tal:

(1)
xx

x
x 3

3lim 23 




(2)
x

x
x 36

4lim
2

2 




Ävelse 33.1
Det er oplyst at 10)4( f og 5)4( g .

Brug s�tningerne 32.2 ,  32.3 og 33.1 til at udregne f�lgende tre tal:

(1)
4

)4()(lim
4x 


 x

fxf

(2) 











 4

)4()(20lim
4x x

fxf

(3) 














 4
)4()(

4
)4()(lim

4x x
gxg

x
fxf

Ävelse 33.2
Tegn grafen for en funktion f s�dan at

1
2

)2()(lim
2x





 x
fxf

og

2
2

)2()(





x
fxf n�r     3x
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Ävelse 34.1 NÇr du lÅser Åvelserne 34.1-34.4 , sÇ forbereder du dig pÇ at lÉse ramme 34 i teorihÉftet.

(a) N�r en linje g�r gennem punkterne ),( 11 yx og ),( 22 yx ,

s� er dens h�ldningskoefficient a

(b) P� grafen for en funktion f ligger to punkter med x-koordinater 1x og 2x .

Disse punkters y-koordinater er  1y og  2y

Linjen gennem disse to punkter har h�ldningskoefficienten






12

12
xx
yya

(c) P� grafen for en funktion g ligger et punkt P med x-koordinat  ox og et punkt Q med 
x-koordinat  x .  Linjen gennem P og Q kalder vi l .

l har h�ldningskoefficienten  

Ved at v�lge x tilstr�kkelig t�t p� ox kan vi opn� at h�ldningskoefficienten for l er s� t�t
det skal v�re p� h�ldningskoefficienten for i det punkt p� grafen som 

har x-koordinaten 

)( oxg  er h�ldningskoefficienten for i det punkt p� grafen som har 

x-koordinaten 

o

o )()(
lim

o xx
xgxg

xx 



er h�ldningskoefficienten for i det punkt p� 

grafen som har x-koordinaten 

Ävelse 34.2 NÇr du lÅser Åvelserne 34.1-34.4 , sÇ forbereder du dig pÇ at lÉse ramme 34 i teorihÉftet.

For funktionen 2)( xxf  g�lder:

)5(f )π(f )( oxf

oo

o )()(
xxxx

xfxf







o

o
22

xx
xx




er for linjen gennem de to punkter p� 

grafen som har x-koordiater og 

o

o
22

o
lim

xx
xx

xx 



er h�ldningskoefficienten for i det punkt p� grafen som 

har x-koordinaten 

Br�kstreg.
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Ävelse 34.3 NÇr du lÅser Åvelserne 34.1-34.4 , sÇ forbereder du dig pÇ at lÉse ramme 34 i teorihÉftet.

(a) Hvilke af de 6 udtryk er lig hinanden uanset hvilke tal vi inds�tter for a og b ?

(1)  )()( baba  (4)  22 ba 

(2)  )()( baba  (5)  2)( ba 
(3)  )()( baba  (6)  2)( ba 

(b) )()(22
12  xx

(c) Hvilke af de 4 udtryk er lig hinanden uanset hvilke to forskellige tal vi inds�tter for a og b ?

(1)  
ba
ba


 22

(2)  ba  (3)  ba  (4)  
ba

baba


 )()(

(d) 



12

12
22

xx
xx

Ävelse 34.4 NÇr du lÅser Åvelserne 34.1-34.4 , sÇ forbereder du dig pÇ at lÉse ramme 34 i teorihÉftet.

(a) N�r 5,4x er   2x

N�r 1,4x er   2x

N�r 001,4x er   2x

N�r x er n�r 4 ,  er  2x n�r    2

(b) N�r 5,4x er   ax

N�r 1,4x er   ax

N�r 001,4x er   ax

N�r x er n�r 4 ,  er  ax  n�r   a

(c) N�r x er n�r a ,  er ax  n�r    a

Ävelse 34.5 I denne Åvelse udleder du formlen for at differentiere en lineÉr funktion.

N�r  bxaxf )( er

)( oxf 
o

o )()(lim
o xx

xfxf
xx 




 o

)()(lim
o xxxx 






oo
lim

xxxx 


 oo
lim

xxxx 





o

)(lim
o xxxx 




 o
lim

xx
 
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Ävelse 34.6 NÇr du lÅser Åvelserne 34.6 -34.7 , sÇ forbereder du dig pÇ at lÅse Åvelse 34.8.

(a) 9 
2

9 
2

16 
2

5 
2

x

(b) Hvilke af f�lgende udtryk er lig hinanden uanset hvilke tal 0 vi inds�tter for w og v ?

(1)  w (2)  
2

w (3)  ww  (4)  ww  (5)  w2

(6)  ))(( vwvw  (7)  22 vw  (8)  vwvw 

(c) Hvilke af f�lgende ligninger er gyldige for alle tal x og ox som er 0 ?

(1)   )()( ooo
22

xxxxxx 

(2)  )()( ooo xxxxxx 

(3)   oo
22

xxxx 

Ävelse 34.7 NÇr du lÅser Åvelserne 34.6 -34.7 , sÇ forbereder du dig pÇ at lÅse Åvelse 34.8.

N�r  5,4x er   3x

N�r  1,4x er   3x

N�r 01,4x er   3x

N�r x er n�r 4 ,  er 3x n�r 

N�r x er n�r a ,  er 3x n�r 

Ävelse 34.8 I denne Åvelse udleder du formlen for at differentiere kvadratrodsfunktionen.

N�r  xxf )( er

)( oxf 
o

)()(lim
o xx

ff
xx 






oo
lim

xxxx 





))((o
lim




xx
Se �velse 34.6 (c)

o
lim

xx


 Se �velse 34.7

 Se �velse 34.6 (b)
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Ävelse 35.1 NÇr du lÅser Åvelserne 35.1-35.4 , sÇ forbereder du dig pÇ at lÉse ramme 35 i teorihÉftet.

Hvilke af f�lgende udtryk er lig hinanden?

(1)  ))()(())()(( agafxgxf  (4)  )()()()( agafxgxf 

(2)  ))()(())()(( agafxgxf  (5)  ))()(())()(( agxgafxf 

(3)  )()()()( agafxgxf  (6)  ))()(())()(( agxgafxf 

Ävelse 35.2 NÇr du lÅser Åvelserne 35.1-35.4 , sÇ forbereder du dig pÇ at lÉse ramme 35 i teorihÉftet.

Hvilke af f�lgende udtryk er lig hinanden?

(1)  
5
4

5
2
 (2)  

5
42  (3)  

55
42


 (4)  

2
3



x
k (5)  

22
3




 x
k

x
(6)  

2
33 k

x
k 




Ävelse 35.3 NÇr du lÅser Åvelserne 35.1-35.4 , sÇ forbereder du dig pÇ at lÉse ramme 35 i teorihÉftet.

Hvilke af f�lgende udtryk er lig hinanden?

(1)  
ba

qpkh


 )()( (2)  
ba

qkph


 (3)  
ba
qk

ba
ph








(4)  
ba
qk

ba
ph






 (5)  

ba
qkph




Ävelse 35.4 NÇr du lÅser Åvelserne 35.1-35.4 , sÇ forbereder du dig pÇ at lÉse ramme 35 i teorihÉftet.

Hvilke af f�lgende udtryk er lig hinanden?

(1)  
4

)4()(lim
4 


 x

fxf
x

(2)  
10

)10()(lim
10 


 x

gxg
x

(3)  
2

)2ln()ln(lim
2 


 x

x
x

(4)  )4(g  (5)  )4(f  (6)  2
1 (7)  )10(g 

Ävelse 35.5 I denne Åvelse udleder du formlen for at differentiere differensen mellem to funktioner.

N�r )()()( xhxgxf  er

)( oxf 
o

o)()(lim
o xx

xfxf
xx 






   
o

)()()()(lim
o xx

hghg
xx 






   
o

)()()()(lim
o xx

hhgg
xx 

















 oo

)()()()(lim
o xx

hh
xx

gg
xx

oo

)()(lim)()(lim
oo xx

hh
xx

gg
xxxx 




)()( oo xhxg 

Vi har nu fundet frem til f�lgende:        )()( xhxg

Ävelse 35.6

Udled formlen for at differentiere konstant gange funktion, alts� formlen   )()( xfkxfk  .
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Ävelse 36.1 Ävelserne 36.1 -39.3 skal du lÅse uden at bruge lommeregner eller computer.

  x8e    x6e   x3e6

Ävelse 36.2 Ävelserne 36.1 -39.3 skal du lÅse uden at bruge lommeregner eller computer.

   x)1(e   xe 







 x2

1
e 








 2e

x

Ävelse 36.3 Ävelserne 36.1 -39.3 skal du lÅse uden at bruge lommeregner eller computer.

   5e5 xx    x03,0e24

Ävelse 36.4 Ävelserne 36.1 -39.3 skal du lÅse uden at bruge lommeregner eller computer.

   )ln(3 x    )ln(3 x    )ln(xx

Ävelse 36.5 Ävelserne 36.1 -39.3 skal du lÅse uden at bruge lommeregner eller computer.

En funktion f har forskriften
xxxf e347)( 

Udregn )0(f  .

Ävelse 36.6 Ävelserne 36.1 -39.3 skal du lÅse uden at bruge lommeregner eller computer.

En funktion p har forskriften

)ln(6)( 3 xxxp 

Udregn )2(p .

Ävelse 36.7 Ävelserne 36.1 -39.3 skal du lÅse uden at bruge lommeregner eller computer.

En funktion g har forskriften

)ln(32)( xxxg 

Skriv en ligning for tangenten til grafen for g i punktet  )1(,1 g .

Ävelse 36.8 Ävelserne 36.1 -39.3 skal du lÅse uden at bruge lommeregner eller computer.

Hvilke af f�lgende udtryk er lig hinanden?

(1)  
x
1 (2)    )ln()2ln( x (3)   )2ln( x (4)  

x2
1

Har du husket reglen  )ln()ln()ln( baba  ?
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Ävelse 37.1 Ävelserne 36.1 -39.3 skal du lÅse uden at bruge lommeregner eller computer.

   xx 54 e

Svaret er IKKE  x5353 e20e54 xx x  ,  for da der st�r "gange" mellem de to x-udtryk, s� skal du 
bruge den lange formel fra ramme 37.

   )ln(4 2 xx

Ävelse 37.2 Ävelserne 36.1 -39.3 skal du lÅse uden at bruge lommeregner eller computer.

   3e3 xxx

Ävelse 37.3 Ävelserne 36.1 -39.3 skal du lÅse uden at bruge lommeregner eller computer.

Hvilke af udtrykkene er lig hinanden?

(1)  45x (2)   5x (3)    32 xx (4)  232 xx  (5)  36x

Har du husket reglen  nmnm aaa  ?

Ävelse 37.4 Ävelserne 36.1 -39.3 skal du lÅse uden at bruge lommeregner eller computer.

Hvilke af udtrykkene er lig hinanden?

(1)  x2 (2)   2x (3)  












3

5

x
x (4)  2

4

3
5

x
x (5)  2

3
5 x

Har du rettet dig efter den advarsel der st�r nederst i ramme 37?

Har du husket reglen  nm
n

m
a

a
a  ?

Ävelse 37.5 Ävelserne 36.1 -39.3 skal du lÅse uden at bruge lommeregner eller computer.

N�r )ln(3)( 33 xxxxf 

er  )(xf

Ävelse 37.6 Ävelserne 36.1 -39.3 skal du lÅse uden at bruge lommeregner eller computer.

N�r xxxxxg e)()( 2

er  )(xg
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Ävelse 38.1 Ävelserne 36.1 -39.3 skal du lÅse uden at bruge lommeregner eller computer.
2)31()( xxf 

N�r xw 31 er 2)( wxf 

s� xw 31 er indre funktion

og 2wy  er ydre funktion.

2)31()( xxxg 

N�r xw 31 er 2)( wxxg 
2wx  indeholder x , s�  xw 31 er IKKE indre funktion for )(xg .

For hver af f�lgende funktioner skal du
enten: skrive den indre funktion og den ydre funktion
eller: skrive at der ikke er en indre funktion (se forklaringen til )(xg ovenfor).

(1) )42ln()( 2  xxxh (4) 3)9()(
4
1 xxh 

(2) )1ln()1()( 2  xxxh (5)   100)ln()( 2  xxh

(3) )3(e)( 3  xxh x (6) xxxh  1e)1()(

Ävelse 39.1 Ävelserne 36.1 -39.3 skal du lÅse uden at bruge lommeregner eller computer.
2)e2(4)( xxf 

Indre funktion: w
Ydre funktion: y

Indre funktion differentieret: w
Ydre funktion differentieret: y

 )(xf

Ävelse 39.2 Ävelserne 36.1 -39.3 skal du lÅse uden at bruge lommeregner eller computer.

Differentier funktionerne:

(1) 42 2
e3)(  xxf

(2)  3)ln(4)( xxg 

Ävelse 39.3 Ävelserne 36.1 -39.3 skal du lÅse uden at bruge lommeregner eller computer.

Differentier funktionerne:

(1) 2)72()(  xxf

(2) xxxg 4)72()( 2 

(3) )4ln()( 23 xxxh 


