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1. Kombinatorik

1.1 Hvad er kombinatorik?

Kombinatorik er en del af matematikken.
Den bestér af metoder til at besvare spergsmal af typen:
P4 hvor mange mader kan dette gores?

Eksempler:
I to klasser er der henhodsvis 15 og 18 elever.

Der skal vaelges én elev fra hver klasse.
P4 hvor mange mader kan dette gores?

Der skal valges 3 elever fra den forste klasse.
P4 hvor mange mader kan dette gores?

1.2 Multiplikations-princippet A2 1
I et spil skal man bade valge et af bogstaverne A, B, C og D, 1 A4 2
og veelge et af tallene 2, 4 og 6. Ao 3

B2 1
Der er 4 méder at vaelge et bogstav pa. 2 B4 2
Det forste bogstav kan sattes sammen med hvert af de 3 tal. B6 3
Det andet bogstav kan ogsé settes sammen med hvert af de 3 tal. 2 1
Osv. 3C42
. . C6 3

Det giver 4-3 = 12 muligheder for at veelge bogstav og tal.
D2 1
Regel 4 D4 2
D6 3

Nér et valg bestér af to delvalg der begge skal udferes, sé galder:

antal valgmuligheder
er

antal muligheder i forste delvalg gange antal muligheder i andet delvalg .

1.3 Valge r ting blandt n ting

Hvis vi skal velge to bogstaver blandt de tre bogstaver A, B, C,
sé er der folgende muligheder:

AB
AC
BC

Antal mader er altsa 3 .

Antal mader hvorpa 2 ting kan valges blandt 3, kan skrives sadan:

KG, 2)
Der galder altsa at
K(3,2)=3.

Antal mader hvorpa 3 ting kan valges blandt 7 er K(7, 3) .
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1.3a  Bestemme K(7,3) med formelsamling

Find ordet Pascals trekant 1 stikordsregisteret bag 1 formelsamlingen, og sla op pa den
relevante side.

I den gverste trekant finder vi symbolet K(7, 3) .

Pa den tilsvarende plads i den nederst trekant star tallet 35 .

Det betyder at

K(7,3)=35.

1.3b__Bestemme K(7,3) med Nspire
I et matematikfelt taster vi nCr(7, 3) :

nCr{7,3) = 35
Dvs. K(7,3)=35.

1.4 Sammensat opgave

Opgaven

I et hold pé 13 soldater er der 7 1 gronne uniformer og 6 1 brune uniformer.
Bestem hvor mange forskellige grupper bestdende af 2 i gronne uniformer og 3 i brune
uniformer, der kan dannes af de 13 pa holdet.

Udregningen

Valg 1: Der skal valges 2 blandt de 7 grenne. Antal méder: K(7,2)=21.
Valg 2: Der skal velges 3 blandt de 6 1 brune. Antal mader: K(6, 3) =20.

For at vaelge gruppen skal bade foretages valg 1 og valg 2, sa antal mader gruppen kan
velgespaer 21-20= 420 . Sel.2.

Tallene K(7,2) og K(6, 3) blev bestemt ved hjelp af Pascals trekant i formelsamlingen.
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2. Stokastisk variabel

2.1 Eksempel pa stokastisk variabel

Nér man klikker pa start-knappen, fremkommer et antal cirkler.
Antallet er tilfeldigt.

Tabellen viser sandsynlighederne for de forskellige antal cirkler.

Antal cirkler 1 2 3 4
Sandsynlighed | 0,2 | 0,4 | 0,1 | 0,3

Antal cirkler er en stokastisk variabel fordi hvert antal forekommer med en bestemt

sandsynlighed.
En stokastisk variabel betegner vi ofte med X .
I tabellen ser vi at
sandsynligheden for at antaler2 er 04.
Dette kan vi skrive sddan:
PX=2)=04.
2.1a_Summen af sandsynlighederne skal altid veere 1:

0,2+04+0,1+03 =1.

Hvis sandsynlighederne angives 1 procent, gelder:

Summen af sandsynlighederne skal altid vaere 100 % .

2.1b Eksempel pa opave

Opgaven:

En stokastisk variabel X har folgende sandsynlighedestabel:

£ 5 10 15 20 25
PX=5: 03 01 01 p 02

Bestem den manglende sandsynlighed p .
Udregningen:

Summen af sandsynlighederne skal vaere 1 (se 2.1a):
03+0,1+0,1+p+02 =1

07+p =1

p =03
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2.1¢ Eksempel pa opave

Opgaven:
I et spil far man et vist antal stjerner. Den stokastiske variabel X angiver antal stjerner.

En del af sandsynlighedestabellen herende til X ser sddan ud:
Antal stjerner: 0 1 2 3 4
Sandsynlighed: 5% 7% 6% 9% 14%
a) Bestem sandsynligheden for at fa mindst en stjerne.
b) Bestem P(1<X<3), og fortolk resultatet.
Udregninger:
a) 100%—5%=95% ifolge 2.1a.

Sandsynligheden for at fi mindst en stjerne er 95%.

b) 7% +6%+9%=22%
dvs. 122 % af de gange man spiller, far man 1, 2 eller 3 stjerner.

2.2 Middelveerdi

2.2a Sidan udregnes middelveerdi

Sandsynlighedsfordeling for stokastisk variabel X :
Xi: X1 X2 ... Xn
PX=xi)): pr p2 ... pn
Middelverdien af den stokastiske variabel er

U=EX)=x1-p1+x2p2+ ... tXnpn

2.2b Eksempel pa udregning af middelvaerdi

Hvis det er sandsynlighedsfordelingen fra 2.1, dvs.

Antal cirkler : 1 2 3 4
Sandsynlighed : 0,2 0,4 0,1 0,3

Sa er middelverdien
u=EX)=102+204+3:0,1+403=25
Dvs: hvis vi mange gange klikker pa start, si vil det gennemsnitlige antal cirkler vere 2.5 .

2.2¢ Eksempel pa opgave

Opgaven:
I et spil havner en kugle i et af tre felter.
I tabellen er vist gevinst og sandsynlighed for hvert felt.

felt1 felt2 felt3
Gevinst (kr.) -5 2 3
Sandsynlighed 0,6 0,3 0,1

a) Bestem den gennemsnitlige gevinst pr. spil.
Spillets ejer vil @ndre gevinsten i felt 3 sd hun gennemsnitlig tjener 2 kr. pr. spil.

b) Bestem den gevinststerrelse x i felt 3 som vil bevirke at ejeren gennemsnitlig tjener 2 kr
pr. spil.

Sandsynlighed for B-niveau i stx og hf 4 2020 Karsten Juul



Udregninger:
a) u = (-5)0,6+20,3+3.0,1 =-2,1
Den gennemsnitlige gevinst pr. spil er —2,1 kr.
Dvs. man taber gennemsnitlig 2,1 kr. pr. spil,
og spillets ejer tjener gennemsnitlig 2,1 kr. pr. spil.
b) (-5)-0,6 +2:0,3 +x-0,1 = -2
-3+0,6+0,lx=-2
0,Ix=04
x=4
Hvis gevinststerrelsen i felt 3 andres til 4 kr. ,

s vil ejeren gennemsnitlig tjene 2 kr. pr. spil.

2.2d_Bestemme middelvaerdi med Nspire. Aantal B sandsynlighed

Tast den stokastiske variabels tabel i regnearket som vist. =

0.2
0.4
0.1
0.3

AW N =

2
3
4

Vealg i vaerktgjsmenuen: <

Statistik / Statistiske beregninger / Statistik med én variabel /

Set Antal lister til 1 / Vaelg som X1-liste sgjlen antal (eller hvad du nu har kaldt den) /
Vealg som frekvensliste sgjlen Sandsynlighed (eller hvad du nu har kaldt den) /

Klik pa OK .

Middelvardien stér ud for symbolet x . 2.5

>

2.3 Spredning

Nér eksperimentet harende til en stokastisk variabel udferes flere gange, sa fas en rekke tal.
Disse tal kan ligge mere eller mindre spredt.

Man udregner et tal man kalder spredningen for den stokastiske variabel.

Dette tal er et udtryk for hvor langt tallene gennemsnitligt ligger fra middeltallet.

2.3a_Bestemme spredning med Nspire. Aantal B sandsynlighed

Tast den stokastiske variabels tabel i regnearket som vist.

. . 1 1 0.2

Velg i vaerktejsmenuen:
. . . . . . . . 2 2 0'4
Statistik / Statistiske beregninger / Statistik med én variabel . 3 0.1
Set Antal lister til 1 / Vaelg som X1-liste sgjlen antal 4 4 0.3

(eller hvad du nu har kaldt den) .
Velg som frekvensliste sgjlen Sandsynlighed (eller hvad du nu har kaldt den)
Klik pa OK .

Spredningen star ud for symbolet 6X:=cnx . OX := OnX 1.11803
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2.4 Sandsvnliched for A eller B og for 4 og B

Der udtages et tilfeeldigt af tallene
12345678910

A er hendelsen at udfaldet er et af tallene 1, 2, 3.
B er hendelsen at udfaldet er et af tallene 4, 5.
C er haendelsen at udfaldet er et af tallene 3,4.

Afasi 3 af tilfeldene, B fisi 2z og Cfési i
10 10 10

2 2
Dvs. sandsynligheden for 4 er P(A4) = 130 , forBer P(B)= m og for Cer P(C)= 0
. 3 2 5 .
Hendelsen A eller B (dvs. 1,2,3,4,5) fasi 0 + m = m af tilfeeldene.
. . 3 2 5
Det kan skrives sddan: P(A4 eller B) = P(4) + P(B) = EJFB =0

For haendelsen A eller C (dvs. 1,2,3,4,) er P(Aeller C) = ;; dvs. ikke lig P(4) + P(C).
Det er fordi 4 og C har et felles udfald.

Regel: Nér 4 og B er handelser uden noget feelles udfald, er P(A eller B) = P(4) + P(B).

Heaendelser der er indbyrdes uathangige og haendelser der ikke er:
I et lokale sidder to piger og tre drenge. En elev i lokalet vaelges tilfeldigt og sendes afsted.
Lige efter vaelges en af de tilbagevarende elever tilfeldigt.

A er hendelsen: den forst valgte elev er en dreng.
B er hendelsen: den anden valgte elev er en dreng.

P(4) = %

Hvis A indtreeffer:  P(B) = %=

Hvis 4 ikke indtreffer: P(B) = —.

Bl =

Sandsynligheden for B er altsa ikke uathangig af udfaldet af 4.

Hvis den forst valgte elev bliver i lokalet, s er P(B) = % uanset udfaldet af 4.

Vi siger at haendelserne 4 og B er uathengige da sandsynligheden for B er den samme uanset
udfaldet af A.

Huvis eleven bliver i lokalet:

I % af tilfzeldene vil den forst valgte vare en dreng.
I 3 af disse tilfzlde vil vil ogsd den anden valgte vare en dreng

Dvs. det at bade 4 og B indtraeffer sker 1 % af % af tilfzeldene, dvs i %% = % af tifzeldene.

Regel: Nér 4 og B er handelser der er uathengige, er P(4 og B) = P(4) - P(B).
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3: Symmetrisk sandsynlighesfelt

3.1 Hvad er et symmetrisk sandsynlishedsfelt

I et spil pa skeermen far man bogstaver i forskellige farver.
Sandsynlighedsfeltet ser sddan ud:

Udfald : A A A B B Cc C C Cc D
Sandsynlighed : 0,1 00 003 01 0,1 009 007 0,15 0,01 0,1

Lad H vere hadelsen at vi far et gront bogstav.
Sandsynligheden P(H) for denne handelse kan udregnes sadan:

P(H) = 0,05+0,1 +0,07 = 0,22

I et andet spil ser sandsynlighedfeltet sddan ud:

Udfald : A A A B B C C C C D
Sandsynlighed : 61 o1 o1 o1 o1 01 01 01 01 0,1

Lad H vere hadelsen at vi far et gront bogstav.
Sandsynligheden P(H) for denne handelse kan udregnes sédan:

P(H) = 0,1+0,1+0,1 = 0,3

I dette tilfelde kan sandsynligheden ogsa udregnes sddan:
3
PH) = — =103
(H) 10

Dette skyldes at alle udfald har samme sandsynlighed.
Sa kan vi blot dividere antallet af udfald 1 haeendelsen med antallet af alle udfald.

De udfald vi skal finde sandsynligheden for, kaldes gunstige udfald ,
ogsa selv om disse udfald er noget ubehageligt.

Et sandsynlighedsfelt kaldes symmetrisk hvis alle udfald har samme sandsynlighed.

3.2 Regel for sandsynlighed i et symmetrisk sandsvnlighedsfelt

I et symmetrisk sandsynlighedsfelt udregnes sandsynligheden for en haendelse H sadan:

antal gunstige

P(H) =

antal mulige
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3.3 Eksempel 1 pa opgave om symmetrisk sandsynlighedsfelt

Opgaven:

En gruppe bestar 4 danskere og 4 svenskere.
Tilfeldigt udtages 3.
Bestem sandsynligheden for at alle udtagne er danskere.

Udregningen:
Gruppen har 4 +4 = 8 medlemmer.
Antal mader hvorpa 3 personer kan velges blandt 8 er K(8, 3) =56.
Antal mader hvorpa 3 personer kan valges blandt 4 (danskere) er K(4,3)=4.
Sandsynligheden for alle udtagne er danskere, er
antal gunstige 4

= — = 0,071429
antal mulige 56

dvs. 7,1% .

3.4 Eksempel 2 pa opgave om symmetrisk sandsynlighedsfelt

Opgaven:

I et skab star 30 elglas.

12 af dem er en anelse hgjere end de andre 18 .

8 tilfeeldigt valgte af glassene stilles pa et bord.

Bestem sandsynligheden for at 3 af dem er de heje og de andre 5 er de lave.

Udregningen:

Antal méder hvorpa 3 glas kan valges blandt 12 er
K(12,3)=nCr(12,3) =220  udregnet af Nspire .

Antal méder hvorpa 5 glas kan valges blandt 18 er
K(18,5)=nCr(18,5) =8568 udregnet af Nspire .

Antal méder hvorpa 8 glas kan vaelges s& 3 er hgje og 5 er lave er
220 - 8568 = 1884960

(da hver af de 220 muligheder kan sattes sammen med hver af de 8568 muligheder).

Antal méder hvorpa 8 kan velges blandt 30 er
K(30,8) =nCr(30,8) = 5852925 udregnet af Nspire .

Sandsynligheden for at 3 af dem er de hgje og de andre 5 er de lave, er

antal gunstige ~ K(12,3)-K(18,5)

= = 0,322054
antal mulige K(30,8)

dvs. 32,2% .
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4: Binomialfordeling

4.1 Hvad er en binomialfordeling

Der star et bogstav pa hver side af en skav firesidet terning.

Nér man kaster terningen mange gange, far man B i 20 % af kastene,
dvs. sandsynligheden for Ber p =0,20.

Hvis antal gange vi kaster er n = 15, sé er antal gange vi far B en stokastisk variabel X med
nedenstdende sandsynlighedstabel (bl4):

Sandsynlighed for B ved et kast : p = 0,20
Antal kast: n=15
X = antal kast der giver B

t: 0 1 2 3 4 5 6 e 15
PX=1: 0,04 0,13 0,23 0,25 0,19 0,10 0,04 e 0,00

I tabellen ser vi f.eks. at:

Sandsynligheden for at det er to af kastene der giver B, er 0,23
Dyvs.
Hvis vi mange gange kaster 15 gange, s vil der i 23 % af tilfeeldene vare 2 kast der giver B.

Nedenfor er et stolpediagram der viser denne sandsynlighedstabel (sandsynlighedfordeling).
Vi ser at stolperne fra 9 til 15 er sd mé at man ikke kan se dem.

P(X =1)
0.241
0.181
0.121
0.06-

0.00- |IIT T T T T
2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 ¢

Sandsynlighedsfordeling ovenfor er en

binomialfordeling
med antalsparameter n =15

og sandsynlighedsparameter p = 0,20

fordi
Vi udferer samme eksperiment (basiseksperimentet) 15 gange
og hver gang er sandsynligheden for at f4 B (basishandelsen)
lig 0,20 (basissandsynligheden).

Skrivemade: At
X er binomialfordelt med n =15 og p=0,20

skrives kort sddan:
X~b(15,0,20)
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4.2 Eksempel pa binomialfordeling.

25 % af de der bruger en bestemt side pé internettet er gymnasieelever.
Man har en liste med 40 tilfeeldigt valgte blandt brugerne af siden.
Lad X vere antallet af gymnasieelever pa listen.

Hver gang vi vaelger 40 brugere, far X en en verdi.

Det viser sigat P(X=10) = 0,14, dvs. at
1 14 % af listerne med 40 personer gelder at

pracis 10 af personerne er gymnasieelever.

Begrundelse for at den stokastiske variabel X er binomialfordelt med antalsparameter n =40 og
sandsynlighedsparameter p = 0.25 :

Basiseksperiment: En bruger underseges for om vedkommende er gymnasieelev.
Basishandelse: Eleven er gymnasieelev.
Basissandsynlighed: Sandsynligheden for at en tilfldig bruger er gymnasieelev, dvs. 25 %.

Antal udforelser: Basiseksperimentet udferes for hver person pa listen, dvs. 40 gange.

4.3 Find sandsvnligheden for ét udfald i en binomialfordeling:

For at finde P(X=4) for den stokastiske variabel fra 4.1 vaelger vi 1 vaerktejsmenuen:

Beregninger / Sandsynlighedsregning / Fordelinger / Binomial Pdf
og satter
ntil 15, ptil0,20 og Xtil4.

Vi far P(X=4) =0,187604 .

4.4 Find sandsynligsheden for flere udfald i en binomialfordeling:

For at finde P(3 <X) for den stokastiske variabel fra 4.1 velger vi i vaerktgjsmenuen:

Beregninger / Sandsynlighedsregning / Fordelinger / Binomial Cdf
og satter
ntil 15, ptil 0,20, Nedre grense til3 og vre granse til 15 .

Vi fir P(3<X) =0,601977 .
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S: Middelvardi og spredning for binomialfordeling

5.1 Formel for middelvaerdi for binomialfordeling
Nar

X~ b(n,p) dvs. X er binomialfordelt med antalsparameter n og sandsynlighedsparameter p
€r

EX)=n-p dvs. middelverdien er lig antalsparameter gange sandsynlighedsparameter

5.2 Mest sandsynlige udfald

I tabellen ser vi at sandsynligheden for 2 er 0,311 og at alle andre veerdier af X har mindre
sandsynlighed.

t: 0 1 2 3 4 5 6 7 8
PX=t: 0,100 0,267 0,311 0,208 0,087 0,023 0,004 0,000 0,000
Regel:

5.2a Hvis middelverdien er et helt tal:
Mest sandsynlige udfald er middelvaerdien.

5.2b Hvis middelverdien ikke er et helt tal:
Mest sandsynlige udfald er en af (eller begge) de heltallige naboer til middelveerdien.

Eksempel pé 5.2a
For X~ b(8,0,25) er E(X)=8-0,25=2.
Middelverdien 2 er et helt tal, s& 2 er den mest sandsynlige af de verdier X kan antage.

Eksempel pé 5.2b
For X~ 5(8,0,2) er E(X)=8-0,2=1,6.
De heltallige naboer til middelverdien er altsa 1 og 2.

Disses sandsynligheder er
P(X=1)=0,336 og P(X=2)=0,294.
Altsa er tallet 1 den mest sandsynlige af de vaerdier X kan antage.

Dette viser at det af tallene der er nermest middelveerdien IKKE behgver vaere den mest
sandsynlige verdi.

5.3 Formel for spredning for binomialfordeling
Nar

X~ b(n,p) dvs. X er binomialfordelt med antalsparameter n og sandsynlighedsparameter p

oX) = yn-p-(1-p) formlen for spredningen ¢

5.3a Eksempel 1 pa opgave med spredning

€r

Opgaven delprove 2

En stokastisk variabel X er binomialfordelt med antalsparameter n =40 og
sandsynlighedsparameter p = 0,35 . Bestem spredningen o .

Udregningen

olX) = [40-0.35-(1-0.35) = 3.01662 ~ 3.02
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5.3b Eksempel 2 pi opgave med spredning

Opgaven delprove 1

En stokastisk variabel X er binomialfordelt med antalsparameter » =100 og
sandsynlighedsparameter p = 0,2 . Bestem spredningen o(X) .

Udregningen
o(X) = /100-0,2-(1-0,2) = 20-0,8 = 16 = 4

5.3¢ Eksempel 3 pa opgave med spredning

Opgaven delprove 1

En stokastisk variabel X er binomialfordelt med antalsparameter » =200 og
sandsynlighedsparameter p = 0,2 . Undersog om spredningen o(X) er mindre end 6 .

Udregningen
o(X) = J200-0,2-(1-0,2) = /40-0,8 = /32 < \/36= 6

Spredningen er mindre end 6.

5.4 Exceptionelle veerdier og normale vaerdier

En vaerdi som en stokastisk variabel kan antage, er exceptionel hvis den afviger fra
middelvardien med mere end 3 gange spredningen.

En vaerdi som en stokastisk variabel kan antage, er normal hvis den afviger fra
middelvardien med 2 gange spredningen eller mindre.

5.4a Eksempel pd opgave med exceptionelle og normale vaerdier

Opgaven delprove 2

En stokastisk variabel X er binomialfordelt med antalsparameter n =48 og
sandsynlighedsparameter p = %

Bestem de verdier af X der er normale, og de vaerdier der er exceptionelle

Udregningen

Middelveaerdiener y = 48-— = 12 .

1
4

Spredningener o = /48-%-(1—%) = ‘/12-% =33 =9 =3.

u-2-0c =12-2.3 =12-6 = 6
u+2-0c =1242-3 =12+6 = 18
De normale vardier er tallene
6,7,8,---17,18.

u-3.0 =12-3.3 =12-9 =3
u+3-0 =12+43-3 =12+9 = 21
De exceptionelle vaerdier er tallene
0,1,2 samt 22,23, 24,-.-47,48.
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6: Formel for binomialfordeling

6.1 Fakultet

Symbolet 7! betegner det tal man far nar man

ganger de 7 forste hele positive tal,
dvs.
7! = 1.2-3-4.5-6-7 = 5040 .

I stedet for 7 kan man skrive ethvert positivt helt tal, f.eks.
4! = 1.2.34 = 24,
Tallet 7! leses 7 fakultet .

Nspire kan udregne tal som 7! .

I formelsamlimgen stir folgende formel:
Fakultet n'=nm-1)-m-2)-...-2-1

6.2 Formel for K(n.r)

Blandt 5 ting udtager vi 3.
Antal méder det kan gores pa betegnes K(5,3).
6.2a Tallet K(5,3) kan vi finde i Pascals trekant i formelsamlingen. Vi ser at K(5,3)=10.
6.2b Tallet K(5,3) kan udregnes sadan:
5! 5! 5-4-3.2.1 54

K(5,3) = - = = = =52=10
31.(5-3)! 3120 3.2.1 - 2.1 2.1

6.2¢ Tallet K(5,3) kan i Nspire udregnes sadan:
nCr5,3) = 10

I formelsamlimgen stir folgende formel:

n!

Kombinationer K@n,r)= ———
rl-(n—r)!

6.3 Formel for P(X=r) hvor X~ b(n.p)

I formelsamlimgen stér folgende formel:
X ~b(n, p)
P(X=r) = K(n,r)-p"-(1-p)""

6.4 Eksempel pa opgave med 6.3

Opgave delprove 1
For en binomialfordelt stokastisk variabel X er sandsynligheden for X=4 givet ved

P(X=4) = K(18,4)-0,3*.0,7'%.
Angiv sandsynlighedsparameteren og antalsparameteren for X .

Svar
Sandsynlighedsparameteren er p = 0,3 og antalsparameteren er n =18 .
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6.5 Eksempel 1 pd opgave med 6.2 og 6.3

Opgaven delprove 1
Der udtages en stikpreve blandt eleverne pa et gymnasium.
Den binomialfordelte stokastiske variabel X betegner antallet af elever 1 stikproven som har
matematik pa B-niveau.
Det oplyses at sandsynligheden for at der er pracis 9 elever i stikproven som har matematik
pa B-niveau, kan beregnes ved

30!

P(X=9) = m-o,zﬁ 0,732,

Forklar betydningen af tallene 30 og 0,27 i formlen.

Svar

Tallet 30 er antallet af elever i stikpreven (antalsparameteren n).

Tallet 0,27 (sandsynlighedsparameteren p) betyder at 27 % af skolens elever har matematik
pa B-niveau.

6.6 Eksempel 2 pa opgave med 6.2 og 6.3

Opgaven delprove 1

Antal rede klodser X'i en pakke er binomialfordelt med antalsparameter 200 og
sandsynlighedsparameter 0,1 .

Opstil et regneudtryk til beregning af sandsynligheden for at der er pracis 20 rade klodser i en
pakke.

Svar

|
P(X =20) = —200 120, 9180
20!-180!

Sandsynlighed for B-niveau i stx og hf 14 2020 Karsten Juul



7: Konfidensinterval

7.1 Sadan finder man konfidensintervallet

Vi sparger 1000 velgere hvilket parti de vil stemme pa. 320 siger at de vil stemme pa pip-
partiet.
320 _ 0,32=32%.
1000
Da det kun er en stikpreve, behover de 32 % ikke vere nojagtig.
Vi angiver ngjagtigheden ved at angive 95 % konfidensintervallet.

I Nspire finder vi 95 % konfidensintervallet sadan:

Velg i veerktgjsmenuen:
Beregninger
Statistik
Konfidensintervaller
z-interval for en andel
Set
x til 320
n til 1000
C-niveau til 0,95
Vi far sa:
C Lower : 0,291088
C Upper: 0,348912
Dvs. 95 % konfidensintervallet er:

[29,1% ; 34,9%]
Hvis der var valg nu ville pip-patiet bedemt ud fra stikpreven fa mellem 29,1% og 34,9 % af
stemmerne.

7.2 Eksempel 1 pa opgave med konfidensinterval

Opgaven

12017 fik 44 % af eksaminanderne 10 eller 12.
12019 udtog man en stikprove pa 160 eksaminander.
I stikpreven var der 60 eksaminander der fik 10 eller 12.

a) Bestem ud fra stikpreven 1 2019 et 95 %-konfidensinterval for andelen af eksaminander der
fik 10 eller 12.

b) Undersog om man pa baggrund af konfidensintervallet kan konkludere at andelen af
eksaminander med 10 eller 12 har @&ndret sig.

Svaret

a) Vi taster X-verdien 60, stikpravesterrelsen 160 og niveauet 0,95, hvorefter Nspire
bestemmer 95 % konfidensintervallet [0,299986 ; 0,450014].
95 %-konfidensinterval for andelen af eksaminander der fik 10 eller 12 er [30,0 % ; 45,0 %] .

b) 44 % ligger 1 konfidensintervallet, s man kan ikke konkludere at andelen af eksaminander
med 10 eller 12 har @&ndret sig.
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7.3 Eksempel 2 pi opgave med konfidensinterval

Opgaven

Et stykke legetoj fis i en bld og en rad version.

I et omréde A er 30 % af de solgte bla.

En stikprove fra et andet omréde B er 35 % blé.

Med udgangspunkt i 95 %-konfidensintervallet kan man konkludere at andelen af bla er
anderledes i omrade B end i omrade A.

a) Hvor stor mé stikpreven mindst have varet?
Svaret

Vi taster X-vaerdien 148, stikprovestorrelsen 424 og niveauet 0,95, hvorefter Nspire
bestemmer procent bl til 35% og 95 % konfidensintervallet til [30%;39%] .

Vi taster X-vaerdien 149, stikprovestorrelsen 425 og niveauet 0,95, hvorefter Nspire
bestemmer procent bl til 35% og 95 % konfidensintervallet til [31%;40%] .

For at 30% ikke skal vare med 1 95 % konfidensintervallet, ma stikprovesterrelsen altsd vare
425 eller storre.
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8: Tosidet binomialtest

8.1 Hypotese

I en beholder ligger mange ens pakker. I hver pakke er én kage med et bogstav.
Nulhypotese: Der stdar A pa 30 % af kagerne.

Den hypotese som vi underseger om kan forkastes, kaldes nu//ypotesen.

For at teste hypotesen udtager vi 60 gange en pakke og undersoger om det er en A-pakke.

Hvis hypotesen er rigtig:

For hver pakke er sandsynligheden 0,30 for at det er en A-pakke.
Antallet X af A-pakker blandt de 60 er binomialfordelt med »n =60 og p=0,30.

Forventet veerdi:
Den forventede vaerdi af X er 30 % af 60, dvs. 18.

8.2 Kritisk omrade

Vi forkaster hypotesen hvis antallet X af A-pakker er alt for stort eller alt for lille, for sa er det nok
ikke rigtigt at 30 % af pakkerne er A-pakker.
Nearmere bestemt forkaster vi hypotesen hvis antallet X er et af folgende tal:

0,1,2,...10 og 26,27,28,...60

Disse tal kaldes det kritiske omrade.

Vi forkaster ikke hypotesen hvis antallet X er et af folgende tal:
11,12, 13, ... 25

Disse tal kaldes accept-omradet.

Vi har fundet frem til det kritiske omrade pé folgende méade:

a)  Forst fastsatter vi et sdkaldt signifikansniveau. Vi s&tter det til 5 %.
Vi dividerer signifikansniveauet med 2 og far 2,5 %.

b) Vi finder det storste tal £ hvor P(X<k) er 2,5 % eller mindre.

Vi praver os frem ved at udregne nogle sandsynligheder p& Nspire:
P(X<10)=0,013878 Dette er mindre end 2,5 % .
P(X<11)=0,029475 Dette er storre end 2,5 % .

Viserat k= 10.

¢) Vi finder sd det mindste tal £ hvor P(k <X) er 2,5 % eller mindre.

Vi praver os frem ved at udregne nogle sandsynligheder p& Nspire:
P(26 <X)=0,019574 Dette er mindre end 2,5 % .

P(25 <X)=10,036238 Dette er storre end 2,5 % .

Vi ser at k= 26.

d) Frade to k-veerdier far vi at det kritiske omrade er
0,1,2,...10 og 26,27,28,...60

e) De veardier af X hvor vi ikke forkaster, kaldes acceptomrédet.
Dvs, acceptomradet er tallene

11,12, 13,..., 24, 25
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8.3 Brug af det kritiske omrade:

Hvis X er 8, dvs. antal A-pakker er 8, sa forkaster vi hypotesen da 8§ er i det kritiske omrade.

Begrundelse: Hvis hypotesen havde veret rigtig, sa var det usandsynligt at X skulle antage en
veerdi 1 det kritiske omrade. Hvis hypotesen havde veret rigtig, sé ville sandsynligheden for at
fa et tal 1 det kritiske omrade vare under 5 %, altsd det signifikansniveau vi har brugt.

Hvis det viser sig at X er 15, dvs. hvis antal A-pakker er 15, sa forkaster vi ikke hypotesen da
15 ikke er i det kritiske omrade.

At vi ikke forkaster hypotesen, betyder IKKE at vi har vist at hypotesen er rigtig.
Det er kun hvis vi forkaster en hypotese, at vi har vist noget.

9. Ensidet binomialtest

Denne opgavetype kommer ikke til skriftlig eksamen.

9.1 Hejresidet binomialtest

Salgeren siger at 10 % af pakkerne har defekt indhold.
Kunden udtager en stikprove pa 30 pakker for at teste folgende hypotese:

10 % af pakkerne har defekt indhold.
Signifikansniveau er 5 %.

Kunden forkaster ikke hypotesen hvis der er i defekte.
Testens kritiske omrade skal derfor kun besta af store tal.

Antallet X af defekte i stikpreven er binomialfordelt med n» =30 og p = 0,10 .
Nspire udregner:

P(X>6)=0,07319 Dette er storre end 5% .
P(X>7)=0,025827 Dette er mindre end 5% .

Altsa er det kritiske omrade folgende tal:
7,8,9,...,29,30.

9.2 Venstresidet binomialtest

Salgeren siger at 90 % af pakkerne er uden fejl.
Kunden udtager en stikprove pa 30 pakker for at teste folgende hypotese:

90 % af pakkerne er uden fejl.
Signifikansniveau er 5 %.

Kunden forkaster ikke hypotesen hvis der er mange uden fejl.
Testens kritiske omrade skal derfor kun besta af sma tal.

Antallet X af defekte i stikpreven er binomialfordelt med n» =30 og p = 0,90 .
Nspire udregner:

P(X<23)=0.025827 Dette er mindre end 5 % .

P(X<24)=0.07319 Dette er storre end 5% .

Altsa er det kritiske omrade folgende tal:
0,1,2,...,22,23.
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10. Normalfordelingsapproksimation

Denne opgavetype kommer ikke til skriftlig eksamen.

10.1 Tal der er normalfordelt.

Vi méler hojden af alle drenge 13.g .
De mélte tal afsetter vi som prikker pa en tallinje.
Tallene ligger ikke jevnt fordelt. De er fordelt sadan:

Der er et sted pa tallinjen hvor tallene ligger teet.
Jo lengere man kommer fra dette sted, jo mindre tet ligger tallene.

Nar vi méler ting af samme slags. vil tallene ofte vare fordelt pd en bestemt mdde som vi
kalder normalfordelt. F.cks. er hgjderne af drengene i 3.g normalfordelt.

10.2 Frekvensfunktion for normalfordeling.

Vi har malt hgjden af nogle planter af samme type.

Hojderne er normalfordelt med middelvardi 25 cm og spredning 5 cm.
Nedenfor er vist grafen for fordelingens frekvensfunktion.

Det ses at arealet under kurven i intervallet 15 <x <23 er 0,322.

Det betyder at 32,2 % af hgjderne er mellem 15 cm og 23 cm.

M

y

0,3218528

0,02

S X

— ' LY
rl

5 15 a3 Hgjde i em

10.3 Beregning af sansynlighed i normalfordeling.

Hvis X er normalfordelt med middelverdi x=4,7 og spredning o= 1,2
er P(4<X<5)=0,318872~ 32,9 %.

Dette er udregnet i Nspire ved i vaerktejsmenuen at velge
Beregninger / Sandsynlighedsregning / Fordelinger / Normal Cdf
og satte
Nedre graense til 4, @Qvre grense til 5, util4,7, otil 1,2.

10.4 Normalfordelingsapproksimation til binomialfordeling

Nér

X~b(n,p) og Y~N(u,o0)
hvor

p=np og o=n-p-(I-p),
sa geelder:

P(X<a) =P(Y<a+0,5).
Tilnaermelsen er god nér

np(l-p)>9.
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11. Stolpediagram for binomialfordeling

For at tegne et stolpediagram for en binomialfordeling skal du abne dokumentet
matl.dk/binom_stolpe.tns
og kopiere stolpe-vinduet over i dit eget dokument.

Serg for at dokumrntet ligger pa din computer.

ZAndre XMax

Man kan @ndre x-aksens lengde sddan:
Hejreklik pa stolperne,
Velg Zoom / Indstillinger for vindue
Tast en ny vaerdi for Xmax

0.16
1 0.12
2
3 =

“ 0.08
4

N

0.04

0.00 T | T
0o 12 14 18 18 20 22 24 2B 28 30

8] -l o
=
——1
o

-
e
[y

M

Antals- og sandsynlighedsparameter a:=30 = 30 p:=0.4 = 0.4
Ret a og p, hejreklik sd 1 stolpevindue og vaelg Zoom/Zoom-Data.
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