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1. Vinkler.

1.1 Regler for vinkler.

1.1a
90°
1.1d
r
u Y

I en trekant er de tre vinkler

altid 180° tilsammen:
u+v+r=180°
r=180°-u—v

I ligebenet trekant er vinkler
ved grundlinje lige store, dvs.
nar p=q er u=v .

1.1b 1.1 ¢ u+v=180°
_ /v=180°—u
180° u
= y
1.1e 1.1f
p q

) m
u v,
Hvis [ og m er

parallelle, er
u=v .

En vinkel i en trekant er

spids hvis den er under 90°
ret hvis den er 90°
stump hvis den er over 90° .

2.  Omkreds, areal, hejde.

2.1 Omkreds.

Udregn omkreds sadan:

Laeg siderne sammen.
Dyvs.

Omkreds = a+b+c+d+e

BEMZRK: f er ikke med i omkredsen.
Et linjestykke inden i figuren er ikke en side

og harer ikke med til omkredsen.

2.2 Rektangel.

Udregn rektangels omkreds sadan:

Udregn rektangels areal sddan:

Lag siderne sammen. Laengde gange bredde. b
Dyvs. Dvs. b

Omkreds = [+b+/+b = 2[+2b Areal = [-b ]
2.3 Kvadrat.

Udregn kvadrats omkreds sadan:
Laeg siderne sammen.
Dyvs.
Omkreds = s+s+s+s = 4s

Udregn kvadrats areal sadan:
Side gange side.

Dyvs.
Areal = 5.5 = 5
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2.4 Haejde.

Hgjden fra A er det linjestykke Hgjden fra B gar vinkelret Siden AC er hgjden fra A .
der gar fra A og vinkelret ind pa ind pa den modstaende
den modstéende side. sides forleengelse. C

B
C C A
2.5 Hoeojde-grundlinje-formel for trekants areal.
For trekanter gelder: areal = % hajde - grundlinje Formlen bruges ikke kun til
< at bestemme areal. Hvis vi
Trekants areal = %-d-a kender to af tallene areal ,
b hgjde og grundlinje , sa
En af hgjderne i trekanten.  Grundlinje, dvs. den af siderne der a kan vi bestemme det sidste
er vinkelret pa den valgte hgjde. af tallene.
2.6 Eksempel hvor areal er kendt.
28
Areal = %-h@jde- grundlinje L 3
105 = L.p . 28 19.3 areal 2105 A 5
Losning af ligningen uden hjzlpemidler: : Legsning af ligningen med hjzlpemidler:
105 = %'”28 Nspire lgser ligningen 105=%-k- 28 mht. # og far A=7.5.
105 = h-14 . .,‘
105 h-14 solve 105=§-h- 28,4 » h=7.5
14 14 :
h=75
75=h
h="175

2.7 Haejde der ikke er tegnet.

Opgave: Figuren viser en gavl.
Bestem hgjden af gavlen.

Svar: Vi tegner den viste hajde % .
Vi ser pa den retvinklede trekant ABC .
Af reglen for sinus i retvinklet trekant far vi
h =26-sin(59°) Se 7.1b
Dyvs.
h=22,2863

Gavlens hgjde er 22 m .
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3. Pythagoras' s@tning.

3.1 Katete og hypotenuse.

Siderne p og ¢ er trekantens kateter.
Det kan vi se fordi vinklen imellem p og ¢ er ret. q

Siden r er hypotenusen. p
Det kan vi se fordi » ikke er en af kateterne.

Advarsel: Hvis en trekant ikke er retvinklet, r
sd har den hverken hypotenuse eller kateter.

3.2 Pythagoras' setning.

Pvthagoras’ setning som formel

For en retvinklet trekant geelder:

p q
p2+q2 = 72 <—— Gelderkuni
retvinklet trekant.
nar  p og g er kateter,
og r er hypotenuse. r

Pvthagoras’ setning i ord

Den ene katete i anden plus den anden katete i anden er hypotenusen i anden.

3.3 Bestem katete med Pythagoras' s@tning.

Vi ser:

kateterne er a og 6 10
hypotenusen er 10 6

Derfor er
a* +6*> =107 -

Losning af ligningen uden hjelpemidler: : Lesning af ligningen med hjelpemidler:

2 2 2
a”=10"-6 Nspire lgser ligningen 512+62=102 mht. a for 0<a og far a=8 .

2 2
10°-6 da 0<a solvelg +6 =10 ,g/|0<ag » a=8

a
a:\/6_4 a=28
a

3.4 Bestem hypotenuse med Pythagoras' satning.

Vi ser:

kateterne er 5 og 12 5 12
hypotenusen er ¢

Derfor er
52 4127 =4 -

Losning af ligningen uden hjelpemidler: : Lesning af ligningen med hjelpemidler:

2 2 _ 2 ) . 2 2 2 N
ST+127 =t Nspire l@ser ligningen 5 +12"=¢ mht. 7 for 0<f og far =13 .
2 2
\ = < 2 2 2
S"+12 ! da 0<t solve(5 +12 =t ,r)|0<z » =13

V169 = (=13

t=1
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4. Sprogbrug.

4.1. Modstaende vinkel eller side.

v er modstaende vinkel til siden [/,
og [ er modstaende side til vinklen v,
fordi / ikke steder op til v.

Viserat m og n stederoptil v, m
sda m og n erikke modstdende til v.

u er modstaende til m .
w er modstaende til 7 . n

4.2 Betegnelse for modstiaende vinkel eller side.

Hvis der star i trekant DEF er f =14 D

gaelder det er siden over for vinkelspidsen F der er 14. F

Sprogbrugen er nemlig sddan at d

nar et stort bogstav er en vinkelspids i en trekant, E
geelder  det tilsvarende lille bogstav er siden over for vinkelspidsen,

hvis der ikke fremgér andet.

Eksempel pa udnvttelse af denne sprogbrug:

I en trekant ABC hvor vinkel C erret, er a>+b* = ¢* .

o)

Advarsel: Se figur til hgjre.
Det dur ikke hvis du skriver m = 2,6 .
Laeseren kan ikke vide om det er AB eller BC der er 2,6.

Skriv m pa den side du mener.
Du skal altid tegne en skitse i en geometriopgave. A M c

4.3 Ord for siderne i en retvinklet trekant.

Siden p eren katete fordi den stader op til den rette vinkel.
Siden » er hypotenusen fordi den ikke steder op til den rette vinkel.

Siden p er den hosliggende katete til vinkel v fordi p er den af kateterne

der steder op til vinkel v. q
Siden ¢ er den modstaende katete til vinkel v fordi ¢ er den af kateterne
der ikke steder op til vinkel v . v
. . p
Advarsel: Ordene katete og hypotenuse kan kun bruges i en retvinklet trekant.
Eksempler .
27° .
’ d & k
8
63°
w
t g
r er hosliggende katete til v n er hosliggende katete til w h er modstdende katete til vinklen pa 63°
t er modtaende katete til v d er modtdende katete til w Hypotenusen er 8

g er hypotenuse
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5. Ensvinklede trekanter.

5.1 Ord og metoder i opgaver om ensvinklede trekanter.

Pé figuren har jeg brugt buer til at vise ™

hvilke vinkler der er lige store: 28
De to vinkler med dobbeltbuer er lige store. Tk

De to vinkler med enkeltbuer er lige store. 20
De to sidste vinkler mé sé veere lige store (\ ‘
da vinklerne i en trekant tilsammen er 180°. 462
. . . 47 ’
At de to trekanter har samme vinkler, udtrykker vi ved at sige \ /
at trekanterne er ensvinklede.

Regel: Nar to trekanter har samme vinkler, er der en skalafaktor. \#
Nar vi ganger siderne i den ene trekant med skalafaktoren, sa far
vi siderne i den anden trekant.

Pé figuren har jeg vist at jeg har valgt at kalde skalafaktoren £, og at jeg har valgt at det er siderne i venstre
trekant der skal ganges med skalafaktoren.

1) 20-k = 28  dasiderne der er 20 og 28 har lige store modstadende vinkler (dobbeltbuer).
2) 47k = q da siderne der er 47 og ¢ har lige store modstaende vinkler (ingen buer).
3) n-k = 46,2 da siderne der er n og 46,2 har lige store modstaende vinkler (enkeltbuer).

Af (1) farvi k = %—g =1,4 Viharnu udregnet £ og kan bruge £ til at udregne g og n.

Af (2) farvi ¢ = 47-1,4 = 65,8

Af () farvi  n =202 =33

5.2 Simpel opgave om ensvinklede trekanter.

F
Opgave
Trekanterne ABC og DEF pa Q 9 d
figuren er ensvinklede. 6 4
Bestem d og c.
Svar . . .
I Nar der i opgaven star ordet
Trekanterne er ensvinklede, sa der er der en skalafaktor ¢ ensvinklede, skal vi normalt
som vi ganger sider i ABC med for at fa sideri DEF . udregne en skalafaktor.

6-g=9 da siderne der er 6 og 9, har ens modstaende vinkler.
g =15 Vi har divideret begge sider med 6. Vihar nu udregnet g og kan bruge q til at udregne d og c.

4.q=d da siderne der er 4 og d, har ens modstaende vinkler.
41,5 =d

d =6

c-q=12 dasiderne der er ¢ og 12, har ens modstaende vinkler.
c-1,5=12

c=8 Vi har divideret begge sider med 1,5.
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5.3 Sammensat opgave om ensvinklede trekanter.

Opgave E
Pé figuren er BC parallel med DE .
Bestem |CE] . 21
15
C
5
Svar A > D

Ved hjeelp af reglerne for ensvinklede
trekanter kan vi udregne lzengder af sider
i trekanterne, men CE er ikke side i en af
trekanterne. Vi udregner derfor forst |AC|.
Sa kan vi derefter udregne |CE| ved at
5-k=15 da siderne der er 5 og 15, har samme modtéende vinkel.  trakke [AC] fra 21.

Sk _15
5 5
k=3 Vihar nu udregnet k og kan bruge k til at udregne |AC|.

Da BC er parallel med DE, er trekanterne ABC og ADE
ensvinklede, sé der er en skalafaktor & .

Udregning af k:

Udregning af |[AC|:
|AC| -3=21 da AC ogsiden derer 21, har ens modstadende vinkler.

|AC|-3_2
33
|aC|=7

Udregning af |CE]|:
|CE|=21-7
|CE| =14

6. Cosinus, sinus, tangens og Nspire.

I mange opgaver med trekanter har vi brug for at regne med noget der hedder cosinus, sinus og tangens .

I et matematikfelt i et notevindue i Nspire taster vi cos(26°) og ctrl-enter (cmd-enter pa Mac) :
cos(26°) = 0.898794

Nér vi leser denne ligning, siger vi:
cosinus til 26° er 0,898794 .

Flere udregninger: sin(138°) =0.669131 tan(15.2°) =0.271694
Nér vi leeser disse ligninger, siger vi  sinus til 138° er 0,669131 og tangens til 15,2° er 0,271694 .

Hvis v er en vinkel i en trekant og 7-cos(v) =4, sé skal vi lese denne ligning. HUSK: Over solve-linjen
skriver vi med seaedvanligt
matematiksprog hvad der
foregar i solvelinjen.

Ligningen har mange positive og negative losninger, men
da v eren vinkel i en trekant, skal vi kun finde losninger mellem 0° og 180°.

Nspire lgser ligningen 7-cos(v) =4 mht. v for 0°<v<180° og far v=155,1501°.
solve(7- cos(v)=4,v)|0°<v<180° » v=55.1501 <—— HUSK altid: Hajreklik, Attributter, Grader for at vere helt sikker.

Hvis v er en vinkel i en retvinklet trekant, skal vi kun finde lgsninger mellem 0° og 90°.
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7. Cosinus, sinus og tangens i retvinklet trekant.

7.1 De tre regler for cosinus, sinus og tangens i retvinklet trekant.

Nar
v er en spids vinkel i en retvinklet trekant
r er hypotenusen r
p er v's hosliggende katete 1
g er v's modstaende katete !
sa geelder: p
7.1 a r-cos(v) = p dvs.  hypotenuse gange cos(v) er V's hosliggende katete
7.1b r-sin(v) = ¢q dvs.  hypotenuse gange sin(v) er v's modstdende katete
7.1¢ p-tan(v) = ¢ dvs.  V's hosliggende katete gange tan(v) er v's modtaende katete

I mange tilfeelde hedder vinklen og siderne noget andet end v, p, ¢, 7.
Derfor er det ofte en fordel at udtrykke reglerne i ord som vi har gjort til venstre for formlerne.
Se TYPE 1-9 side 16-17.

Her er fire billeder af samme trekant:

r
i)
q r
Af de tre regler 7.1 a-c far vi at felgende seks formler geelder for trekanten uanset hvordan den vender:
r-cos(u)=gq r-sin(u)=p q-tan(u)=p
r-cos(v)=p r-sin(v)=gq p-tan(v)=¢q

Naér du skal regne en opgave med kendte tal:

Indset de kendte tal i en af formlerne.
Hvis bogstavet vi skal finde, star alene pa den ene side af lighedstegnet:

Udregn den anden side af lighedstegnet.
Ellers:
Brug solve.

I ramme 7.2 er vist hvordan sddanne besvarelser ser ud.
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7.2 Eksempler pa udregninger med cos, sin og tan

i retvinklet trekant.

7.2 a Opgave Bestem vinkel 4 .
Svar
Af den retvinklede trekant ABD farvi 6-sin(4) = 5 .
Nspire lgser ligningen 6-sin(4) = 5 mht. 4 for 0°<A4<90°
og far 4 =156,4427°~56,4° .

solve(6- sin(4)=5.4)|0°<A4<90° » a=56.4427

7.2 b _Opgave Bestem |BC|.

Svar
Af den retvinklede trekant BCD far vi |BC|-cos(50°) =5.
Nspire lgser ligningen |BC|-cos(50°) = 5 mht. |BC| for
|BC|>0 ogfar |BC|=7,77862 ~ 7,78 .

solve(BC- cos(50°)=5,BC)[0<BC » bc=7.77862

B

50°

o
bj
a

7.2 ¢ Opgave

30 meter fra et tree sigter vi op mod toppen.
Vinklen mellem sigtelinje og vandret er 52°.
Trekanten til hgjre er en model af denne situation.
Bestem traeets hajde.

Svar

Af denne retvinklede trekant far vi
30-tan(52°) = & .

h = 30-tan(52°) = 38.3982 =~ 38 A

52°
30

Enhed: meter

Treeets hgjde er 38 m .

7.2 d Opgave
Et punkt D ligger pa siden BC i den retvinklede trekant 4BC.
Bestem |CD|.

Svar

Vinkel D itrekant ABD er 180°-30°-27° = 123°

da vinkelsum i trekant er 180°.

A

Vinkel D itrekant ACD er 180°-123° =57° dade to vinkler tilsammen er en halv omgang

|CD| = 23- 005(57°) =12.5267 = 12,5 ifolge reglen for cos i retvinklet trekant

7.2 ¢ Opgave

Rektanglets areal er 6.
Bestem rektanglets omkreds.

Svar
b-h=6 da rektangels areal udregnes som bredde gange hajde.
b-tan(33,69°) =h ifolge reglen for tangens i retvinklet trekant.

Nspire lgser ligningssystemet
b-h=6 og b-tan(33,69°)=h mht. b og & for b>0

733,69°

og h>0

og far »=13,00000 og /=2,00000 (matematikfeltet er indstillet til 6 cifre).

solve(b h=6 and b- tan(33.69°)=h,b,h)jb>0 and h>0 > b=3. and h=
Rektanglets omkreds er 26+24 = 10,00 .

o]
4.
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8. Sinusformlen for areal af trekant.

8.1 Sinusformlen for areal af trekant.

Formlen bruges ikke kun il
at bestemme areal. Hvis vi
T =%-p -q -sin(v) T kender tre af tallene T, p, q
0g v, sa kan vi bestemme
det sidste af tallene.

Sinusformlen for areal af trekant er

hvor T er arealet, p og ¢ erto sideri v
trekanten, og v er vinklen mellem disse sider. P

Sinusformlen for areal af trekant udtryvkti ord:

Areal af trekant = % den ene side - den anden side - sinus til vinklen imellem de to sider .

8.2 Bevis for sinusformlen for areal af trekant.

Pa figuren tegner vi en hgjde /4 der deler trekanten op
i to deltrekanter.

areal = % - grundlinje - hajde Dette er hgjde-grundlinje-formelen for trekants areal.
T = % -p-h Pa figuren ser vi at p og & er grundlinje og hejde.
T = % -p - g-sin(v) da g¢-sin(v) =/ ifelge regel for sin i retvinklet trekant (brugt pa venstre deltrekant).

Dette er sinusformlen for trekants areal, sa vi har bevist at den gzlder.

8.3 Eksempler pa brug af sinusformlen for areal af trekant.

Opgave

Arealet af trekant ABD er 31,6 .
Bestem leengden af BD .

Bestem arealet af trekant BCD .

Svar

Da areal af trekant ABD er 31,6, far vi af sinusformlen y
for areal af trekant: 31,6 =0,5-5 - |BD| - sin(110°) .

Nspire lgser ligningen 31,6 =0,5-5 -|BD|-sin(110°) mht. |BD| og far |BD|= 13,4512~ 13,5
solve(31.6=0.5- 5- BD- sin(110°),BD) » bd=13.4512

Af trekant BCD og sinusformlen for areal af trekant far vi:
Areal af trekant BCD er 0.5-9- 13.4512 sin(32°) = 32.0762 =~ 32,1
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9. Sinusrelationen.

9.1 Sinusrelationen.

Sinusrelationen gelder i alle trekanter og siger at

p q

sin()  sin(v)

hvor siden p er modstaende til vinklen u
siden ¢g er modstaende til vinklen v

Vi bruger IKKE sinusrelationen i retvinklet trekant, da vi har simplere formler til retvinklet trekant.

9.2 Bevis for sinusrelationen.

P4 figuren har vi tilfejet en hejde %, der deler trekanten i to trekanter.
Da disse er retvinklede, er ¢-sin(u)<= 2 og p-sin(v) = h .

g-sin(u) = p-sin(v) da begge sider er lig /.
-sin(u -sin(v . .
- 9 ( ) = — 'd ( ) Vi har divideret begge ligningens sider med sin(u)-sin(v) .
sin(u)-sin(v)  sin(u)-sin(v)

q = P Vi har forkortet de to breker.

sin(v) - sin(u)

Dette er sinusrelationen, sa vi har bevist at den gelder.

9.3 Bestem vinkel med sinusrelationen.

Opgave Bestem vinklen u pé figuren. >

Svar 34

Af sinusrelationen far vi sii?u) = sin(51210°) . =
34 52 52

mht. u for 0°<u <180°

Nspire loser ligningen sin(u) _ sin(110°)

ogfair u=37,9094° eller u=142,091°
dvs. u=37,9° foru ma vere mindre end 90° da en af de andre vinkler er over 90°.

52

e sin(u] - sin(l 100) “

|0°<u<180° » 4=37.9094 or u=142.091

9.4 Bestem side med sinusrelationen.

. . B=star uden for matematikfeltet. Attributter B
Opgave Bestem siden b pé figuren. skal veere = og grader. Tilfgj © efter facit.
Svar v
Vi far brug for siden b 's modstdende vinkel: B= 180°-27°-105° = 48°
. . . . b _ 6
Af sinusrelationen far vi: Sin(48°) = s (105°)
6 4 ¢

Nspire lgser mht. b for 0<b ogfar b=4,61616 . Dvs.:. b=4,62

sin(48°%)  sin(105°)

b 6
sin(48°) sin(105°)’

solve b| » b=4.61616
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9.5 Opgave med to lesninger.

Opgaven
I trekant ABC er

(x) A=34°, a=5 og c=8.

Vi vil udregne vinkel C.

Skitsen
Vi tegner en skitse: /\5

Udregningen A 8
Vi satter ind 1 sinusrelationen:
5 8

sin(34°) N sin(C)
Nspire lgser denne ligning mht. C for 0°<C <180° og far:
C=635° eller C=116,5°

De to trekanter

Det viser sig at der er to trekanter der opfylder (x).

I den ene af disse trekanter er C =63,5°,

ogidenandener C=116,5°. /
Vi vil tegne de to trekanter.

Forst tegner vi AB og vinkel A. Y| A

Punktet C ligger pa /, og afstanden fra Btil C er5.
Derfor tegner vi en cirkel med centrum B og radius 5:
Nu har vi de to trekanter ABC.
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10. Cosinusrelationen.

10.1 Cosinusrelationen.

Cosinusrelationen gelder i alle trekanter og siger at
r2 — p2 + qz — 2.p.q.cos(u) q

hvor  p, g og r er trekantens sider

siden 7 er modstdende til vinklen u P

Vi bruger IKKE cosinusrelationen i retvinklet trekant, da vi har simplere formler til retvinklet trekant.

10.2 Bevis for cosinusrelationen. I ramme 10.3 stér et bevis der er beregnet for A-niveau.

Pé figuren har vi tilfojet en hgjde.

Vi bruger pythagoras pa den hejre af de to retvinklede trekanter
og far:
? =+t

I denne ligning erstatter vi K med qz_mz (pythagoras brugt pa den venstre af de to retvinklede trekanter, se (1) nedenfor),
og vi erstatter n med p-m (da m og n tilsammen er p).
Sa far vi

= qg-m’ + (p-m)’

Heri erstatter vi m med g cos(u) (Venstre trekant: hypotenuse gange cos er vinkels hosliggende katete, se (2) nedenfor).
og far
2 _ 2 2 2
r = q—(qcos(u))” + (p—qcos(u))
Nspire reducerer hgjre side (se (3) nedenfor)
og far

P o= p2 + q2 — 2pgcos(u)

Dette er cosinusrelationen som hermed er bevist.

Bemgerkninger

(1)  m*+h*=¢*  er pythagoras brugt pa den venstre af de to retvinklede trekanter.
W’ =q*~m®>  vihar trukket m® fra begge sider.

(2)  Iden venstre af de to retvinklede trekanter ser vi at
q er hypotenuse
m er hosliggende katete til vinklen u
s&  g-cos(u)=m da hypotenuse gange cosinus til vinkel er lig vinkels hosliggende katete.

(3)  Nar Nspire reducerer, ser det sddan ud:

qg—(q_- cos(u))g-i-(p—q- cos(u))2 =2pq cos(u)—lpg-i-q2
Vi ser at Nspire fir samme tre led som vi har skrevet, men Nspire skriver de tre led i en anden
reekkefolge. N .
Detreleder 2 p-gcoslu) , p og q- .
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10.3 Beyvis for cosinusrelationen. A-niveau

Hvad er cosinus?
Cosinus er en funktion der er indbygget i matematikprogrammer.
Forbindelsen mellem cosinus og trekantsberegning er fastlagt ved folgende tre regler:

(1) Nér v er en spids vinkel i en retvinklet trekant
r er hypotenusen r
per v's hosliggende katete
sé gelder:  r-cos(v) = p P
dvs. hypotenuse gange cos(v) er v's hosliggende katete
(2) Nar u og v tilsammen er 180°
2 u
sd gelder:  cos(u) =—cos(v) ¥

(3) cos(90°)=0

Bevis nar hgjden falder inden for trekanten

Pé figuren har vi tilfejet en hejde 4.
Hgjden deler trekanten i to retvinklede trekanter.

Langden af denne katete
kalder vi m. S& ma leengden af denne katete
vaere p—m .

Den hgjre retvinklede trekant har kateter # og p—m og hypotenuse 7.
Den venstre retvinklede trekant har kateter 2 og m og hypotenuse ¢q.
Vi bruger pythagoras pa hver af disse trekanter og far

W =r—(p-m)> og I =qg-m".

De to hejresider er begge lig %, sa de er lig hinanden:

P(p-m): = ¢*—m"

= qz_m2+(p—m)2 Vi har lagt (p—m)* til begge sider.
P = q27m2+p2+m272pm Vi har omskrevet (p—m)® ved brug af en af kvadratsatningerne.
r 2= 612 +p272pm -m? og m* gér ud mod hinanden.
(4) P= q2 +p2—2quOS(u) Regel for cosinus i retvinklet trekant brugt i venstre trekant giver g-cos(u) =m .

Ligningen (4) er cosinusrelationen som hermed er bevist i det tilfaelde hvor hgjden falder inden for trekanten.

Ramme 10.3 fortseetter pa naeste side.
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Bevis nar hgjden falder uden for trekanten

Vi har tilfejet en hejde 4 sa der fremkommer en stor og en lille h
retvinklet trekant.

Den lille retvinklede trekant har kateter £ og m og hypotenuse ¢.
Den store retvinklede trekant har kateter # og p+m og hypotenuse r.
Vi bruger pythagoras pa hver af disse trekanter og far

W =r—(ptmy og W =q-m".

De to hejresider er begge lig %, sa de er lig hinanden:

P(p+m)® = ¢*—m?

P = qz_m2+(p+m)z Vi har lagt (p+m)* til begge sider.

P= q27m2+p2+m2+2pm Vi har omskrevet (p+m)* ved brug af en af kvadratsztningerne.

P = qz +p2+2pm -m? og m* gar ud mod hinanden.

v = q2 +p2+2pqcos(v) Regel for cosinus i retvinklet trekant brugt i venstre trekant giver g-cos(v) =m .

¥’ =g +p™+2pg(—cos(u))  Dau og vtilsammen er 180° , er cos(v) = —cos(u) .

(5)  7*=q" +p*~2pgcos(u)

Ligningen (5) er cosinusrelationen som hermed er bevist i det tilfeelde hvor hgjden falder uden for trekanten.

10.4 Bestem vinkel med cosinusrelationen.

Opgave Bestem vinklen C pa figuren. B
Svar
Af cosinusrelationen far vi: 3,22 = 5,42 + 6,02 -2:5,4-6,0-cos(C) 3,2 .4
Nspire lgser ligningen 3,22 =542 +46,0°-2-54-6,0- cos(C)
mht. C for 0°<C<180° ogfar C=32,0559°. Dvs.: C=32,1°.
A 6.0 C

2 2 2
solve|3.2"=5.4 +6.0 -2+ 5.4+ 6.0 COS(C),C)|O°<C<180° » ¢=32.0559

10.5 Bestem side med cosinusrelationen.

Opgave Bestem siden p pa figuren.

Svar
Af cosinusrelationen far vi: p* = 58>+ 45% — 2-58-45-cos(59°)
Nspire leser ligning p* = 58” + 45% — 25845 - cos(59°) 45 L

mht. p for O<p ogfar p=51,9663 . Dvs.: p=52,0.

2 2 2
solve(p =587+45 —2-58-45-005(59°)J7)|0<p > p=51.9663 o0
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11. Nogle begreber.

11.1 Hogjde.

En hgjde i en trekant er et linjestykke der gér fra en vinkelspids til et punkt
pa den modstéende side og er vinkelret pa denne side.

I enhver trekant er der tre hojder. Pa figuren er vist hojden 4, fra 4 pésiden a.

F.cks.: Hvis det i en opgave er oplystat AD er hgjden pa BC (se figur),
sa har du faet oplyst at vinkel D er ret. S& kan du bruge reglerne for hy
retvinklet trekant.

11.2 Median.

En median i en trekant er et linjestykke der gar fra en vinkelspids
til midtpunktet af den modstéende side.

I enhver trekant er der tre medianer.
Pa figuren er vist medianen m, fra B pa siden b

Hvis det i en opgave er oplyst at BD er median pa AC (se figur),
sd har du faet oplyst at AD og DC er lige lange: A

F.cks.: Hvis du kender AD eller kan udregne AD, sa kan du udregne AC ved at gange 4D med 2.
F.cks.: Hvis du kender AC eller kan udregne AC, sa kan du udregne AD ved at dividere AC med 2.

11.3 Vinkelhalveringslinje.

En vinkelhalveringslinje i en trekant er en linje der gar gennem en af
vinkelspidserne og halverer vinklen.

I enhver trekant er der tre vinkelhalveringslinjer.

Pa figuren er vist vinkelhalveringslinjen v, for vinkel C . A

Hvis det i en opgave er oplyst at CD er vinkelhalveringslinje for vinkel C
(se figur), sa har du féet oplyst at vinklerne u og v er lige store:
F.eks.: Hvis du kender u eller kan udregne u, sé kan du udregne vinkel C itrekant ABC ved at gange
u med 2.
F.cks.: Hvis du kender vinkel C itrekant ABC eller kan udregne den, sa kan du udregne vinkel u ved at
dividere vinkel C med 2.

B

11.4 Nogle betegnelser.

ZABC er vinkel B i trekant ABC . v R
Eksempel: Pa figuren er ZRSQ=v .

AB er linjestykket med endepunkter 4 og B .
|AB| erlengden af linjestykket AB .

Eksempel: Pé figuren er PO og PS ikke samme
linjestykke, men |PQ| = |PS| .

I en trekant ABC betegner A, B og C bade
punkter og vinkler.

Eksempel: Man kan skrive P =90° eller £ZP=90° .

0
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12. Sammensat opgave.

En grundopgave i trekantsberegning kan du lgse ved at finde opgaven i oversigten side 16-19.
En sammensat opgave kan du ikke lagse ved at finde opgaven i en lerebog da der er alt for mange muligheder.
Meningen med en sammensat opgave er at du skal se hvordan du kan lgse den ved hjelp af grundopgaver.

I mange sammensatte opgaver er der tegnet et linjestykke som deler en trekant op i to deltrekanter. For at finde
ud af hvad du skal gere, kan du tegne de tre trekanter hver for sig og skrive tal og bogstaver pa dem.

AN AN

Nar du har tegnet de tre trekanter, ser du om der er en af dem hvor du kan regne noget ud.
Hyvis det du har regnet ud, ogsa er en side eller vinkel i en af de andre trekanter, sé skriver du ogsa resultatet her.

Det er isa@r vigtigt at tegne den store trekant da det viser sig at linjen inden i den er distraherende nér man regner
pa den store trekant.

13. Kvadratsatninger.

De tre kvadratsatninger:

Kvadratet pa en sum: (a+b)> = a®> +b>+2ab
Kvadratet pa en differens: (a—b)? = a®>+b%>-2ab
To tals sum gange samme tals differens: (a+b)a-b) = a® -b?
Sprogbrug: kvadratet pdettal = tallet opleftet til anden.
Eksempel: kvadratetpd 4 = 16 og kvadratet pd 3x = 9x2.

Eksempler pd brug af kvadratsatningerne:

Kvadratet pa en sum:
(Bx+5)? = 3x)* +5°+2-3x-5 = 9x? +25+30x
(a+b)? = a®> +b*+2-a-b

Kvadratet pa en differens:
(Bx=5)% = 3x)?+5%-2-3x-5 = 9x* +25-30x
(a-b)? = a® +b*=2-a-b

To tals sum gange samme tals differens:
(Bx+5)-(3x=5) = 3x)* =5 = 9x* =25
(a+b)-(a->b) a’> - b?
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De 11 opgavetyper med sider og vinkler i retvinklet trekant

I trekanten til hgjre er siderne med laengde 3 og 4 kateter,
fordi vinklen mellem dem er ret. Siden med leengde 5 er
hypotenuse, fordi den ikke er en af kateterne.

Forestil dig at du sidder i den spidse vinkel ©# og holder i de to
vinkelben. Den katete du holder i, er vinklens hosliggende
katete. Den anden katete er vinklens modstiende katete.

Kendt:  Hypotenusen og en spids vinkel.

Udregn: Vinklens hosliggende katete.

. o =
Sw,fos (3 Z) tv.n' Nspire udregner venstre side

“-vinklens hosliggende katete
“spids vinkel
“hypotenusen

Kendt: En spids vinkel og dens hosliggende katete.
Udregn: Hypotenusen.
t-c0s(37°) = 4 Nspire loser mht. ¢

. vinklens hosliggende katete
“spids vinkel
“hypotenusen

Kendt:  Hypotenusen og en katete.
Udregn: Vinklen mellem disse.

5-cos(u) = 4 Nspire lgser mht. ©# for 0° <u <90°
" “vinklens hosliggende katete
. “spids vinkel
“hypotenusen

37° .
t
37° .

Kendt:  Hypotenusen og en spids vinkel.
Udregn: Vinklens modstaende katete.

Nspire udregner venstre side
5-8in(37°) =t

“.vinklens modstiende katete
. “spids vinkel

Type 5 “hypotenusen

Kendt: En spids vinkel og dens modstaende katete.

Udregn: Hypotenusen.

t-sin(37°) =3 Nspire lgser mht. ¢

“vinklens modstiende katete
. “spids vinkel
“hypotenusen

Kendt:  Hypotenusen og en katete.
Udregn: Katetens modstaende vinkel.

5-sin(u) =3 Nspire loser mht. u for 0°<u <90°
" “vinklens modstaende katete
. “spids vinkel
“hypotenusen

t
37°
t

3
37°
5

3
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Kendt: En spids vinkel og dens hosliggende katete.
Udregn: Vinklens modstaende katete.

4-tan(37°) = ¢ Nspire udregner venstre side t
T v, r
“-vinklens modstiende katete 37°
“spids vinkel 4
“vinklens hosliggende katete
Type 8
Kendt: En spids vinkel og dens modstaende katete.
Udregn: Vinklens hosliggende katete.
t-tan(37°) =3 Nspire leser mht. 3
“vinklens modstdende katete 37°
“spids vinkel ‘ P
“vinklens hosliggende katete
Type 9
Kendt: De to kateter.
Udregn: En spids vinkel.
4 tan(u)=3 Nspire lgser mht. u# for 0° <u <90° 3
" “-vinklens modstidende katete u
. “spids vinkel 4
“vinklens hosliggende katete
Type 10
Kendt: De to kateter.
Udregn: Hypotenusen. {
33'4- 43 = 13 Nspire lgser mht. ¢ for 0<t¢ 3
...................... " hypotenuse ]
- kateter 4
Type 11
Kendt: Hypotenusen og en katete.
Udregn: Den anden katete. 5
. t
tf +43_ = 53 Nspire loser mht. ¢ for 0<¢
S hypotenuse n
" kateter 4

De 4 formler til udregning af sider og vinkler i retvinklet trekant
Hver af de 11 metoder ovenfor bruger en af falgende fire formler:
I en retvinklet trekant gaelder
2 2
(1) den_ene katete + den_anden_katete = hypotenusen
For en spids vinkel i en retvinklet trekant geelder:
(2)  hypotenusen - €OS( vinkel ) = vinklens_hosliggende katete

(3)  hypotenusen - SIN( vinkel ) = vinklens modstiende katete

(4)  vinklens_hosliggende_katete - tan( vinkel ) = vinklens_modstdende_katete
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De 4 opgavetyper vi loser ved hjalp af
cosinusrelationen eller sinusrelationen

Type 12:  Udregn side med cosinusrelationen
Trekanten er ikke retvinklet.

Kendt: En vinkel mellem to sider og disse to sider.
Udregn: Siden over for vinklen.
--altid 2

Vlnklensben
siden over for vinklen
Nspire loser ligningen mht. p for p >0

Type 13:  Udregn vinkel med cosinusrelationen
Trekanten er ikke retvinklet.

Kendt: De tre sider.

Udregn: Vinklen. altid 2 . 5
4% =
:7 mGlensben v
‘siden over for vinklen 6

Nspire loser ligningen mht. v for 0° < v <180°

Type 14: Udregn side med sinusrelationen
Trekanten er ikke retvinklet.

Kendt: En side og to vinkler.
Udregn: En af de andre sider.

4 6
s1n(41 4°) s1n(82 8°)

; s1den der er 6 enheder, ligger over for vinklen der er 82,8°
siden der er p enheder, ligger over for vinklen der er 41,4°
Nspire laser ligningen mht. p for p >0

Hvis det var siden over for den ukendte vinkel vi skulle finde, s& métte vi forst udregne denne vinkel ved at
udnytte at summen af de tre vinkler er 180°.

Type 15:  Udregn vinkel med sinusrelation
Trekanten er ikke retvinklet.

Kendt: To sider og vinklen over for en af dem.
Udregn: Vinklen over for den anden af de to sider.
4 6

sin(v) ~ sin(82,8°)
A A

) sidéh der er 6 enheder, ligger over for vinklen der er 82,8°
siden der er 4 enheder, ligger over for vinklen af storrelse v
Nspire loser ligningen mht. v for 0° < v <180°

Nspire giver bade en lgsning under 90° og en losning over 90° . Husk at begrunde hvilken af lgsningerne der
skal bruges. I dette tilfaelde kan begrundelsen vere: "Vinklen er under 90° da siden over for vinklen ikke er den
starste i trekanten." I nogle opgaver er det oplyst om vinklen er stump (dvs. over 90°) eller spids (dvs. under
90°).
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De 3 opgavetyper med
sinusformlen for trekants areal

Type 16
Kendt: To sider og vinklen mellem dem.
Udregn:  Arecalet. 5
Arealeter T :_ﬂ%-S . 6.sin(41,4°) T
4 [9
altid 3 414
vinkleri skal vare mellem disse sider 6
Nspire udregner ligningens hgjre side.
Type 17
Kendt: Arealet, vinklen mellem to sider og en af de to sider.
Udregn:  Den anden af de to sider. 5
9,92 =,L-5. p.sin(41,4°) 9,92
altid 1 e 41,43
vinkleri‘skal vaere melleni disse sider p
Nspire loser ligningen mht. p.
Type 18
Kendt: Arealet og to sider.
Udregn:  Vinklen mellem de to sider. 5
9,92 :% 5.6, sin(y) 9,92
altid 5 v

vinkleri skal veere mellent disse sider 6
Nspire loser ligningen mht. v for 0°<v <180° .

Ligningen har bade en lasning under 90° og en lasning over 90°. Hvis opgaven er i en prove, sa vil der vare
flere oplysninger sé det fremgér hvilken af de to trekanter opgaven drejer sig om.

De 3 formler for vilkirlig trekant
Hver af metoderne 12-18 bruger en af folgende tre formler:

I alle trekanter gaelder

6 TI= % pgsin(v) nar T er trekantens areal og v er vinklen mellem siderne p og ¢.

6 P _ 9

- = — nar p er siden over for vinklen u og ¢ er siden over for vinklen v.
sin(u) sin(v)

(7 r? = p?+g?-2-p-g-cos(u) nar p, g og r er siderne og u er vinklen mellem p og g.
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Stikordsregister

areal 2,9,20
areal og sinus 9
bevis for cosinusrelationen 12, 13
bevis for sinusformlen for areal af trekant 9
bevis for sinusrelationen 10
cosinus 7
cosinus og Nspire 6
cosinus i retvinklet trekant 7,17, 18
cosinusrelationen 12,14, 19
ensvinklede trekanter 5,6
hosliggende katete 4,17, 18
hypotenuse 3,17, 18
hejde 2,15
hgjde-grundlinje-formel for trekants areal 2
katete 3,17, 18
kvadrat 1
kvadratsatninger 16
median 15
modstaende katete 4,17,18
modstaende side 4
modstaende vinkel 4

omkreds

Pythagoras' seetning
rektangel

ret vinkel

retvinklet trekant
sammensat opgave
sinus

sinus i retvinklet trekant
sinus og Nspire
sinusformel for areal
sinusrelationen
skalafaktor

spids vinkel

stump vinkel
tangens

tangens i retvinklet trekant
tangens og Nspire

to lesninger

vilkarlig trekant
vinkel
vinkelhalveringslinje

1
3,18
1

1
17,18
16
7,9
7,17, 18
6

9

10, 19

1,15



