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1. Vinkler.

1.1 Regler for vinkler.

2. Omkreds, areal, h�jde.

2.1 Omkreds.
Udregn omkreds s�dan:

L�g siderne sammen.
Dvs.

Omkreds = a+b+c+d+e

2.2 Rektangel.
Udregn rektangels omkreds s�dan:

L�g siderne sammen.
Dvs.

Omkreds = l+b+l+b = 2l+2b

2.3 Kvadrat.
Udregn kvadrats omkreds s�dan:

L�g siderne sammen.
Dvs.

Omkreds = s+s+s+s = 4s

uv

 180vu
uv 180

En vinkel i en trekant er
spids hvis den er under 90
ret hvis den er 90
stump hvis den er over 90 .

p q

u v

I ligebenet trekant er vinkler
ved grundlinje lige store, dvs.

n�r   p =q er   u = v .

I en trekant er de tre vinkler
altid 180 tilsammen:

 180rvu
vur 180

u v

r

18090

Hvis l og m er
parallelle, er

u = v .

l m

u v

BEM�RK:  f er ikke med i omkredsen.
Et linjestykke inden i figuren er ikke en side
og h�rer ikke med til omkredsen.

Udregn rektangels areal s�dan:
L�ngde gange bredde.

Dvs.
Areal = lb

Udregn kvadrats areal s�dan:
Side gange side.

Dvs.
Areal = ss = s2

1.1 i

1.1 a 1.1 b 1.1 c

1.1 d 1.1 e 1.1 f

w = u+v
u = w–v

1.1 h1.1 g

u = v
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2.4 H�jde.

2.5 H�jde-grundlinje-formel for trekants areal.
For trekanter g�lder: areal = 2

1  hÄjde  grundlinje

Trekants areal =   2
1 d a

2.6 Eksempel hvor areal er kendt. 

Areal =   2
1 hÄjde grundlinje

105 =   2
1  h  28

L�sning af ligningen uden hj�lpemidler: L�sning af ligningen med hj�lpemidler:

28105 2
1  h

14105  h

14
14

14
105  h

h5,7
5,7h

2.7 H�jde der ikke er tegnet.

Opgave: Figuren viser en gavl.
Bestem h�jden af gavlen.

Svar: Vi tegner den viste h�jde  h .
Vi ser p� den retvinklede trekant  ABC .
Af reglen for sinus i retvinklet trekant f�r vi

h = 26sin(59)
Dvs.

h = 22,2863

Gavlens h�jde er  22 m .

En af hÅjderne i trekanten. Grundlinje, dvs. den af siderne der 
er vinkelret pÉ den valgte hÅjde.

a
b

c

d

Formlen bruges ikke kun til 
at bestemme areal. Hvis vi 
kender to af tallene areal , 
hÅjde og  grundlinje , sÉ 
kan vi bestemme det sidste 
af tallene.

HÅjden fra A er det linjestykke 
der gÉr fra A og vinkelret ind pÉ 
den modstÉende side.

A

B

C

HÅjden fra B gÉr vinkelret 
ind pÉ den modstÉende 
sides forlÄngelse.

A

B

C

Siden AC er hÅjden fra A .

A

C

B

5,19

28

5,12105areal 
h

m17

m19

m26

58 59

Se  7.1 b

59

m26h

A

B

C
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3. Pythagoras' s�tning.

3.1 Katete og hypotenuse.

Siderne p og q er trekantens kateter.
Det kan vi se fordi vinklen imellem p og q er ret.

Siden r er hypotenusen.
Det kan vi se fordi r ikke er en af kateterne.

Advarsel: Hvis en trekant ikke er retvinklet,
s� har den hverken hypotenuse eller kateter.

3.2 Pythagoras' s�tning.
Pythagoras’ s�tning som formel

For en retvinklet trekant g�lder:
222 rqp 

n�r p og q er kateter,
og r er hypotenuse.

Pythagoras’ s�tning i ord

Den ene katete i anden plus den anden katete i anden er hypotenusen i anden.

3.3 Bestem katete med Pythagoras' s�tning.

Vi ser:
kateterne er a og 6
hypotenusen er 10

Derfor er
222 106 a

L�sning af ligningen uden hj�lpemidler: L�sning af ligningen med hj�lpemidler:
222 610 a
22 610 a da  0<a

64a
8a

3.4 Bestem hypotenuse med Pythagoras' s�tning.

Vi ser:
kateterne er  5 og  12
hypotenusen er t

Derfor er
222 125 t

L�sning af ligningen uden hj�lpemidler: L�sning af ligningen med hj�lpemidler:
222 125 t

t 22 125 da  0<t
t169

13t

GÄlder kun i 
retvinklet trekant.

6
10

a

t

5 12

p

q

r

p q

r
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4. Sprogbrug.

4.1.  Modst�ende vinkel eller side.

v er modst�ende vinkel til siden  l ,
og  l er modst�ende side til vinklen  v ,
fordi  l ikke st�der op til  v .

Vi ser at  m og  n st�der op til  v ,
s�  m og  n er ikke modst�ende til  v .

u er modst�ende til  m .
w er modst�ende til  n .

4.2 Betegnelse for modst�ende vinkel eller side.
Hvis der st�r i trekant DEF er 14f
g�lder det er siden over for vinkelspidsen F der er 14.

Sprogbrugen er nemlig s�dan at
n�r et stort bogstav er en vinkelspids i en trekant,
g�lder det tilsvarende lille bogstav er siden over for vinkelspidsen,

hvis der ikke fremg�r andet.

Eksempel p� udnyttelse af denne sprogbrug:
I en trekant ABC hvor vinkel C er ret,  er  222 cba  .

Advarsel: Se figur til h�jre.
Det dur ikke hvis du skriver m = 2,6 .
L�seren kan ikke vide om det er AB eller BC der er 2,6.
Skriv m p� den side du mener.
Du skal altid tegne en skitse i en geometriopgave.

4.3 Ord for siderne i en retvinklet trekant.
Siden  p er en  katete fordi den st�der op til den rette vinkel.
Siden  r er  hypotenusen fordi den ikke st�der op til den rette vinkel.

Siden  p er den  hosliggende katete til vinkel v fordi  p er den af kateterne
der st�der op til vinkel  v .
Siden  q er den  modst�ende katete til vinkel v fordi  q er den af kateterne
der ikke st�der op til vinkel  v .

Advarsel: Ordene katete og hypotenuse kan kun bruges i en retvinklet trekant.

r er hosliggende katete til  v n er hosliggende katete til  w h er modst�ende katete til vinklen p� 63
t er modt�ende katete til  v d er modt�ende katete til  w Hypotenusen er 8

g er hypotenuse

u

v

p

t

r

w

d n

g

k

h

8

27

63

u

v

w

l
m

n

D

E

F

d

e

f

A

B

CM

Eksempler

v

r

p

q
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5. Ensvinklede trekanter.

5.1 Ord og metoder i opgaver om ensvinklede trekanter.
P� figuren har jeg brugt buer til at vise
hvilke vinkler der er lige store:

De to vinkler med dobbeltbuer er lige store.
De to vinkler med enkeltbuer er lige store.
De to sidste vinkler m� s� v�re lige store
da vinklerne i en trekant tilsammen er 180.

At de to trekanter har samme vinkler, udtrykker vi ved at sige
at trekanterne er ensvinklede.

Regel: N�r to trekanter har samme vinkler, er der en skalafaktor.
N�r vi ganger siderne i den ene trekant med skalafaktoren, s� f�r
vi siderne i den anden trekant.

P� figuren har jeg vist at jeg har valgt at kalde skalafaktoren  k ,  og at jeg har valgt at det er siderne i venstre 
trekant der skal ganges med skalafaktoren.

(1) 20k =  28 da siderne der er 20 og 28 har lige store modst�ende vinkler (dobbeltbuer).
(2) 47k =  q da siderne der er 47 og q har lige store modst�ende vinkler (ingen buer).
(3) nk =  46,2 da siderne der er n og 46,2 har lige store modst�ende vinkler (enkeltbuer).

Af (1) f�r vi k = 20
28 = 1,4 Vi har nu udregnet  k og kan bruge  k til at udregne  q og  n .

Af (2) f�r vi q =  471,4 =  65,8

Af (3) f�r vi n = =  33

5.2 Simpel opgave om ensvinklede trekanter.

Opgave
Trekanterne  ABC og  DEF p�
figuren er ensvinklede.

Bestem  d og  c .

Svar
Trekanterne er ensvinklede, s� der er der en skalafaktor q
som vi ganger sider i  ABC med for at f� sider i  DEF .

6 q = 9 da siderne der er 6 og 9, har ens modst�ende vinkler.
q =  1,5 Vi har divideret begge sider med 6. Vi har nu udregnet q og kan bruge q til at udregne d og c .

4 q = d da siderne der er 4 og d, har ens modst�ende vinkler.
41,5 =  d
d =.6.

c q = 12 da siderne der er c og 12, har ens modst�ende vinkler.
c 1,5 = 12
c = .8. Vi har divideret begge sider med 1,5.

cA B

C

6 4
d

D E

F

9

12

46,2
1,4

NÉr der i opgaven stÉr ordet  
ensvinklede, skal vi normalt 
udregne en skalafaktor.
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5.3 Sammensat opgave om ensvinklede trekanter.

Opgave

P� figuren er BC parallel med  DE .

Bestem  |CE| .

Svar

Da  BC er parallel med  DE ,  er trekanterne  ABC og  ADE
ensvinklede, s� der er en skalafaktor  k .

Udregning af  k :
155 k da siderne der er 5 og 15, har samme modt�ende vinkel.

5
15

5
5 k

3k Vi har nu udregnet k og kan bruge k til at udregne |AC|.

Udregning af  |AC| :
213 AC da  AC og siden der er  21,  har ens modst�ende vinkler.

3
21

3
3


AC

7AC

Udregning af  |CE| :
721CE

14CE

6.  Cosinus, sinus, tangens og Nspire.

I mange opgaver med trekanter har vi brug for at regne med noget der hedder  cosinus ,  sinus og  tangens .

I et matematikfelt i et notevindue i Nspire taster vi cos(26) og  ctrl-enter (cmd-enter p� Mac) :

N�r vi l�ser denne ligning, siger vi:
cosinus til 26 er 0,898794 .

Flere udregninger:
N�r vi l�ser disse ligninger, siger vi sinus til 138 er  0,669131 og  tangens til 15,2 er 0,271694 .

Hvis  v er en vinkel i en trekant og 7cos(v) = 4 ,  s� skal vi l�se denne ligning.
Ligningen har mange positive og negative l�sninger, men
da  v er en vinkel i en trekant, skal vi kun finde l�sninger mellem 0 og 180. 

Nspire l�ser ligningen  7cos(v) = 4 mht.  v for 0<v<180 og  f�r v = 55,1501 .

Hvis  v er en vinkel i en retvinklet trekant, skal vi kun finde l�sninger mellem 0 og 90.

A B

C

D

E

21

5

15

Ved hjÄlp af reglerne for ensvinklede 
trekanter kan vi udregne lÄngder af sider 
i trekanterne, men CE er ikke side i en af 
trekanterne. Vi udregner derfor fÅrst |AC|. 
SÉ kan vi derefter udregne |CE| ved at 
trÄkke  |AC| fra 21.

HUSK: Over solve-linjen 
skriver vi med sÄdvanligt 
matematiksprog hvad der 
foregÉr i solvelinjen.

HUSK altid: HÅjreklik, Attributter, Grader for at vÄre helt sikker. 
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7. Cosinus, sinus og tangens i retvinklet trekant.

7.1 De tre regler for cosinus, sinus og tangens i retvinklet trekant.

N�r
v er en spids vinkel i en retvinklet trekant
r er hypotenusen
p er s'v hosliggende katete
q er s'v modst�ende katete

s� g�lder:

7.1 a pvr  )cos( dvs. hypotenuse gange cos(v) er  v's hosliggende katete
7.1 b qvr  )sin( dvs.      hypotenuse gange  sin(v) er  v's modst�ende katete
7.1 c qvp  )tan( dvs.      v's hosliggende katete gange  tan(v) er  v's modt�ende katete

I mange tilf�lde hedder vinklen og siderne noget andet end v,  p,  q,  r .
Derfor er det ofte en fordel at udtrykke reglerne i ord som vi har gjort til venstre for formlerne.
Se TYPE 1-9 side 16-17.

Her er fire billeder af samme trekant:

Af de tre regler 7.1 a-c f�r vi at f�lgende seks formler g�lder for trekanten uanset hvordan den vender:

qur  )cos( pur  )sin( puq  )tan(
pvr  )cos( qvr  )sin( qvp  )tan(

N�r du skal regne en opgave med kendte tal:
Inds�t de kendte tal i en af formlerne.
Hvis bogstavet vi skal finde, st�r alene p� den ene side af lighedstegnet:

Udregn den anden side af lighedstegnet.
Ellers:

Brug solve.
I ramme 7.2 er vist hvordan s�danne besvarelser ser ud.

v

r

p

q
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7.2 Eksempler p� udregninger med cos, sin og tan i retvinklet trekant.

7.2 a  Opgave Bestem vinkel  A .
Svar
Af den retvinklede trekant ABD f�r vi 5)sin(6  A .
Nspire l�ser ligningen 5)sin(6  A mht. A for   900 A
og f�r  4427,56A  56,4 .

7.2 b Opgave Bestem |BC|.
Svar
Af den retvinklede trekant  BCD f�r vi 5)50cos( BC .
Nspire l�ser ligningen  5)50cos( BC mht.  BC for

0BC og f�r  77862,7BC  7,78 .

7.2 c  Opgave
30 meter fra et tr� sigter vi op mod toppen.
Vinklen mellem sigtelinje og vandret er 52 .
Trekanten til h�jre er en model af denne situation.
Bestem tr�ets h�jde.

Svar

Af denne retvinklede trekant f�r vi
h )52tan(30 .

Tr�ets h�jde er 38 m .

7.2 d Opgave
Et punkt  D ligger p� siden  BC i den retvinklede trekant  ABC .
Bestem  |CD| .

Svar
Vinkel  D i trekant  ABD er  
da vinkelsum i trekant er 180.

Vinkel  D i trekant  ACD er  da de to vinkler tilsammen er en halv omgang

|CD| =                                          12,5 if�lge reglen for cos i retvinklet trekant

7.2 e Opgave
Rektanglets areal er 6 .
Bestem rektanglets omkreds.

Svar
6hb da rektangels areal udregnes som bredde gange h�jde.

hb  )69,33tan( if�lge reglen for tangens i retvinklet trekant.

Nspire l�ser ligningssystemet
6hb og hb  )69,33tan( mht. b og h for b > 0 og h > 0

og f�r  b = 3,00000  og  h = 2,00000 (matematikfeltet er indstillet til 6 cifre).

Rektanglets omkreds er   2b+2h = 10,00 .

52

50

5
6

A

B

CD

Enhed:  meter

52
30

h
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8. Sinusformlen for areal af trekant.

8.1 Sinusformlen for areal af trekant.

Sinusformlen for areal af trekant er

)sin(2
1 vqpT 

hvor  T er arealet,  p og  q er to sider i
trekanten, og  v er vinklen mellem disse sider.

Sinusformlen for areal af trekant udtrykt i ord:

Areal af trekant = 2
1  den ene side  den anden side  sinus til vinklen imellem de to sider .

8.2 Bevis for sinusformlen for areal af trekant.
P� figuren tegner vi en h�jde  h der deler trekanten op
i to deltrekanter.

areal = 2
1  grundlinje  hÄjde Dette er h�jde-grundlinje-formelen for trekants areal.

T = 2
1  p  h P� figuren ser vi at  p og  h er grundlinje og h�jde.

T = 2
1  p  qsin(v) da  qsin(v) = h if�lge regel for sin i retvinklet trekant (brugt p� venstre deltrekant).

Dette er sinusformlen for trekants areal, s� vi har bevist at den g�lder.

8.3 Eksempler p� brug af sinusformlen for areal af trekant.
Opgave
Arealet af trekant  ABD er  31,6 .
Bestem l�ngden af  BD .
Bestem arealet af trekant  BCD .

Svar
Da areal af trekant  ABD er  31,6 ,  f�r vi af sinusformlen
for areal af trekant:  31,6 = 0,5  5  |BD|  sin(110)  .
Nspire l�ser ligningen  31,6 = 0,5  5  |BD|  sin(110) mht.  |BD|   og f�r |BD| = 13,4512  13,5

Af trekant  BCD og sinusformlen for areal af trekant f�r vi:
Areal af trekant  BCD er 

Formlen bruges ikke kun til 
at bestemme areal. Hvis vi 
kender tre af tallene T , p, q
og  v , sÉ kan vi bestemme 
det sidste af tallene.

q

p
v

T

h

p
v

q

5
9

110

32
A B

C

D
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9. Sinusrelationen.

9.1 Sinusrelationen.
Sinusrelationen g�lder i alle trekanter og siger at

)sin()sin( v
q

u
p



hvor siden  p er modst�ende til vinklen  u
siden  q er modst�ende til vinklen  v

Vi bruger IKKE sinusrelationen i retvinklet trekant, da vi har simplere formler til retvinklet trekant.

9.2 Bevis for sinusrelationen.
P� figuren har vi tilf�jet en h�jde h , der deler trekanten i to trekanter.
Da disse er retvinklede, er huq  )sin( og    hvp  )sin( .

)sin()sin( vpuq  da begge sider er lig  h .

)sin()sin(
)sin(

)sin()sin(
)sin(

vu
vp

vu
uq








Vi har divideret begge ligningens sider med  )sin()sin( vu  .

)sin()sin( u
p

v
q

 Vi har forkortet de to br�ker.

Dette er sinusrelationen, s� vi har bevist at den g�lder.

9.3 Bestem vinkel med sinusrelationen.

Opgave Bestem vinklen  u p� figuren.

Svar
Af sinusrelationen f�r vi .

Nspire l�ser ligningen  )110sin(
52

)sin(
34


u mht. u for  1800 u

og f�r  9094,37u eller  091,142u

dvs.  u = 37,9 for u m� v�re mindre end 90 da en af de andre vinkler er over 90.

9.4 Bestem side med sinusrelationen.

Opgave Bestem siden  b p� figuren.

Svar
Vi f�r brug for siden  b 's modst�ende vinkel:

Af sinusrelationen f�r vi:

Nspire l�ser mht. b for b0 og f�r 61616,4b . Dvs.: b = 4,62

u v

pq
h

u v

pq

27
105

6

A

B

C
)105sin(

6
)48sin( 



b

)105sin(
6

)48sin( 



b

B= stÉr uden for matematikfeltet. Attributter 
skal vÄre = og grader. TilfÅj  efter facit.

34

52

u

110

)110sin(
52

)sin(
34


u
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9.5 Opgave med to l�sninger.

Opgaven

I trekant  ABC er

)*(  34A ,  5a og  8c .

Vi vil udregne vinkel C .

Skitsen
Vi tegner en skitse:

Udregningen

Vi s�tter ind i sinusrelationen:

)sin(
8

)34sin(
5

C




Nspire l�ser denne ligning mht.  C for   1800 C og f�r:

 5,63C eller      5,116C

De to trekanter
Det viser sig at der er to trekanter der opfylder )*( .

I den ene af disse trekanter er  5,63C ,
og i den anden er  5,116C .
Vi vil tegne de to trekanter.
F�rst tegner vi  AB og vinkel  A.

Punktet  C ligger p� l ,  og afstanden fra  B til  C er 5.
Derfor tegner vi en cirkel med centrum  B og radius 5:
Nu har vi de to trekanter  ABC.

l

A B
34

8

8A
34

B

l
C

C

5

5
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10. Cosinusrelationen.

10.1 Cosinusrelationen.

Cosinusrelationen g�lder i alle trekanter og siger at

)cos(2222 uqpqpr 

hvor p , q og r er trekantens sider
siden r er modst�ende til vinklen u

Vi bruger IKKE cosinusrelationen i retvinklet trekant, da vi har simplere formler til retvinklet trekant.

10.2 Bevis for cosinusrelationen. I ramme 10.3 st�r et bevis der er beregnet for A-niveau.

P� figuren har vi tilf�jet en h�jde.

Vi bruger pythagoras p� den h�jre af de to retvinklede trekanter
og f�r:

r2 =  h2 + n2

I denne ligning erstatter vi  h2 med  q2–m2 (pythagoras brugt p� den venstre af de to retvinklede trekanter, se (1) nedenfor),
og vi erstatter  n med  p–m (da  m og  n tilsammen er  p ).
S� f�r vi

r2 =  q2–m2 +  (p–m)2

Heri erstatter vi  m med  qcos(u) (Venstre trekant: hypotenuse gange cos er vinkels hosliggende katete, se (2) nedenfor).
og f�r

r2 =  q2–(qcos(u))2 +  (p–qcos(u))2

Nspire reducerer h�jre side (se (3) nedenfor)
og f�r

r2 =  p2 + q2 – 2pqcos(u)

Dette er cosinusrelationen som hermed er bevist.

Bem�rkninger

(1) m2+h2 = q2 er pythagoras brugt p� den venstre af de to retvinklede trekanter.
h2 = q2–m2 vi har trukket  m2 fra begge sider.

(2) I den venstre af de to retvinklede trekanter ser vi at
q er hypotenuse
m er hosliggende katete til vinklen  u

s� qcos(u) = m da   hypotenuse gange   cosinus til vinkel er lig   vinkels hosliggende katete.

(3) N�r Nspire reducerer, ser det s�dan ud:

Vi ser at Nspire f�r samme tre led som vi har skrevet, men Nspire skriver de tre led i en anden 
r�kkef�lge.
De tre led er                           ,            og          .

p

q r

u

h

m n
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10.3 Bevis for cosinusrelationen. A-niveau

Hvad er cosinus?
Cosinus er en funktion der er indbygget i matematikprogrammer.
Forbindelsen mellem cosinus og trekantsberegning er fastlagt ved f�lgende tre regler:

(1) N�r v er en spids vinkel i en retvinklet trekant
r er hypotenusen
p er s'v hosliggende katete

s� g�lder: pvr  )cos(
dvs. hypotenuse gange  cos(v) er  v's hosliggende katete

(2) N�r u og v tilsammen er 180
s� g�lder: cos(u) = –cos(v)

(3) cos(90) = 0

Bevis n�r h�jden falder inden for trekanten

P� figuren har vi tilf�jet en h�jde h.
H�jden deler trekanten i to retvinklede trekanter.

L�ngden af denne katete
kalder vi m .  S� m� l�ngden af denne katete
v�re  p–m .

Den h�jre retvinklede trekant har kateter h og p–m og hypotenuse  r .
Den venstre retvinklede trekant har kateter  h og  m og hypotenuse  q .
Vi bruger pythagoras p� hver af disse trekanter og f�r

h2 = r2–(p–m)2 og     h2 = q2–m2 .

De to h�jresider er begge lig  h2 ,  s� de er lig hinanden:

r2–(p–m)2 = q2–m2

r2 = q2–m2+(p–m)2 Vi har lagt  (p–m)2 til begge sider.

r2 = q2–m2+p2+m2–2pm Vi har omskrevet  (p–m)2 ved brug af en af kvadrats�tningerne.

r2 = q2 +p2–2pm –m2 og  m2 g�r ud mod hinanden.

(4) r2 = q2 +p2–2pqcos(u) Regel for cosinus i retvinklet trekant brugt i venstre trekant giver qcos(u) = m .

Ligningen  (4) er cosinusrelationen som hermed er bevist i det tilf�lde hvor h�jden falder inden for trekanten.

Ramme 10.3 fortsÄtter pÉ nÄste side.
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Bevis n�r h�jden falder uden for trekanten

Vi har tilf�jet en h�jde  h s� der fremkommer en stor og en lille
retvinklet trekant.

Den lille retvinklede trekant har kateter  h og  m og hypotenuse  q .
Den store retvinklede trekant har kateter  h og  p+m og  hypotenuse r .
Vi bruger pythagoras p� hver af disse trekanter og f�r

h2 = r2–(p+m)2 og     h2 = q2–m2 .

De to h�jresider er begge lig  h2 ,  s� de er lig hinanden:

r2–(p+m)2 = q2–m2

r2 = q2–m2+(p+m)2 Vi har lagt  (p+m)2 til begge sider.

r2 = q2–m2+p2+m2+2pm Vi har omskrevet  (p+m)2 ved brug af en af kvadrats�tningerne.

r2 = q2 +p2+2pm –m2 og  m2 g�r ud mod hinanden.

r2 = q2 +p2+2pqcos(v) Regel for cosinus i retvinklet trekant brugt i venstre trekant giver  qcos(v) = m .

r2 = q2 +p2+2pq(–cos(u)) Da u og v tilsammen er 180 ,  er cos(v) = –cos(u) .

(5) r2 = q2 +p2–2pqcos(u)

Ligningen  (5) er cosinusrelationen som hermed er bevist i det tilf�lde hvor h�jden falder uden for trekanten.

10.4 Bestem vinkel med cosinusrelationen.
Opgave Bestem vinklen  C p� figuren.

Svar
Af cosinusrelationen f�r vi:  )cos(0,64,520,64,52,3 222 C

Nspire l�ser ligningen  )cos(0,64,520,64,52,3 222 C

mht. C for  1800 C og f�r   0559,32C .  Dvs.:  C = 32,1 .

10.5 Bestem side med cosinusrelationen.
Opgave Bestem siden  p p� figuren.

Svar
Af cosinusrelationen f�r vi:  p2 = 582 + 452 – 2 58 45 cos(59)
Nspire l�ser ligning p2 = 582 + 452 – 2 58 45 cos(59)
mht. p for p0 og f�r  9663,51p .  Dvs.: p = 52,0 . 

p45

58
59

A

B

C

2,3

0,6

4,5
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11. Nogle begreber.

11.1 H�jde.
En h�jde i en trekant er et linjestykke der g�r fra en vinkelspids til et punkt
p� den modst�ende side og er vinkelret p� denne side.
I enhver trekant er der tre h�jder. P� figuren er vist h�jden ah fra A p� siden  a .

F.eks.: Hvis det i en opgave er oplyst at  AD er h�jden p�  BC (se figur),
s� har du f�et oplyst at vinkel  D er ret. S� kan du bruge reglerne for
retvinklet trekant.

11.2 Median.
En median i en trekant er et linjestykke der g�r fra en vinkelspids
til midtpunktet af den modst�ende side.
I enhver trekant er der tre medianer. 
P� figuren er vist medianen bm fra B p� siden b

Hvis det i en opgave er oplyst at BD er median p�  AC (se figur),
s� har du f�et oplyst at  AD og  DC er lige lange:

F.eks.: Hvis du kender  AD eller kan udregne  AD, s� kan du udregne  AC ved at gange  AD med  2 .
F.eks.: Hvis du kender  AC eller kan udregne  AC, s� kan du udregne  AD ved at dividere  AC med  2 .

11.3 Vinkelhalveringslinje.

En vinkelhalveringslinje i en trekant er en linje der g�r gennem en af
vinkelspidserne og halverer vinklen.

I enhver trekant er der tre vinkelhalveringslinjer.
P� figuren er vist vinkelhalveringslinjen Cv for vinkel C .

Hvis det i en opgave er oplyst at CD er vinkelhalveringslinje for vinkel C
(se figur), s� har du f�et oplyst at vinklerne  u og  v er lige store:

F.eks.: Hvis du kender  u eller kan udregne  u ,  s� kan du udregne vinkel  C i trekant  ABC ved at gange
u med  2 .
F.eks.: Hvis du kender vinkel  C i trekant  ABC eller kan udregne den, s� kan du udregne vinkel  u ved at 
dividere vinkel  C med  2 .

11.4 Nogle betegnelser.

ABC er vinkel B i trekant ABC .
Eksempel: P� figuren er vRSQ  .

AB er linjestykket med endepunkter A og B .
|AB| er l�ngden af linjestykket AB .
Eksempel: P� figuren er PQ og PS ikke samme
linjestykke, men PSPQ  .

I en trekant ABC betegner A , B og C b�de
punkter og vinkler.
Eksempel: Man kan skrive   90P eller  90P .

A

B

C

ah

D

D

A

B

C

qp 
p

q
bm

P

Q

R
S

u
v

5

5

wu 

A

B

C

wu

Cv

D
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12. Sammensat opgave.

En grundopgave i trekantsberegning kan du l�se ved at finde opgaven i oversigten side 16-19.
En sammensat opgave kan du ikke l�se ved at finde opgaven i en l�rebog da der er alt for mange muligheder.
Meningen med en sammensat opgave er at du skal se hvordan du kan l�se den ved hj�lp af grundopgaver.

I mange sammensatte opgaver er der tegnet et linjestykke som deler en trekant op i to deltrekanter. For at finde 
ud af hvad du skal g�re, kan du tegne de tre trekanter hver for sig og skrive tal og bogstaver p� dem.

N�r du har tegnet de tre trekanter, ser du om der er en af dem hvor du kan regne noget ud.
Hvis det du har regnet ud, ogs� er en side eller vinkel i en af de andre trekanter, s� skriver du ogs� resultatet her.

Det er is�r vigtigt at tegne den store trekant da det viser sig at linjen inden i den er distraherende n�r man regner 
p� den store trekant.   

13. Kvadrats�tninger.

De tre kvadrats�tninger:

Kvadratet p� en sum: abbaba 2)( 222 

Kvadratet p� en differens: abbaba 2)( 222 

To tals sum   gange   samme tals differens: 22))(( bababa 

Sprogbrug: kvadratet p� et tal =    tallet opl�ftet til anden.

Eksempel: kvadratet p� 4 =   16 og          kvadratet p� 3x =   9x2. 

Eksempler p� brug af kvadrats�tningerne:

Kvadratet p� en sum:
xxxxx 302595325)3()53( 2222 

bababa  2)( 222

Kvadratet p� en differens:
xxxxx 302595325)3()53( 2222 

bababa  2)( 222

To tals sum   gange   samme tals differens:
2595)3()53()53( 222  xxxx

22)()( bababa 
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De 11 opgavetyper med sider og vinkler i retvinklet trekant

I trekanten til h�jre er siderne med l�ngde 3 og 4 kateter,
fordi vinklen mellem dem er ret. Siden med l�ngde 5 er
hypotenuse, fordi den ikke er en af kateterne.

Forestil dig at du sidder i den spidse vinkel u og holder i de to
vinkelben. Den katete du holder i, er vinklens hosliggende
katete. Den anden katete er vinklens modst�ende katete.

Type 1
Kendt: Hypotenusen og en spids vinkel.
Udregn: Vinklens hosliggende katete.

Nspire udregner venstre side

Type 2
Kendt: En spids vinkel og dens hosliggende katete.
Udregn: Hypotenusen.

Nspire l�ser  mht.  t

Type 3
Kendt: Hypotenusen og en katete.
Udregn: Vinklen mellem disse.

Nspire l�ser  mht.  u for   900 u

Type 4
Kendt: Hypotenusen og en spids vinkel.
Udregn: Vinklens modst�ende katete.

Nspire udregner venstre side

Type 5
Kendt: En spids vinkel og dens modst�ende katete.
Udregn: Hypotenusen.

Nspire l�ser  mht.  t

Type 6
Kendt: Hypotenusen og en katete.
Udregn: Katetens modst�ende vinkel.

Nspire l�ser  mht.  u for   900 u

37
t

5

37
4

t

u
4

5

u
4

5
3

37

5 t

37

t
3

u

5
3

t )37(5 cos
kateteehosliggendvinklens

nhypotenuse
vinkelspids

4)37( cost
kateteehosliggendvinklens

nhypotenuse
vinkelspids

4)(5  ucos
kateteehosliggendvinklens

vinkelspids
nhypotenuse

t )37(5 sin
katetemodst�endevinklens

nhypotenuse
vinkelspids

3)37( sint
katetemodst�endevinklens

nhypotenuse
vinkelspids

3)(5  usin
katetemodst�endevinklens

vinkelspids
nhypotenuse
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Type 7
Kendt: En spids vinkel og dens hosliggende katete.
Udregn: Vinklens modst�ende katete.

Nspire udregner venstre side

Type 8
Kendt: En spids vinkel og dens modst�ende katete.
Udregn: Vinklens hosliggende katete.

Nspire l�ser  mht.  t

Type 9
Kendt: De to kateter.
Udregn: En spids vinkel.

Nspire l�ser  mht.  u for   900 u

Type 10
Kendt: De to kateter.
Udregn: Hypotenusen.

Nspire l�ser mht.  t for  t0

Type 11
Kendt: Hypotenusen og en katete.
Udregn: Den anden katete.

Nspire l�ser mht.  t for  t0

De 4 formler til udregning af sider og vinkler i retvinklet trekant
Hver af de 11 metoder ovenfor bruger en af f�lgende fire formler:

I en retvinklet trekant g�lder

(1) den_ene_katete
2

+  den_anden_katete
2

=   hypotenusen
2

For en spids vinkel i en retvinklet trekant g�lder:

(2) hypotenusen  cos( vinkel ) =   vinklens_hosliggende_katete

(3) hypotenusen  sin( vinkel ) =   vinklens_modstÅende_katete

(4) vinklens_hosliggende_katete  tan( vinkel ) =   vinklens_modstÅende_katete

u
4

3

37
t

3

37
4

t

3

4

t

t

4

5

hypotenuse
kateter

222 t 43

hypotenuse
kateter

222 54 t

t )37(4 tan
katetemodst�endevinklens

kateteehosliggendvinklens
vinkelspids

3)37(  tant
katetemodst�endevinklens

kateteehosliggendvinklens
vinkelspids

3)(4  utan
katetemodst�endevinklens

kateteehosliggendvinklens
vinkelspids
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De 4 opgavetyper vi l�ser ved hj�lp af
cosinusrelationen eller sinusrelationen

Type 12: Udregn side med cosinusrelationen
Trekanten er ikke retvinklet.

Kendt: En vinkel mellem to sider og disse to sider.
Udregn: Siden over for vinklen.

Nspire l�ser ligningen mht. p for 0p

Type 13: Udregn vinkel med cosinusrelationen
Trekanten er ikke retvinklet.

Kendt: De tre sider.
Udregn: Vinklen.

Nspire l�ser ligningen mht. v for  1800 v

Type 14: Udregn side med sinusrelationen
Trekanten er ikke retvinklet.

Kendt: En side og to vinkler.
Udregn: En af de andre sider.

Nspire l�ser ligningen mht. p for 0p

Hvis det var siden over for den ukendte vinkel vi skulle finde, s� m�tte vi f�rst udregne denne vinkel ved at 
udnytte at summen af de tre vinkler er 180 .

Type 15: Udregn vinkel med sinusrelation
Trekanten er ikke retvinklet.

Kendt: To sider og vinklen over for en af dem.
Udregn: Vinklen over for den anden af de to sider.

Nspire l�ser ligningen mht. v for  1800 v

Nspire giver b�de en l�sning under 90 og en l�sning over 90 . Husk at begrunde hvilken af l�sningerne der 
skal bruges. I dette tilf�lde kan begrundelsen v�re: "Vinklen er under 90 da siden over for vinklen ikke er den 
st�rste i trekanten." I nogle opgaver er det oplyst om vinklen er stump (dvs. over 90 ) eller spids (dvs. under 
90 ).

v

4 5

6

4,41

p 8,82

6

v

4 8,82

6

4,41

p 5

6

2altid

nfor vinkleover siden 
benvinklens

)cos(652654 222 v

nfor vinkleover siden 
benvinklens

)4,41cos(65265 222 p
2altid

82,8er der n for vinkleover ligger enheder,6er der siden 
41,4er der n for vinkleover ligger enheder,er der siden p

)8.82sin(
6

)4.41sin(  p

vst�rrelseafn for vinkleover ligger enheder,4er der siden 
82,8er der n for vinkleover ligger enheder,6er der siden 

)8,82sin(
6

)sin(
4

v
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De 3 opgavetyper med
sinusformlen for trekants areal

Type 16
Kendt: To sider og vinklen mellem dem.
Udregn: Arealet.

Arealet er  

Nspire udregner ligningens h�jre side.

Type 17
Kendt: Arealet, vinklen mellem to sider og en af de to sider.
Udregn: Den anden af de to sider.

Nspire l�ser ligningen mht. p.

Type 18
Kendt: Arealet og to sider.
Udregn: Vinklen mellem de to sider.

Nspire l�ser ligningen mht.  v for   1800 v .

Ligningen har b�de en l�sning under 90 og en l�sning over 90 .  Hvis opgaven er i en pr�ve, s� vil der v�re 
flere oplysninger s� det fremg�r hvilken af de to trekanter opgaven drejer sig om.

De 3 formler for vilk�rlig trekant
Hver af metoderne 12-18 bruger en af f�lgende tre formler:

I alle trekanter g�lder

(5) )sin(2
1 vqpT  n�r T er trekantens areal og v er vinklen mellem siderne p og q.

(6)
)sin()sin( v

q
u

p
 n�r p er siden over for vinklen u og q er siden over for vinklen v.

(7) )cos(2222 uqpqpr  n�r p, q og r er siderne og u er vinklen mellem p og q.

4,41

5

p

92,9

v

5

6

92,9

4,41

5

6

T

siderdissemellemv�reskalvinklen 
2
1altid

)4,41sin(652
1 T

siderdissemellemv�reskalvinklen 
2
1altid

)4,41sin(592,9 2
1  p

siderdissemellemv�reskalvinklen 
2
1altid

)sin(6592,9 2
1 v



Stikordsregister

areal 2, 9, 20
areal og sinus 9
bevis for cosinusrelationen 12, 13
bevis for sinusformlen for areal af trekant 9
bevis for sinusrelationen 10
cosinus 7
cosinus  og Nspire 6
cosinus i retvinklet trekant 7, 17, 18
cosinusrelationen 12, 14, 19
ensvinklede trekanter 5, 6
hosliggende katete 4, 17, 18
hypotenuse 3, 17, 18
h�jde 2, 15
h�jde-grundlinje-formel for trekants areal 2
katete 3, 17, 18
kvadrat 1
kvadrats�tninger 16
median 15
modst�ende katete 4, 17, 18
modst�ende side 4
modst�ende vinkel 4

omkreds 1
Pythagoras' s�tning 3, 18
rektangel 1
ret vinkel 1
retvinklet trekant 17, 18
sammensat opgave 16
sinus 7, 9
sinus i retvinklet trekant 7, 17, 18
sinus og Nspire 6
sinusformel for areal 9
sinusrelationen 10, 19
skalafaktor 5
spids vinkel 1
stump vinkel 1
tangens 7
tangens i retvinklet trekant 7, 18
tangens og Nspire 6
to l�sninger 11
vilk�rlig trekant 20
vinkel 1, 15
vinkelhalveringslinje 15


