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1. En sides modstaende vinkel

v er modstaende vinkel til siden /
fordi / ikke steder op til v.

Viserat m og n staderoptil v,

sa m og n erikke modstdende til v. "
u er modstaende til m .
w er modstaende til » .
n
2. Ensvinklede trekanter
De to trekanter har samme vinkler, sé 18
- de to trekanter har samme form
- den store trekant er en forstorrelse af den lille
Udregne forstorrelsesfaktoren
Nar vi ganger siderne i den lille med forsterrelsesfaktoren &, 12 q 24
sa far vi siderne 1 den store: p
12-k=18
Vi dividerer begge ligningens sider med 12 og far 35
k=15

Hvorfor er forsterrelsesfaktoren ikke 2 ?

Vi kan ikke bruge siderne 12 og 24 til at udregne forsterrelsesfaktoren
fordi siderne 12 og 24 ikke har ens modstaende vinkler.

Vi bruger forsterrelsesfaktoren 1.5 til at udregne ¢ :

Siderne 22 og ¢ har modstaende vinkler der er ens. Derfor er

22-1,5=¢q
Vi udregner venstresiden og far
qg=33

Vi bruger forsterrelsesfaktoren 1.5 til at udregne p :

Siderne p og 24 har modstaende vinkler der er lens. Derfor er
p-1,5=24

Vi dividerer begge sider med 1,5 og far
p=16

Hvorfor ganger vi ikke 24 med 1.5 ?
Det er siderne i den lille trekant der skal ganges med forsterrelsesfaktoren.
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3. Ord for siderne i en retvinklet trekant

Siden p eren katete fordi den steder op til den rette vinkel.
Siden » er hypotenusen fordi den ikke steder op til den rette vinkel.

Siden p er den hosliggende katete til vinkel v fordi p er den af kateterne r q
der steder op til vinkel v.

Siden g er den modstaende katete til vinkel v fordi ¢ er den af kateterne v

der ikke steder op til vinkel v . p

Ordene katete og hypotenuse kan kun bruges i en retvinklet trekant.

Eksempler
v h
27°
y ’ d & k
8
63°
u 1 w
t g

r er hosliggende katete til v n er hosliggende katete til w h er modstdende katete til vinklen pa 63°
t er modtiaende katete til v d er modtdende katete til w Hypotenusen er 8

g er hypotenuse

4. Pythagoras’ satning

Pythagoras’ saetning geelder kun i retvinklede trekanter.

Pvthagoras’ setning som formel
2

pPHq’ =

nar p og g er kateter, og r er hypotenuse.

7

Pvthagoras’ setning i ord

Den ene katete i anden plus den anden katete i anden er hypotenusen i anden.

5. Udregn hypotenuse nar vi kender de to kateter

Opgave: Bestem ¢ pé figuren.

Svar: 20 og 48 er kateter, og ¢ er hypotenuse, sa 20 48
20° +48° = 7
Nspire loser ligningen 20% + 48> = # mht. ¢
for ¢sterre end 0 og far =152 7

Solve(202+482=52,f)|z>0 > =53
t=52

6. Udregn katete nir vi kender katete og hypotenuse

Opgave: Bestem a pa figuren.

Svar: 24 og a er kateter, og 40 er hypotenuse, sa 40
28+ a* = 40 24
Nspire loser ligningen 24° + > = 40> mht. a
for asterreend 0 og far a =32

solve(242+a2=4ﬁzja)|a>0 » =32
t=32
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7. Cosinus, sinus, tangens og Nspire.

I mange opgaver med trekanter har vi brug for at regne med noget der hedder cosinus, sinus og tangens .

8. Cos, sin, tan pa Nspire nar vinkel er kendt

I et matematikfelt i et notevindue i Nspire taster vi cos(26°) og ctrl-enter (cmd-enter pi Mac) :
cos(26°) = 0.898794

Nar vi leeser denne ligning, siger vi:
cosinus til 26° er 0,898794 .

Flere udregninger: sin[138°) = 0.669131 tan(15.2°) =0.271694
Nar vi leeser disse ligninger, siger vi  sinus til 138° er 0,669131 og tangens til 15,2° er 0,271694 .

9. Cos, sin, tan pa Nspire nar vinkel ikke er kendt

Hvis v er en vinkel i en trekant og 7-cos(v) =4, sé skal vi lese denne ligning. HUSK: Over solve-linjen

Ligningen har mange positive og negative lgsninger, men ?nk:;it\;?;;/tiilgzcrjozafw(\j/\;?jn(ljig:
da v er en vinkel i en trekant, skal vi kun finde lesninger mellem 0° og 180°, foregar i solvelinjen.
Nspire lgser ligningen 7-cos(v) =4 mht. v for 0°<v<180° og far v=55,1501°.

solve(7- cos(v)=4,v)|0°<v<180° » v=55.1501 <— HUSK altid: Hajrekiik, Atributter, Grader for at veere helt sikker.

Hvis v er en vinkel i en retvinklet trekant, skal vi kun finde lgsninger mellem 0° og 90°.

10 De tre regler for cosinus, sinus og tangens i retvinklet trekant.

Nér
v er en spids vinkel i en retvinklet trekant
r er hypotenusen r
p er v's hosliggende katete 1
! o Se TYPE 1-9
q er v's modstéende katete ! side 16-17
sa geelder: p
1 r-cos(v) = p dvs.  hypotenuse gange cos(v) er v's hosliggende katete
12 r-sin(v) = ¢q dvs.  hypotenuse gange sin(v) er v's modstiende katete
13 p-tan(v) = ¢ dvs.  V's hosliggende katete gange tan(v) er v's modtiende katete

I mange tilfelde hedder vinklen og siderne noget andet end v, p, ¢, 7.
Derfor er det ofte en fordel at udtrykke reglerne i ord som vi har gjort til venstre for formlerne.

14 Fire billeder af samme trekant:

U
q P r

Af de tre regler 11-13 far vi at folgende seks formler galder for trekanten uanset hvordan den vender:
r-cos(u)=gq r-sin(u)=p q-tan(u)=p
r-cos(v)=p r-sin(v)=¢q p-tan(v)=¢q

15._Nér du skal regne en opgave med kendte tal: Indset de kendte tal i en af formlerne.
Hvis bogstavet star alene pa den ene side af lighedstegnet: Udregn den anden side af lighedstegnet.
Ellers: Brug solve.
I ramme 16 er vist hvordan sddanne besvarelser ser ud.
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16. Eksempler med cos, sin og tan i retvinklet trekant

17. Opgave: Bestem vinklen u pa figuren.

Svar: Der indgar hypotenusen, en vinkel og vinklens hosliggende katete,
sé vi skal bruge cosinus: 6,6
6,6 - cos(u) = 5,6
Nspire lgser ligningen 6,6-cos(z) = 5,6 mht. u u
for u mellem 0° og 90° og far u =31,9527° 5,6
solve(6.6+ cos(u=5.6,1)|0°<u<90° » u=31.9527°
u=32°

18. Opgave: Figuren viser en stige der nar op til toppen af en 3 m hgj mur. ]
Stigen danner en vinkel pd 55° med jordoverfladen.

Bestem leengden af stigen.

Svar: Derindgér hypotenusen, en vinkel og vinklens modstdende katete, stige mur
sé vi skal bruge sinus:
s-sin(55°) = 3 hvor s er stigens leengde
55° =

Nspire lgser ligningen s-sin(55°) = 3 mht. s for s sterre end 0
og far s = 3,66232
solvels: sin(55°)=3,s)|s>0 *» s=3.66232

Stigens leengde er 3,66 cm

19. Opgave: 30 meter fra et tree sigter vi op mod
toppen. Vinklen mellem sigtelinje og
vandret er 52°.

Trekanten til hgjre er en model af
denne situation.

Svar: Derindgér en vinkel og de to kateter,
sé vi skal bruge tangens:
30-tan(52°) = h
Nspire udregner ligningens venstre side:
30 tan(52°) = 38.3982
Traeets hgjde er 38 m

520

20. Opgave: Bestem siden p pa figuren.

Svar: Derindgér hypotenusen, en vinkel og vinklens hosliggende katete, .
sé vi skal bruge cosinus:
8,0-cos(54°) = p Y,
Nspire udregner ligningens venstre side:
8 cos(54°) = 4.70228 A 8.0

p=4,

21. Opgave: Bestem vinklen w pa figuren.

Svar: Derindgér hypotenusen, en vinkel og vinklens modstdende katete, 6,1
sé vi skal bruge sinus:
6,1-sin(w) = 4,6 4.6
Nspire lgser ligning 6,1-sin(w) = 4,6 mht. w for w mellem 0° og 90°
og far w = 48,9466°

solve(6.1- sin(w)=4.6,w||0°<w=90° » w=48.9466°
w=49°
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22. Sinusrelationen

Nar
siden p er modstéende til vinklen u
siden g er modstéende til vinklen v
er q p
P _ 4
sin(u) sin(v) < S

Denne regel hedder sinusrelationen .

Sinusrelationen gaelder i alle trekanter,
men det er klodset at bruge sinusrelationen i en retvinklet trekant da vi her kan bruge en simplere formel.

23. Hvornar bruger vi sinusrelationen?

Hyvis trekanten ikke er retvinklet og vi kender to vinkler og en side, og vi skal finde en side, sa bruger vi
sinusrelationen.

Hyvis vi ikke kender vinklen over for den side vi skal finde, sa udregner vi forst denne vinkel. Det kan vi
da summen af de tre vinkler er 180°.

Hyvis trekanten ikke er retvinklet og vi kender to sider og vinklen over for en af dem, og vi skal finde en
vinkel, sa bruger vi sinusrelationen.

Det er vinklen over for den anden kendte side vi finder. Den sidste vinkel kan vi finde da summen af de
tre vinkler er 180°.

24. Udregn side med sinusrelation

Opgave: Bestem siden p pa figuren.

Svar: Vi kender to vinkler og en side, og skal finde en side,
s vi bruger sinusrelationen.

. 6
. Denne udregning skal
Vinklen Ozer f?)rp ero o / vi IKKE lave hvis de to
180°-27°-105° = 48 vinkler ligger over for 570 105°
Nu kan vi bruge sinusrelationen: den kendte og den
6 ukendte side. p
p -
sin(48°) sin(105°)
p 6

Nspire lgser ligningen mht. p for p sterre end 0 og far p =4,61616

sin(48%)  sin(105°)
p =
sin(48°) sin(105°]

solve Llp=0 = p=4. 61616

p=4,6

25. Udregn vinkel med sinusrelation

Opgave: Bestem vinklen u pa figuren.

Svar: Vi kender to sider og vinklen over for en af dem ~
og skal finde en vinkel, s& vi bruger sinusrelationen:
34 52 52
sin(u) sin(110°)

34 52
sin(u)  sin(110°)
og far u=37,9094° eller u=142,091°

5
sinlu) sin(1109)
u ma veere mindre end 90° da en af de andre vinkler er over 90°, sd

u=2379°

Nspire loser ligningen mht. u for u mellem 0° og 180°

solve U)|0°<u<180° » ©=37.9094 or u=142.091
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26. Cosinusrelationen

Nar
siderneer p, g og r
siden 7 er modstdende til vinklen u q 7
er
r?2 = p?2+g?—-2-p-gcos(u) u
p

Denne regel hedder cosinusrelationen .

Cosinusrelationen geelder i alle trekanter,
men det er klodset at bruge cosinusrelationen i en retvinklet trekant da vi her kan bruge en simplere formel.

27. Hvornar bruger vi cosinusrelationen?

Hyvis trekanten ikke er retvinklet og vi kender to sider og vinklen mellem, og vi skal finde den sidste side,
sa bruger vi cosinusrelationen.

Hyvis trekanten ikke er retvinklet og vi kender de tre sider, og vi skal finde en vinkel, s bruger vi
cosinusrelationen.

28. Udregn side med cosinusrelation

Opgave: Bestem siden p pa figuren.

Svar: Vi kender to sider og vinklen mellem, og vi skal finde
den sidste side, s& bruger vi cosinusrelationen.
p* = 58+45"-2.58-45-c0s(59°)
Nspire loser ligningen p” = 58°+45°-2-58-45.cos(59°) mht. p
for p>0 og far p=51,9663 . 59°

45 P

32 4o 2 58
solvelp®=58“+45<-2 5§ 45 cos(59°),p |p=0 = p=51.9663

p=52,0

29. Udregn vinkel med cosinusrelation

Opgave: Bestem vinklen v pé figuren. 47 38

Svar: Vi kender de tre sider, og vi skal finde en vinkel,
sé& bruger vi cosinusrelationen.
63% = 38%+47°-2-38-47-cos(u) 63
Nspire loser ligning 63* = 38*+47°-2-38-47-cos() mht. u for u mellem 0° og 180°
og far u=95,0754° .

2 .2 2
solvel63°=38"+47"2- 38- 47- cos(u),u)|0°<u<1800 » 1=95.0754
u=295,1°
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30 Hojde.

En hejde i en trekant er et linjestykke der gér fra en vinkelspids til et punkt
pa den modstaende side og er vinkelret pa denne side.

I enhver trekant er der tre hojder. Pa figuren er vist hejden 4, fra 4 péasiden a.

F.cks.: Hvis det i en opgave er oplyst at AD er hgjden pad BC (se figur),
sa har du faet oplyst at vinkel D er ret. S& kan du bruge reglerne for hy
retvinklet trekant.

31 Median.

En median i en trekant er et linjestykke der gér fra en vinkelspids
til midtpunktet af den modstaende side.

I enhver trekant er der tre medianer.
Pa figuren er vist medianen m, fra B pa siden b

Hvis det i en opgave er oplyst at BD er median pa AC (se figur),
sd har du faet oplyst at AD og DC er lige lange: A

F.eks.: Hvis du kender AD eller kan udregne AD, sa kan du udregne AC ved at gange 4D med 2.
F.cks.: Hvis du kender AC eller kan udregne AC, sa kan du udregne 4D ved at dividere AC med 2.

32  Vinkelhalveringslinje.

En vinkelhalveringslinje i en trekant er en linje der gar gennem en af
vinkelspidserne og halverer vinklen.

I enhver trekant er der tre vinkelhalveringslinjer.

Pa figuren er vist vinkelhalveringslinjen v, for vinkel C . 4

Hvis det i en opgave er oplyst at CD er vinkelhalveringslinje for vinkel C
(se figur), sa har du féet oplyst at vinklerne u og v er lige store:
F.cks.: Hvis du kender u eller kan udregne u, sa kan du udregne vinkel C itrekant ABC ved at gange
u med 2.
F.eks.: Hvis du kender vinkel C i trekant ABC eller kan udregne den, sa kan du udregne vinkel u ved at
dividere vinkel C med 2.

B
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De 11 opgavetyper med sider og vinkler i retvinklet trekant

I trekanten til hgjre er siderne med leengde 3 og 4 kateter,
fordi vinklen mellem dem er ret. Siden med leengde 5 er
hypotenuse, fordi den ikke er en af kateterne.

Forestil dig at du sidder i den spidse vinkel # og holder i de to
vinkelben. Den katete du holder i, er vinklens hosliggende
katete. Den anden katete er vinklens modstiende katete.

Type 1
Kendt: Hypotenusen og en spids vinkel.
Udregn: Vinklens hosliggende katete.

5-c08(37°) =t Nspire udregner venstre side

" vinklens hosliggende katete
: “spids vinkel
“hypotenusen
Type 2
Kendt: En spids vinkel og dens hosliggende katete.
Udregn: Hypotenusen.

t-c0s(37°) = 4 Nspire leser mht. ¢

. vinklens hosliggende katete
‘ “spids vinkel
“hypotenusen
Type 3
Kendt: Hypotenusen og en katete.
Udregn: Vinklen mellem disse.

5-cos(u) =4 Nspire lgser mht. u# for 0°<u <90°
“vinklens hosliggende katete
. “spids vinkel
“hypotenusen

=
wh (9]
N
W

|98}
3
o

w
3
o

Kendt: Hypotenusen og en spids vinkel.
Udregn: Vinklens modstéende katete.

5-8in(37°) =t Nspire udregner venstre side

" vinklens modstaende katete
“spids vinkel
hypotenusen
Type 5
Kendt: En spids vinkel og dens modstaende katete.
Udregn: Hypotenusen.

t-sin(37°) =3 Nspire lgser mht. ¢

“.vinklens modstiende katete
. spids vinkel
hypotenusen
Type 6
Kendt: Hypotenusen og en katete.
Udregn: Katetens modstaende vinkel.

5-sin(u) =3 Nspire loser mht. u for 0°<u <90°
Y “vinklens modstiende katete
§ “spids vinkel
“hypotenusen

<
(9] (9]
L B

t
37°
t

3
37°

=
i
(0')
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Type 7
Kendt: En spids vinkel og dens hosliggende katete.
Udregn: Vinklens modstaende katete.

4-tan(37°) = ¢ Nspire udregner venstre side

" vinklens modstaende katete
, “spids vinkel
“vinklens hosliggende katete
Type 8
Kendt: En spids vinkel og dens modstaende katete.
Udregn: Vinklens hosliggende katete.

t-tan(37°) =3 Nspire lgser mht. ¢

" vinklens modstiende katete
“spids vinkel
“vinklens hosliggende katete
Type 9
Kendt: De to kateter.
Udregn: En spids vinkel.

4-tan(u) =3 Nspire lgser mht. u for 0°<u <90°

" vinklens modstaende katete
_ “spids vinkel
“vinklens hosliggende katete

37°

Type 10
Kendt: De to kateter.

Udregn: Hypotenusen.

33 +43 = tf Nspire lgser mht. ¢ for 0<¢

hypotenuse
“=. kateter

Type 11
Kendt: Hypotenusen og en katete.

Udregn: Den anden katete.
2442 = 53 Nspire lgser mht. ¢ for 0<t¢

_ "hypotenuse
""""" kateter

De 4 formler til udregning af sider og vinkler i retvinklet trekant

Hver af de 11 metoder ovenfor bruger en af folgende fire formler:

I en retvinklet trekant gaelder

2 2
(1) den_ene katete + den_anden_katete = hypotenusen

For en spids vinkel i en retvinklet trekant geelder:

(2)  hypotenusen - €OS( vinkel ) = vinklens_hosliggende_katete
(3)  hypotenusen - SIN( vinkel ) = vinklens modstdende_katete

(4)  vinklens_hosliggende_katete - tan( vinkel ) = vinklens_modstdende katete
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De 4 opgavetyper vi loser ved hjzlp af
cosinusrelationen eller sinusrelationen

Type 12: Udregn side med cosinusrelationen
Trekanten er ikke retvinklet.

Kendt: En vinkel mellem to sider og disse to sider.

Udregn: Siden over for vinklen.

e .u..~..~.a1tid 2
B =546, ~2°5,6-cos(41.4%)

3 “vinklensben
siden over for vinklen

Nspire loser ligningen mht. p for p >0

Type 13: Udregn vinkel med cosinusrelationen
Trekanten er ikke retvinklet.

Kendt: De tre sider.

Udregn: Vinklen. altid 2

42 =5%462 - 245,

“vinklensben v
siden over for vinklen 6

Nispire lgser ligningen mht. v for 0° <v <180°

Type 14: Udregn side med sinusrelationen
Trekanten er ikke retvinklet.

Kendt: En side og to vinkler. 82.,8°
Udregn: En af de andre sider. P

P ___ 6
sin(41.4°) ~ sin(82.8°) 41,4°
A A

siden der er 6 enheder, ligger over for vinklen der er 82,8°
siden der er p enheder, ligger over for vinklen der er 41,4°

Nspire lgser ligningen mht. p for p >0

Hvis det var siden over for den ukendte vinkel vi skulle finde, sa matte vi forst udregne denne vinkel ved at
udnytte at summen af de tre vinkler er 180°.

Type 15: Udregn vinkel med sinusrelation
Trekanten er ikke retvinklet.

Kendt: To sider og vinklen over for en af dem. 82,8°
Udregn: Vinklen over for den anden af de to sider. 4
4 ___ 6
sin(v)  sin(82,8°) V
A A 6

. sidén der er 6 enheder, ligger over for vinklen der er 82,8°
siden der er 4 enheder, ligger over for vinklen af storrelse v

Nspire lgser ligningen mht. v for 0° <v <180°

Nspire giver bade en lgsning under 90° og en lgsning over 90° . Husk at begrunde hvilken af lgsningerne der
skal bruges. I dette tilfaelde kan begrundelsen vaere: "Vinklen er under 90° da siden over for vinklen ikke er
den sterste i trekanten." I nogle opgaver er det oplyst om vinklen er stump (dvs. over 90°) eller spids (dvs.
under 90°).
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