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Afsnit 1. Areal af trekant.

Ovelse 1.1
Udregn arealet af hver af de tre trekanter ABC, DEF og GHI .

F

A
1
1 G L
60 65
- 100 N
G H
Ovelse 1.2
(a) Tegn en linje der gar gennem P og er vinkelret pa /. I m n
(b) Tegn en linje der gar gennem P og er vinkelret pa m . 0
(c) Tegn en linje der gar gennem Q og er vinkelret pa m . P

(d) Tegn en linje der gar gennem Q og er vinkelret pa n .

Ovelse 1.3

(a) Tegn en linje gennem A som er vinkelret pa linjen
gennem B og C.

(b) Tegn en linje gennem B som er vinkelret pa linjen
gennem 4 og C.

(c) Tegn en linje gennem C som er vinkelret pa linjen C. ' A
gennem 4 og B.

Trekantsberegning, udgave 2 Side 1 2010 Karsten Juul




Ovelse 1.4

(a) Tegn en linje gennem D som er vinkelret pa
linjen gennem E og F .

(b) Tegn en linje gennem E som er vinkelret pa
linjen gennem D og F .

(c) Tegn en linje gennem F som er vinkelret pa
linjen gennem D og E.

DEFINITION 1.5 Hojde og grundlinje

Hvis vi vaelger BC som grundlinje:

Hgjden er det linjestykke der gér fra 4
og vinkelret ind pa BC.

Hvis vi vaelger AC som grundlinje:

Hojden er det linjestykke der gér fra B
og vinkelret ind pa AC''s forleengelse.

o]

oo

Ovelse 1.6
Figuren viser en trekant ABC .

(a) Hvis vi vaelger siden med leengde 8 som
grundlinje, s er hgjdens leengde

(b) Huvis vi vaelger siden med leengde 14 som
grundlinje, s er hgjdens leengde

Ovelse 1.7

(a) Tegn det linjestykke som er hojde hvis vi valger
BC som grundlinje.

(b) Tegn det linjestykke som er hgjde hvis vi vaelger
AC som grundlinje. (Se definition 1.5).
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SATNING 1.8 Areal af trekant

Nar
T = arealet af trekanten
g = grundlinjen (dvs. en side i trekanten)
h = hejden (dvs. den af hgjderne der star vinkelret pa den valgte grundlinje)
galder
_ 1
Ovelse 1.9
Figuren viser et firkantet bur set fra oven.
Udregn burets areal pa den nemmest mulige made. P
/
\\ v
\ Im
Ovelse 1.10 B
O

(a) Udregn arealet af trekant ABC .
(b) Udregn arealet af trekant ACE . C
(c) Udregn arealet af trekant CDE .

Ovelse 1.11
En trekant POR har arealet 96. Siden PQ har laengden 16.

Udregn lengden af hojden fra R pad PQ.
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Afsnit 2. Pythagoras' setning.

DEFINITION 2.1 Katete og hypotenuse.

I en retvinklet trekant geelder:

Kateterne er de to sider der danner den rette vinkel.

(Hvis du sidder i den rette vinkel og holder i de to sider,
sé vil kateterne altsd vere de sider du holder i).

Hypotenusen er den side der ligger over for den rette vinkel.

(Hvis du sidder i den rette vinkel og holder i de to sider,
s vil hypotenusen altsd vare den side du ikke holder i).

Ovelse 2.3

Figuren viser en retvinklet trekant med siderne p, r og ¢.

Siderne og er kateterne.

Siden er hypotenusen.

Ovelse 2.2
8
Figuren viser en retvinklet trekant.
Kateternes lengder er og : 6
Hypotenusens leengde er . T
r
p : ;t

SATNING 2.4 Pythagoras' scetning.

For en retvinklet trekant geelder:
Hvis L d
p og q er kateterne, og
r er hypotenusen
-
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Bemerkning 2.5: FEn sprogbrug

Hvis der stér D e
i trekant DEF er [ =14 > F
gaelder f
det er siden over for vinkelspidsen F der er 14. d
E

Sprogbrugen er nemlig sddan at nér

et stort bogstav er en vinkelspids i en trekant,
gaelder
det tilsvarende lille bogstav er siden over for vinkelspidsen,

hvis der ikke fremgar andet.

Denne sprogbrug er brugt her:

I en trekant ABC hvor vinkel C erret, er a’+b> = ¢* .

Advarsel

Se figuren til hojre.

Her dur det ikke hvis du skriver m = 2,6 .
Laseren kan ikke vide om det er AB
eller BC derer 2,6.

A

Skriv m pa den side du mener.
Du skal altid tegne en figur i en geometriopgave.

Ovelse 2.6

Afgor for hver ligning om den er korrekt.

2 2 2
() p +q°=r

@ piHri=q’

(3)  rP+qi=p?

Ovelse 2.7

Afgeor for hver ligning om den er korrekt. .
(1)  3,6%2+81%=x>

2) 3,62 +x%=8]1°

3)  x*+812=36°

B
M
p
-
,6
8.1
X
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Ovelse 2.8
Afgor for hver ligning om den er korrekt.

(1) 722+63% =42 u
72 63

2) t?+632=722

3)  72% +a? =130? 130
4  a’?+130% =722

Ovelse 2.9
(a) Udregn siden p .
(b) Udregn siden ¢ . 20 48 q 5,2

Ovelse 2.10

(a) Udregn arealet af trekanten nedenfor til venstre.

(b) Udregn arealet af trekanten nedenfor til hojre.

48 48 80

80

Ovelse 2.11

Udregn arealet af firkanten. 195 125

260
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Eksempel 2.12: Udregne hypotenusen nar kateterne er kendt.

I trekant CDE er vinkel D ret, langden af siden CD er 3,4, og lengden af siden DE er 2,1 .

Spergsmal: Udregn lengden af siden CE .

Svar: Forst tegner vi en skitse af trekanten.

Uden Solve Af Pythagoras' s@tning far vi at

d?=34%+21% .
Sa ma

d=+3.4>+21% .

2,1

Vi udregner dette pa lommeregner: C
d =3,99625 .

Konklusion:
Langden af siden CE er 4,0 .

Svar: Forst tegner vi en skitse af trekanten.

Med Solve Af Pythagoras' setning far vi at

d* =347 +21% .
Vi taster denne ligning og far den lost mht.
d for d >0. Vi far:

d =3,99625 .

3,4

2,1

Konklusion:
Langden af siden CE er 4,0 .

Bemerkning: I ligningen
d* =34 +2]1°
er der mere en ét tal der passer pd d's plads.

3,4

Vi skal kun bruge den lesning der er sterre en nul, fordi lengden af en side altid er

storre end nul

Pé skaermen kan indtastningen se sddan ud:

1.1 GRD AUTO REEL

solve(c:’2:(3.4)2+(2.1)2,.::’)|.::’}D

d=3.99635

T

Efter ligningen skriver vi et komma,
og efter kommaet skriver vi d fordi

det er d vi skal finde.
1T

Efter solve-kommandoens slutparentes skriver
vi en lodret streg, og efter denne skriver vi at
vi kun vil have lgsninger der er sterre end nul.

|])

1799
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Eksempel 2.13: Udregne en katete nar hypotenusen og den anden katete er kendt.

I trekant ABC er vinkel C ret, lengden af siden AC er 84, og lengden af siden 4B er 85.
Spergsmal: Udregn leengden af siden BC.

Svar: Forst tegner vi en skitse af trekanten.

85

84

Af Pythagoras' setning far vi at
84% +a* =857 .

Vi treekker 84° fra begge sider:
a’ =85% -84%

Heraf far vi at

a=1/85% -84 .

Vi udregner dette pa lommeregner:
a=13.

Konklusion:
Laengden af siden BC er 13 .

Eksempel 2.14: Udregne areal nar kateterne er kendit.

I trekant ABC er vinkel C ret, le&ngden af siden AC er 5, og lengden af siden BC er 9.
Spergsmél: Udregn arealet af trekant ABC .

Svar: Forst tegner vi en skitse af trekanten. C

Vivealger AC som grundlinje.
Sé er BC hojden. 5

Arealet er

159 =225, 4 B
Konklusion:

Arealet af trekant ABC er 22,5
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Eksempel 2.15: Udregne areal nar hypotenusen og en af kateterne er kendt.

I trekant DEF er vinkel D ret, lengden af siden EF er 11, og lengden af siden DF er 5.
Spergsmél: Udregn arealet af trekant DEF' .

Svar: Forst tegner vi en skitse af trekanten. F

Viveaelger DE som grundlinje.
Sé er DF hejden. 5 11

Vi udregner grundlinjen:

Vi bruger Pythagoras' setning: D
2,82 _ 112 / E
fo+5° =11

Heraf far vi

f =112 -5% |

Vi udregner arealet:

Arealet er
1
1.7

dvs.
1 2 g2
7 V1T =575,

Vi udregner dette pd lommeregner og fér
24,4949 .

Konklusion:

Arealet af trekant DEF er 24,5
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Afsnit 3. Ensvinklede trekanter.

Ovelse 3.1

(a) Hyvilket tal skal vi gange siderne i trekant (1) med for at fi siderne i trekant (2) ?
Da alle sider skal ganges med samme tal, er (2) en forsterrelse eller en formindskelse af (1).
Det tal vi ganger med, er storrelsesforholdet og kaldes skalafaktoren.

(b) For hver af trekanterne (3), (4), (5) og (6) skal du afgere om der findes en skalafaktor som
ganget med sidederne i (1) giver siderne i den pagaldende trekant. Angiv skalafaktoren hvis
den eksisterer.

@ 4 (2) 2,6
2
5,2
5
6.5
28
9,5 5
) 1.4
6.8 3.5
4 ‘
2.8
3.4 8,5
© g 28
35

DEFINITION 3.2 En sides modstaende vinkel

Nér du pé en tegning af en trekant vil finde ud af hvilken af vinklerne

M
der er modstéende til en bestemt af siderne, sé gor folgende:
Forestil dig at du sidder pa denne side, og forestil dig at du
holder i de to vinkler ved denne sides ender.
Den vinkel du ikke holder 1, er sidens modstdende vinkel. C
Vi siger ogsa at siden ligger over for vinklen.

Eksempel: Pa figuren ligger siden CM over for vinklen H .
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Eksempel 3.3

P& figuren nedenfor bruger vi buer, dobbelte buer og tredobbelte buer til at vise hvilke vinkler
der er lige store.

Trekanterne har samme vinkler, sa de har samme form. Den store er altsa en forsterrelse af den
lille.

I den lille trekant er der en side med leengde 4, og i den store trekant er der en side med laengde §.
Disse to sider ligger over for vinkler der er lige store. Da vi skal gange den lille side med 2 for at
fa den store, er skalafaktoren 2 .

Siden over for vinklen med dobbelt bue 1 den store trekant er altsd 2 gange 5, dvs. 10.

b‘

Ovelse 3.4

Du far nu en ny oplysning om den store trekant fra eksempel 3.3: Siden over for vinklen med
tredobbelt bue har lengden 12.

Hvor lang er den side i den lille trekant som ligger over for vinklen med tredobbelt bue?

Nér to vinkler i venstre trekant er lig to vinkler 1 hejre trekant,
s& ma den tredje vinkel i1 venstre trekant ogsa vaere lig den
tredje vinkel 1 den hgjre. Dette skyldes at summen af vinklerne
1 en trekant er den samme for alle trekanter (nemlig 180°).

SATNING 3.5 Ensvinklede trekanter

De to trekanter har samme vinkler. ;
Derfor er der en skalafaktor £ .
-k
Da m og ¢t ligger over for vinkler der er lige store, er —
mk =t " n
q
Da p og g ligger over for vinkler der er lige store, er D r

pk=gq
Da n og r ligger over for vinkler der er lige store, er

nk=r
Pilen pé figuren viser hvilken vej vi ganger. Hvis vi 1 stedet valgte at gange siderne i hgjre trekant,
sa ville k sta for et andet tal.

Det er tilladt at bruge andre bogstaver i stedet for k. (Laseren ved altsa ikke pa forhdnd at & stér
for skalafaktoren, sé det er nadvendigt at vi skriver det).
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Ovelse 3.6

De to trekanter til hgjre er ensvinklede, s& der

findes et tal £ som ganget med siderne 1 forste n
trekant giver siderne i anden trekant. Afger for

hver af folgende ligninger om den er gyldig: p 5

1) 5k=7
2) pk=mn
3 pk=7
4 mk=gq
5) gk=m

Ovelse 3.7

35°

35° |

(a) Pa figuren ser vi at de to trekanter er , sa der er en skalafaktor.

(b) Nar vi ganger siderne 1 den venstre trekant med skalafaktoren , sé far vi siderne 1
den hgjre trekant.

(c) Nar vi ganger siderne i den hgjre trekant med skalafaktoren , sé far vi siderne i
den venstre trekant.

(d) Nar vi dividerer siderne i den hgjre trekant med , sé far vi siderne i den venstre
trekant.

Ovelse 3.8

D 12 —F
(a) Naér vi ganger siderne i ABC med , sa far vi siderne 1 DEF' .
(b) Nar vi ganger 0,4 med , sé far vi lengden af EF. Lengden er
(c) Nar vidividerer 1,2 med , sa far vi lengden af AC. Langden er
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Ovelse 3.9

435
(a) 300 - = 435
(b) n = - -
© m = ‘_‘ﬂ: B .- Brokstreg
(d) Denne division'skriver vi normalt som en brek sddan: m = “
Ovelse 3.10
z 61
X | 95
Afgor for hver ligning om den er sand eller falsk:
(a) z =95-1,23 b)) x = ERN (¢) z =95-1,22
1,22
Ovelse 3.11
! p
n r
m q
Afger for hver ligning om den er sand eller falsk:
q n r
a) m = — bl"=— Cc) r = n- d = m- e) n = —
(a) > (b) > (c) q (d) ¢ p (e) P
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Eksempel 3.12: Udregne sider i ensvinklede trekanter.

F
C
21
15 10
A B D 3 E
Figuren viser to ensvinklede trekanter ABC og DEF .
Spergsmél: Udregn lengderne af siderne EF og AB .
Svar: Da trekanterne er ensvinklede, er der en skalafaktor £ :
-k r
C —>
21 d
15 10
A c B D 3 E
Skalafaktoren:
Siden med lengde 15 fra den forste trekant og siden med leengde 21 fra den
anden ligger over for vinkler som er lige store. Derfor geelder
15-k = 21.
Heraf far vi
=2
15
dvs.
k=14 .
Siden EF:
Siden med laengde 10 i den forste trekant og siden med lengde d i den
anden ligger over for vinkler der er lige store. Derfor galder
10-14 = d
dvs.
d =14 .
Siden AB:
Siden med lngde ¢ i den forste trekant og siden med leengde 28 i den
anden ligger over for vinkler der er lige store. Derfor galder
c-1,4 = 28 .
Heraf far vi
28
c
1,4
dvs.
c =20
Konklusioner:

Langden af siden EF er 14 og  lengden af siden AB er 20

Trekantsberegning, udgave 2 Side 14

2010 Karsten Juul



Afsnit 4. Cosinus.

DEFINITION 4.1 Hosliggende katete

44444 At en vinkel er spids, betyder
at vinklen er mindre end 90°.

og holder 1 de to sider.

Disse to sider kaldes vinklens hosliggende sider.

En af de sider du holder i, er en katete. 65

Denne side kaldes vinklens hosliggende katete. 39

I den viste trekant gaelder altsa: “ [

52
Vinkel u's hosliggende katete har l&ngden 52.

Ovelse 4.2

0,09 0,12 s

39

4 0.15 B

(a) Vinkel A4's hosliggende sider har lengderne og

(b) Vinkel A4's hosliggende katete har leengden
(c) Vinkel B's hosliggende sider har lengderne og

(d) Vinkel B's hosliggende katete har leengden
(e) Vinkel D's hosliggende katete har lengden
(f) Vinkel E's hosliggende katete har l&ngden

Ovelse 4.3

(a) Vinkel u's hosliggende sider er og

(b) Vinkel u's hosliggende katete er
(c) Vinkel v's hosliggende katete er

Trekantsberegning, udgave 2 Side 15 2010 Karsten Juul




DEFINITION 4.4 Cosinus
Naér vi trykker pa v -tasten, far vi udfert en bestemt udregning. Vi har brugt denne udregning i
opgaver om trekanter (Pythagoras).

Nar vi trykker pé cos-tasten, far vi udfert en anden udregning som vi ogsé skal bruge i opgaver om
trekanter.

Figuren viser en retvinklet trekant hvor hypotenusen er 1.

Hvis vi udregner: cosinus til gradtallet for en af de spidse vinkler, 1

sa far vi: leengden af denne vinkels hosliggende katete .

Vi skriver: cos(v) =t . v ]

4
Lommeregneren (eller matematikprogrammet) skal vere indstillet til at regne med enheden grader.

Eksempel 4.5

P& lommeregner udregner vi at
c0s(49,5°) = 0,649448 .

Dette betyder at
leengden af siden AC er 0,649 .

Ovelse 4.6
Brug cosinus til at udregne leengden af hver af siderne AC og OR .
B 0
38°
1 1
53,1°
A e P ~ R
Ovelse 4.7

I trekant ABC er vinkel C ret, vinkel A4 er 33,9°, leengden af siden AB er 1, og leengden af siden
AC er %, hvor ¢ er et tal der ikke er oplyst.

Skitsér trekanten, og bestem tallet ¢ .

Ovelse 4.8

I trekant DEF er vinkel F ret, vinkel D er 36,9°, leengden af siden DE er 1, og l&ngden af
siden DF er %, hvor p er et tal der ikke er oplyst.

Skitsér trekanten og bestem tallet p .
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Eksempel 4.9
P4 figuren ser vi at D

cos(u) =0,750 .
Vi taster denne ligning og far den lgst mht. u 1
for u mellem 0° og 90°. Vi far:
u =41,4096° . u =
E"050 F
Dette betyder at ’

vinklen £ er 41,4° .

Bemarkning 1
I ligningen
cos(u) = 0,750
er der mange tal der passer pa u's plads.
Vi skal kun bruge den losning der ligger mellem 0° og 90°.

P4 skarmen kan indtastningen se sadan ud:

1.1 GRED ALTO REEL

solve(cos(uj=0.?5,u)|0iuﬁ90 w=41.4096
|

—

Bemerkning 2
Vi kan finde vinklen uden at bruge solve. I stedet kan vi bruge

omvendt cosinus
som skrives
cos™!

Dette symbol kan vi fa frem ved hjelp af cos™ -tasten eller ved at skrive symbolet.
Hvis vi skriver symbolet, skal vi vaelge ~' i symbolmenuen.
Symbolet cos™ er ikke en sa@dvanlig potens. Det haevede —1 betyder "omvendt" .

P& lommeregner udregner vi at

cos ™ (0,750) = 41,4096° .

Ovelse 4.10 D
Udregn vinklerne B og D . 4
! ! 8
125
B -c E —F

0,809
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Ovelse 4.11 Opleegtil 4.12 .
Nedenfor er vist to trekanter.
(1) Brug cosinus pa lommeregneren til at udregne leengden af siden 4C

(2) Brug svaret pé (1) til at udregne lengden af siden DF .
(3) Hvilken s&tning fra dette haefte skal bruges i (2)?

B E

SATNING 4.12  cosinus
Om en spids vinkel i en retvinklet trekant gelder:

vinklens hosliggende katete
cos(vinklen) = £8

hypotenusen

Ovelse 4.13

t

Hvilke af ligningerne nedenfor er ok ifelge setning 4.12?

(¢) u =

(a) cos(u) = % (b) cos(v) = ! (d) cos(v) = %

L
p

(e) cos(w) =

() cos(w) =

SIS

4 @ costw) = 2.

Trekantsberegning, udgave 2 Side 18 2010 Karsten Juul



Begrundelse 4.14 Begundelse for gyldigheden af scetning 4.12

Der er givet folgende trekant:

Vi tegner en ny trekant som har samme vinkler, men hvor hypotenusen er 1:

hypotenuse

cos(v)

1,3
5"\

v's hosliggende katete

Trekanterne er ensvinklede. Skalafaktoren er 1,6 da hypotenusen i venstre trekant skal ganges med
1,6 for at f4 hypotenusen i hejre trekant.

Vi far altsé siden cos(v) nar vi dividerer 1,3 med skalafaktoren 1,6, dvs.

1,3
cos(v) =
1,6
Her star at
cos( vinklen) = vinklens hosliggende katete

hypotenusen

Dette er ligningen fra satning 4.12 . Det er klart at vi kan komme frem til denne ligning selv om
siderne har andre leengder end 1,3 og 1,6.

Ovelse 4.15

Brug setning 4.12 til at skrive to ligninger h
der er gyldige for den viste trekant. 270
Du skal ikke regne noget ud.

63°
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Eksempel 4.16 En vinkel og hypotenusen er kendt. Udregn vinklens hosliggende katete.

I trekant ABC er vinkel C ret, vinkel 4 er 51°, oglangden af siden 4B er 6,2.

Spergsmal: Bestem leengden af siden AC.

Svar: Forst tegner vi en skitse af trekanten. B
Da trekanten er retvinklet og vinkel A er spids, er
_ A's hosliggende katete
cos(4) = hypotenusen 6,2
dvs.
o _ b
cos(51°) = 62 " 510 .
Vi taster denne ligning og far den lgst mht. . Vi far 4 b ¢
b =390176
dvs.
leengden af 4C er 3,9 .
Bemerkning: P4 skermen kan indtastningen se sadan ud:
1.1 GRD AUTO REEL i
& A=3.90179 a
solve cos(51:|=—,.-_‘:'
6.2
Eksempel 4.17 En vinkel og dens hosliggende katete er kendt. Udregn hypotenusen.
I trekant DEF er vinkel F ret, vinkel E er 50°, og lengden af siden EF er 3,6.
Spergsmal: Bestem leengden af siden DE .
Svar: Forst tegner vi en skitse af trekanten. D
Da trekanten er retvinklet og vinkel £ er spids, er
_ E's hosliggende katete
cos(E) = hypotenusen f
dvs.
3,6 o
cos(50°) = == . 50 =
f E 36 F
Vi taster denne ligning og far den lost mht. . Vi far
f = 5,60061
dvs.

leengden af siden DE er 5,6 .
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Eksempel 4.18 En katete og hypotenusen er kendt. Udregn katetens hosliggende spidse vinkel.
I trekant POR er vinkel R ret, lengden af siden PQ er 6,5, og leengden af siden PR er 4,0.

Spergsmal: Bestem vinkel P .

Svar: Forst tegner vi en skitse af trekanten. 0
Da trekanten er retvinklet og vinkel P er spids, er

4,0

6,5

Vi taster denne ligning og far den lgst mht. P

for P mellem 0° og 90°. Vi far
P = 52,0201°

dvs. ‘ P 4.0 R
vinkel P er 52° .

cos(P) =

6,5

Bemerkning 1: P4 skermen kan indtastningen se sadan ud:

1.1 GRED ALTO REEL

|0<sp=90

solve (cc:-s (sp)=i,3p
6.5

sp=52.0201

—

Pa lommeregneren kan vi skrive
sp

1 stedet for
stort P.

Bemerkning 2: Ovenfor bruger vi P 1 to forskellige betydninger. Nar vi siger "trekant POR ", s&
er P et punkt, og nér vi skriver cos(P), sd er P et gradtal. Der er tradition for at
det bogstav der betegner punktet, ogsa bruges til at betegne gradtallet.

Ovelse 4.19
[ trekant EFG er vinkel F' ret, lengden af siden EF er 31, og lengden af siden EG er 64.
Udregn gradtallet for vinkel £ .

Ovelse 4.20

Om trekant KLM er oplyst at gradtallet for vinkel K er 90°, at gradtallet for vinkel L er 26°,
og at hypotenusens leengde er 49.

Udregn leengden af kateten KL .
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Afsnit 5. Sinus.

DEFINITION 5.1 Modstaende katete

Forestil dig at du sidder 1 den spidse vinkel # og holder i de
to sider. 65
Der er én side tilbage som du ikke holder i. 39
Denne side kaldes vinklens modstédende katete.
u ]
I den viste trekant gaelder altsa: >2
Vinkel u's modstaende katete har leengden 39.
Ovelse 5.2
C
F 0,48 E
2,0 L5 0.20
0,52
A B D

2,5

Brug metoden fra definition 5.1 til at finde svarene pé folgende spergsmal:

(a) Vinkel A4's modstdende katete har l&engden
(b) Vinkel D's modstédende katete har l&engden
(c) Vinkel B's modstidende katete har l&engden
(d) Vinkel E's modstédende katete har lengden

DEFINITION 5.3  Sinus

Naér vi trykker pd lommeregnerens sin-tast, far vi udfert en udregning som vi skal bruge i opgaver
om trekanter.

Figuren viser en retvinklet trekant hvor hypotenusen er 1.
1
Hvis vi udregner: sinus til gradtallet for en af de spidse vinkler, t
sa far vi: leengden af denne vinkels modstdende katete .
Vi skriver: sin(v) = ¢ . v []

Lommeregneren (eller matematikprogrammet) skal vere indstillet til at regne med enheden grader.
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Eksempel 5.4 B

P& lommeregner udregner vi at
sin(49,5°) = 0,760406 . 1
Dette betyder at
leengden af siden BC er 0,760 . 49,5°
A = C

Eksempel 5.5

Pé figuren ser vi at D

sin(u) = 0,661 .
Vi taster denne ligning og far den lgst mht. u 1 0.661
for u mellem 0° og 90°. Vi far: ’
u=413762° . - u f -
Dette betyder at
vinklen £ er 41,4° .
Bemerkning 1
I ligningen
sin(u) = 0,661
er der mange tal der passer pé u's plads.
Vi skal kun bruge den lesning der ligger mellem 0° og 90°.
P& skaermen kan indtastningen se sadan ud:
1.1 GRD ALUTO REEL |

solve(sin(y)ﬂlfi-fi1,1;)|U*iu*19[] w=41.3762 ﬁ‘

Bemerkning 2

Vi kan finde vinklen uden at bruge solve. I stedet kan vi bruge
omvendt sinus
som skrives
-1

S

Dette symbol kan vi fa frem ved hjalp af sin™' -tasten eller ved at skrive symbolet.

Hvis vi skriver symbolet, skal vi vaelge ~' i symbolmenuen.

Symbolet sin~' er ikke en saedvanlig potens. Det heevede —1 betyder "omvendt" .

P& lommeregner udregner vi at

sin™'(0,661) = 41,3762° .
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Ovelse 5.6

Nedenfor er vist to trekanter
Brug sinus til at udregne leengden af hver af siderne BC og PR.

B 0
37°
1 1
54,2° . .
A C P R
Ovelse 5.7
Nedenfor er vist to trekanter.
Udregn vinklerne B og D .
D
A
1
! 0,588
[ ] []
B C E 151 F
00

Ovelse 5.8
I trekant ABC er vinkel C ret, vinkel 4 er 33,6°, lengden af AB er 1, og leengden af siden BC
er %, hvor ¢ er et tal der ikke er oplyst.

Skitsér trekanten.

Udregn tallet g .

Ovelse 5.9
I trekant DEF er vinkel F ret, vinkel D er 34,4°, lengden af DE er 1, og lengden af siden EF
er % ,hvor p er et tal der ikke er oplyst.

Skitsér trekanten

Udregn tallet p .
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SATNING 5.10 sinus
Om en spids vinkel i en retvinklet trekant gelder:

vinklens modstaende katete

sin( vinklen ) = hypotenusen

Ovelse S.11 Bevis for 5.10

(1) Tegn en retvinklet trekant 7 hvor du i en af de spidse vinkler skriver v. Ved denne vinkels
modstdende katete skal du skrive ¢, og ved hypotenusen skal du skrive p .

(2) Tegn en ny trekant S med samme vinkler som 7" og med hypotenuse 1 (skriv dette tal ved
hypotenusen).

(3) Itrekant S er hypotenusen 1, si v's modstaende katete har lengden sin(v). Skriv sin(v) ved
denne katete.

(4) De to trekanter er ensvinklede, sa der er en skalafaktor. Brug de to hypotenuser til at finde den
skalafaktor som vi skal gange siderne i S med for at fa sidernei 7.

(5) Hvordan kan vi udregne siden sin(v) ved hjalp af skalafaktoren?

(6) Hvorfor beviser dette at setning 5.10 er rigtig?

Eksempel 5.12
I trekant ABC er vinkel C ret, vinkel 4 er 52°, og lengden af siden 4B er 3,3.

Spergsmal: Udregn leengden af siden BC.

Svar: Forst tegner vi en skitse af trekanten. B
Da trekanten er retvinklet og vinkel A4 er spids, er

A' s modstdende katete

(A) =
sin(4) hypotenusen 3,3

dvs.

. o _ a4
sin(52°) = 33 570

Vi taster denne ligning og far den lost mht. a. Vi far
a = 2,60044

dvs.
leengden af BC er 2,6 .

Ovelse 5.13
I trekant RST er vinkel S ret, vinkel R er 25°, og leengden af siden ST er 1,1.

Udregn leengden af siden RT .

Ovelse 5.14
I trekant DEF er vinkel D ret, leengden af siden DE er 3,5, og leengden af siden EF er 6,1.

Udregn gradtallet for vinkel F .
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Afsnit 6. Tangens.

DEFINITION 6.1 Tangens

Nér vi trykker pa lommeregnerens tan-tast, far vi udfert en udregning som vi skal bruge i opgaver
om trekanter.

Figuren viser en retvinklet trekant hvor v's hosliggende katete er 1.

Hvis vi udregner: tangens til gradtallet v, t
sa far vi: leengden afv's modstédende katete .
Vi skriver: tan(v) = ¢ . L4 []

1

Lommeregneren (eller matematikprogrammet) skal vere indstillet til at regne med enheden grader.

Eksempel 6.2 B

Pa lommeregner udregner vi at
tan(34,8°) = 0,695018 .
Dette betyder at
lengden af siden BC er 0,695 . 34,8°

[

Eksempel 6.3

P4 figuren ser vi at D
tan(u) = 0,625 .

Vi taster denne ligning og far den lest mht. u

for u mellem 0° og 90°. Vi far: 0,625
u=32,0054° . g
| []
Dette betyder at E 1 F

vinklen £ er 32,0° .

Bemearkning

Vi kan finde vinklen uden at bruge solve. I stedet kan vi bruge "omvendt tangens" som skrives
tan~' . P4 lommeregner udregner vi

tan~'(0,625) = 32,0054°.

Ovelse 6.4
I trekant ABC er vinkel C ret, vinkel 4 er 28,6°, lengden af AC er 1, og leengden af siden BC
er %, hvor p er et tal der ikke er oplyst.

Skitsér trekanten, og bestem tallet p .
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SATNING 6.5

tangens

Om en spids vinkel i en retvinklet trekant gelder:

tan(vinklen) =

vinklens modstaende katete

vinklens hosliggende katete

Ovelse 6.6 Bevis for 6.5

(1) Tegn en retvinklet trekant 7 hvor du i en af de spidse vinkler skriver v. Ved v's modstaende
katete skal du skrive g, og ved v's hosliggende katete skal du skrive p .

(2) Tegn en ny trekant S hvor vinklerne er de samme somi 7', og hvor v's hosliggende katete
er 1 (skriv dette tal ved kateten).

(3) Itrekant S er v's hosliggende katete 1, sa v's modstaende katete har lengden tan(v). Skriv
tan(v) ved denne katete.

(4) De to trekanter er ensvinklede, s& der er en skalafaktor. Brug de to hosliggende kateter til at

finde den skalafaktor som vi skal gange siderne i § med for at fa siderne i 7'.

(5) Hvordan kan vi udregne siden tan(v) ved hjlp af skalafaktoren?

(6) Hvorfor beviser dette at saetning 6.5 er rigtig?

Eksempel 6.7
I trekant POR er vinkel R ret, lengden af siden PR er 3,7, og leengden af siden OR er 5,1.

Spergsmal:

Svar:

Ovelse 6.8

Udregn gradtallet for vinkel P .

Forst tegner vi en skitse af trekanten.
Da trekanten er retvinklet og vinkel P er spids, er

P's modstdende katete

tan(P) =
(P) P's hosliggende katete

dvs.

tan(P) = 5.1

37

Vi taster denne ligning og far den lost mht. P P
for P mellem 0° og 90°. Vi far: 3,7

P =54,0395°

dvs.
vinkel P er 54° .

I trekant HIJ er vinkel / ret, vinkel H er 18°, og leengden af siden HI er 7,7.
Udregn lengden af siden 1J .

Ovelse 6.9

I trekant ABC er vinkel C ret, vinkel 4 er 36°, og leengden af siden BC er §,0.
Udregn leengden af siden AC .

5.1
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Afsnit 7. Beregning af sider og vinkler i retvinklet trekant.

OVERSIGT 7.1 Formler til beregning af sider og vinkler i retvinklet trekant

I en retvinklet trekant geelder

p2 +q2 =2, p og g erkateterne, r er hypotenusen .

For en spids vinkel i en retvinklet trekant gaelder:

vinklens hosliggende katete

cos(vinklen) = Iopotensen

. . vinklens modstaende katete
sin(vinklen) =

hypotenusen

tan ( vinklen ) _ vinklens modstaende katete

vinklens hosliggende katete

Ovelse 7.2 Formler til beregning af sider og vinkler i retvinklet trekant.

(a) Forestil dig at du sidder i vinkel v og holder i de to vinkelben.
Hvilke af siderne d, k og p holder du 1? d

(b) Hvilke af siderne d, k og p er hosliggende til vinkel v?

(c) Hyvilke to af siderne d, k og p danner en ret vinkel? k
(d) Hvilke af siderne d, k og p er kateter?

(e) Hvilken af siderne d, k og p er hosliggende katete til v?

(f) Hvilken af siderne d, k og p er modstaende katete til v?

(g) Hvilken af siderne d, k og p er hypotenuse?

(h) Hvilken af siderne d, k og p er hosliggende katete til ¢?

(1) Hyvilken af siderne d, k og p er modstiende katete til #?

(j) Nar vi siger at tre storrelser indgér i en opgave om retvinklet trekant, sa mener vi at vi skal
finde én af dem og kender de to andre.

Angiv 1 hvert af folgende tilfeelde om der skal bruges cos, sin, tan eller pyth (Pythagoras'
setning):

(1) Der indgar en spids vinkel og denne vinkels modstdende katete samt hypotenusen.
(2) Der indgar hypotenusen og de to kateter.

(3) Der indgér en spids vinkel og de to kateter.

(4) Der indgar en spids vinkel og denne vinkels hosliggende katete samt hypotenusen.

(k) Angiv i hvert af folgende tilfeelde om der skal bruges cos, sin, tan eller pyth.:

(5) Vi skal finde d og kender & og ¢. (10) Vi skal finde p og kender d og v.
(6) Vi skal finde d og kender k og v. (11) Vi skal finde v og kender p og d.
(7) Vi skal finde d og kender & og p. (12) Vi skal finde v og kender k og p.
(8) Vi skal finde d og kender p og . (13) Vi skal finde 7 og kender & og p.

(9) Vi skal finde d og kender p og v. (14) Vi skal finde v og kender k og d.
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OVERSIGT 7.3

De 11 opgavetyper med sider og vinkler 1 retvinklet trekant

I trekanten til hejre er siderne med leengde 3 og 4 kateter,
fordi vinklen mellem dem er ret. Siden med leengde 5 er
hypotenuse, fordi den ikke er en af kateterne.

Forestil dig at du sidder i den spidse vinkel u og holder i de to
vinkelben. Den katete du holder i, er vinklens hosliggende
katete. Den anden katete er vinklens modstiende katete.

Type 1
Givet: Hypotenusen og en spids vinkel.
Find: Vinklens hosliggende katete.

Los cos(37%) = éh.,x.mht. .

™. “.vinklens hosliggende katete 37°

~ “hypotenusen ¢
“-spids vinkel

=
(9)] (9
AN
(0%]

Type 2
Givet: En spids vinkel og dens hosliggende katete.
Find: Hypotenusen.

Los cos(37?) = i‘-a.,nmht. ‘.

™. “vinklens hosliggende katete 37°
.. “hypotenusen 4
“spids vinkel
Type 3
Givet: Hypotenusen og en katete.
Find: Vinklen mellem disse. 5
4
Loes cos(u) = =" mht. u for 0°<u <90° .
¥..
™. ™vinklens hosliggende katete u
“hypotenusen 4

“.spids vinkel

Type 4
Givet: Hypotenusen og en spids vinkel.
Find: Vinklens modstaende katete. 5 ,
Los sin(37°) = L= mht. ¢ .
v 5 . R . 37°
~. “vinklens modstiende katete
~ “hypotenusen
“-spids vinkel
Type S
Givet: En spids vinkel og dens modstdende katete.
Find: Hypotenusen. ¢ 3
. 3
Les sin(37°) = =" mht. ¢ .
t ™. “.vinklens modstaende Katete 37°
~ “hypotenusen
spids vinkel
Type 6

Givet: Hypotenusen og en katete.
Find: Katetens modstdende vinkel.

=
(¥,]
(0%]

. 3

Les sin(u) = gr mht. u for 0°<u <90° .
™. ™vinklens modstiende katete

“hypotenusen
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Type 7
Givet: En spids vinkel og dens hosliggende katete.
Find: Vinklens modstaende katete.

4 t
Los tan(37:) = Z* mht. ¢ .
" “.vinklens modstaende Katete 37°
. “vinklens hosliggende katete
spids vinkel 4
Type 8
Givet: En spids vinkel og dens modstdende katete.
Find: Vinklens hosliggende katete.
Los tan(37%) = % mht. 7 . 3
" “.vinklens modstaende katete 37°
~ “vinklens hosliggende katete P
“spids vinkel
Type 9
Givet: De to kateter.
Find: En spids vinkel.
Les tan(u) = %’ mht. u for 0°<u <90° . 3
™. ™vinklens modstdende katete u
. “vinklens hosliggende katete -
“-spids vinkel 4
Type 10
Givet: De to kateter.
Find: Hypotenusen. t 3
Los 33\+ 43 = t? mht. ¢ for 0<z .
AAAAAAA ] Ml'""hypotenuse [
e Kateter 4
Type 11
Givet: Hypotenusen og en katete.
Find: Den anden katete. 5 ;
.
4
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Ovelse 7.4

I denne opgave skal du bruge oplysningerne i Oversigt 7.3 .
I hver af opgaverne 1-20 skal du:

— skrive typen, dvs. et af tallene 1, 2, ..., 11

— skrive en ligning med opgavens tre talbetegnelser.
Du skal ikke lgse opgaven.

¢ v
g
u
f
1. Udregn e néar u og f er oplyst. 11. Udregn s nér & og m er oplyst.
2. Udregn f nér u og e er oplyst. 12. Udregn s nér h og k er oplyst.
3. Udregn g nir u og e er oplyst. 13. Udregn ¢ nar & og k er oplyst.
4. Udregn g nar v og e er oplyst. 14. Udregn h nar t og m er oplyst.
5. Udregn f nér e og g er oplyst. 15. Udregn m nér ¢t og h er oplyst.
6. Udregn e nar f og g er oplyst. 16. Udregn m nar s og h er oplyst.
7. Udregn g nar v og f er oplyst. 17. Udregn m nar h og k er oplyst.
8. Udregn g nar u og f er oplyst. 18. Udregn k nér s og m er oplyst.
9. Udregn u nir e og g er oplyst. 19. Udregn k nar t og h er oplyst.
10. Udregn v nar e og g er oplyst. 20. Udregn k nar s og h er oplyst.
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Afsnit 8. Opgaver.

Opgave 8.1
I trekant ABC er ZC =90°,

BC|=6 og |4B|=6.5.
a) Tegn en skitse af trekanten, og bestem |AC | .

Opgave 8.2
I trekant DEF er ZF =90°, |[EF| =48 og |DF|=2.

a) Tegn en skitse af trekanten, og bestem |DE | .

Opgave 8.3
C B,
6,0 4 4,5
A B o 4

Trekanterne ABC og A4, B, C; er retvinklede.
a) Bestem arealet af trekant ABC .
b) Bestem arealet af trekant 4, B, C; .

Opgave 8.4
I trekant GHI er £I =90°, GI| =2 og |HI| =15.

a) Tegn en skitse af trekanten, og bestem arealet.

Opgave 8.5
I trekant JKL er ZL =90°, JK| =3 og |KL| =18.

a) Tegn en skitse af trekanten, og bestem arealet.

Opgave 8.6

A

Figuren viser trekant ABC hvor vinkel C er ret, samt hojden %, fra C pd siden 4B .
a) Bestem |AB|.

b) Bestem arealet af trekant ABC, og bestem derefter l&ngden af 4,..
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Opgave 8.7 '
/C\\ /\'\
A 10 B D E

Figuren viser to ensvinklede trekanter ABC og DEF .

a) Bestem leengden af hver af siderne DE og AC.

B,
B 4.5
3,6 2.5
C A C
A 1 72 1

Opgave 8.8

Trekanterne ABC og A4;B;C; er ensvinklede. Nogle af trekanternes mal fremgar af figuren.

a) Bestem leengden af siden A4;B; og lengden af siden AC .

AI
: 21
15
B ;
¢ 710 B C B

Opgave 8.9

Trekanterne ABC og A'B'C' er ensvinklede. Nogle af trekanternes mal fremgar af figuren.

a) Bestem laengden af siden B'C’ og leengden af siden AC .

2,8
1,5
’ 2,0
; b
4,2
a

Pa billedet ses to ensvinklede trekanter.

Opgave 8.10

a) Beregn a og b.

Opgave 8.11

I de ensvinklede trekanter ABC og A'B'C' er LA=/A", /B=4B' og LC=/C".

Desuden er |AB| =36,

BC|=24,|4'B|=45 og |4'C|=65.
a) Tegn en skitse af trekanterne, og bestem |B'C'| og |AC| .
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Opgave 8.12 E

B
2!\
4

A C D 10 F
Trekanterne ABC og DEF er ensvinklede.
a) Bestem lengden af siden DE .
Opgave 8.13 C F
1,2 05 0,8
E
4 B b 1,0
Trekanterne ABC og DEF er retvinklede.
a) Bestem lengden af siden AB.
b) Bestem lengden af siden EF .
Opgave 8.14 B
20 B,
6
L
¢ 16 4 G 4
Trekanterne ABC og A B, C; er retvinklede og ensvinklede.
a) Bestem |BC|.
b) Bestem |A131|-
Opgave 8.15 E
B

//’_l 1,8
De to retvinklede trekanter ABC og DEF er ensvinklede.
a) Bestem |AB| og |EF|
Opgave 8.16
Trekanterne er ensvink- 338 m
lede og retvinklede. 100

a) Bestem siden m .

240
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Opgave 8.17

I en retvinklet trekant ABC er vinkel C ret, lengden af siden a er 6, og lengden af siden ¢ er
7.

a) Tegn en skitse af trekant 4BC, og bestem vinkel B.

Opgave 8.18
I trekant ABC er vinkel C ret, lengden af siden AC er 15,2 , og vinkel A4 er 47,5°.

a) Tegn en skitse af trekanten, og bestem leengden af siden AB .

Opgave 8.19
I trekant ABC er vinkel C ret. Vinkel B er 39,5°, og lengden af BC er 14,2.

a) Tegn en skitse af trekanten, og bestem leengden af 4B .

Opgave 8.20
I trekant QRS er £S =90°, |OR| =62 og |0S|=15.
a) Tegn en skitse af trekanten, og bestem £Q .

Opgave 8.21
I en retvinklet trekant ABC er vinkel C ret, l&ngden af siden ¢ er 8,25, og vinkel B er 22,3°.

a) Tegn en skitse af trekant ABC, og bestem leengden af siden b .

Opgave 8.22 A

69,0°

¢ 22,0 B
Figuren viser en trekant ABC hvor vinklen C er ret.

a) Bestem |AB| .

Opgave 8.23

I en retvinklet trekant ABC er vinkel C ret, lengden af siden BC er 348 og vinkel A4 er 63,6°.
a) Tegn en skitse af trekant ABC, og bestem laengden af hypotenusen 4B .

Opgave 8.24
I trekant JKL er ZL =90°, £J =49° og |KL| =4.
a) Tegn en skitse af trekanten, og bestem |JK | .

Opgave 8.25
I trekant MNP er ZP=90°, ZM =55° og |[MN|=11.
a) Tegn en skitse af trekanten, og bestem |NP| .
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Opgave 8.26

stige
g mur

55°

Figuren viser en stige der nér op til toppen af en 3 m hegj mur. Stigen danner en vinkel pd 55° med
jordoverfladen.

a) Bestem lengden af stigen.

Opgave 8.27
a) Beregn siderne p og ¢ 1 de viste trekanter.

(7
p
2 8,0
Opgave 8.28
B
6
.
A 8 C

Figuren viser en retvinklet trekant.

a) Bestem leengden af siden AB, og bestem vinkel 4.

Opgave 8.29

I en retvinklet trekant POR er vinkel QO ret, l&ngden af siden p er 15, og lengden af siden » er
10.

a) Tegn en skitse af trekant POR, og bestem vinkel P.

Opgave 8.30
I en retvinklet trekant POR er vinkel QO ret, l&ngden af siden p er 12, og vinkel P er 55°.

a) Tegn en skitse af trekant POR, og bestem leengden af siden .

Opgave 8.31
I trekant ABC er ZC =90°, Z4=31° og |AC|=5.
a) Tegn en skitse af trekanten, og bestem |BC | .
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Opgave 8.32
I trekant DEF er ZF =90°, ZD =81° og |EF|=12.
a) Tegn en skitse af trekanten, og bestem |DF | .

Opgave 8.33
I trekant GHI er ZI =90°, |GI| =14 og |HI|=20.

a) Tegn en skitse af trekanten, og bestem £G .

Opgave 8.34
a) Beregn vinklerne u og v i de viste trekanter.

v
4.4 4,6
0 14,2
14,3
Opgave 8.35
a) Beregn x pa den viste figur.
6,0
X
7,5
ml 14°
Opgave 8.36
A
B

Figuren viser to lodrette stolper og en skra liste. Listen er fastgjort til stolperne i punkterne 4 og B.
Punktet 4 er 1,5 meter over gulvet, og punktet B er 1,2 meter over gulvet. Afstanden mellem
stolperne er 1,8 meter.

a) Bestem vinklen v mellem den venstre stolpe og den skra liste.

Opgave 8.37
a) Beregn arealet af den viste figur.
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Opgave 8.38 B

35m

32°

A 28m D
Figuren viser tversnittet af et kunstmuseum. Tversnittet er en firkant ABCD hvor vinkel C er ret,
og diagonalen BD star vinkelret pd siden AD .
a) Bestem leengden af BD, og bestem vinkel A4 .
b) Bestem lengden af DC .

Opgave 8.39 D
E . 13950 Jl C
55.0°
Ia
-
A 15,0 m B

Figuren viser en tribune i tveersnit. Stangen EF holder taget. En person har malt de tal der stér pa
figuren.

a) Bestem |BC|.
b) Bestem |DE|
c) Bestem |EF |

Opgave 8.40

I en retvinklet trekant ABC er vinkel C ret, leengden af siden b er 4, og trekantens areal er 10.

a) Bestem vinkel 4.

Opgave 8.41
Vinklen v er fastlagt ved figuren. 10

a) Bestem uden hjelpemidler cosv og tanv.

Opgave 8.42

I trekanterne ABC og A'B'C' er LA = /A" og ZB = ZB'". Endvidere er |AC| =3 og |A‘C'| =12.
I trekant ABC er lengden af hegjden fra vinkel B lig 2.

a) Bestem arealet af trekant A'B'C" .
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Opgave 8.43

Figuren viser to ensvinklede trekanter ABC og DEF . Nogle af sidel&ngderne er givet pa figuren.

a) Bestem |DF | .

Opgave 8.44 B

6,5

A7 3s € A5 G

Trekanterne ABC og A,B,C; er retvinklede og ensvinklede.
a) Bestem |AIBI|.
b) Bestem arealet af trekant ABC .

c) Bestem vinkel B;.

Opgave 8.45 B

a) Bestem |AC|. 65°

21 3,5

Opgave 8.46
a) Bestem leengden af BD.

b) Bestem arealet af trekant ABC.

B
O
A D C
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Opgave 8.47 B
I trekant ABC er ZC ret. Pasiden AC ligger et punkt D .
Det er oplyst at |AD| =20, BC| =38 og |BD| =4,0.

a) Bestem |CD|. 3.8
Bestem /B i trekant ABC. 4,0
2,0 -
A D C
Opgave 8.48

a) Bestem vinkel u pa den viste figur.

b) Bestem vinkel v pa den viste figur.

Opgave 8.49
P& figuren er angivet nogle af malene.

a) Bestem leengden af AC .

Opgave 8.50
I trekant POR er ZR =90°, ZP =33° og |PQ| = 1,4. Midtpunktet af PR hedder T .

a) Tegn en skitse, og bestem AT itrekant ORT .

Opgave 8.51

I firkant ABCD star diagonalen BD vinkelret pd bdde AB og DC . Diagonalen BD har l&engden
48, siden AB har l&ngden 36, og siden BC har laengden 52.

a) Tegn en skitse af firkanten, og bestem vinklerne 4 og C.
b) Bestem firkantens omkreds.
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