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VEKTORER

— Det hedder et plan, ikke en plan, men i geometri er
Koordinater til punkt i planen begge dele korrekt. I eksamensopgaver skrives en plan.

1a.

1b.

1c.

1d.

Koordinatsystem i planen Y — (51
Figuren viser et koordinatsystem i planen. 0=06.1
De to koordinatakser er vinkelret pa hinanden. 1 R=(-2.4)

Begyndelsepunkt O
Begyndelsespunktet er koordinataksernes
skaeringspunkt. Bogstavet O bruges ofte til at
betegne begyndelsespunktet. i T
O har koordinatszttet (0,0). : 0

Koordinatszet til punktet O

Vi anbringer et flytbart punkt i O. o 1 P
Vi forskyder punktet 5 enheder i x-aksens retning sa det kommer fra O til P.

Nér vi forskyder 5 enheder i x-aksens retning, sa bliver x-koordinaten 5 enheder storre.
Nar vi forskyder i x-aksens retning er det kun x-koordinaten der andres.

Altsa har P koordinatszttet (5,0).

Fra P forskyder vi punktet 1 enhed i y-aksens retning s& det kommer fra P til Q.
Nér vi forskyder 1 enhed i y-aksens retning, sa bliver y-koordinaten 1 enhed storre.
Nar vi forskyder i y-aksens retning er det kun y-koordinaten der andres.

Altsa har Q koordinatsettet (5,1).

Det forste tal i koordinatsettet er punktets x-koordinat.
Det andet tal i koordinatsettet er punktets y-koordinat.

Koordinatszt til punktet R
Pé den gverste figur kan vi kan komme til R ved at starte i O, forskyde —2 i x-aksens retning og
forskyde 4 i y-aksens retning. Derforer R = (-2,4).
R=(5,1,3)
Koordinater til punkt i rummet z

2a.

2b.

2c.

S=(-2,4,2)
Koordinatsystem i rummet
Figuren viser et koordinatsystem i rummet.
De tre koordinatakser er vinkelret pd hinanden. R S.

Begyndelsepunkt O
Begyndelsespunktet er koordinataksernes
skaeringspunkt. Bogstavet O bruges ofte til at 5
betegne begyndelsespunktet. 7
O har koordinatsettet (0,0,0). = L

Koordinatsat til punktete R 7 ‘0
Vi anbringer et flytbart punkti O. X
Vi forskyder punktet 5 enheder i x-aksens retning sa det kommer fra O til P.
Nér vi forskyder 5 enheder i x-aksens retning, sa bliver x-koordinaten 5 enheder storre.
Nér vi forskyder i x-aksens retning er det kun x-koordinaten der e@ndres.
Altsa har P koordinatsattet (5,0,0).

Fra P forskyder vi punktet 1 enhed i y-aksens retning sa det kommer fra P til Q.
Nér vi forskyder 1 enhed i y-aksens retning, sa bliver y-koordinaten 1 enhed storre.
Naér vi forskyder i y-aksens retning er det kun y-koordinaten der e@ndres.

Altsa har Q koordinatsettet (5,1,0).

Fra Q forskyder vi punktet 3 enheder i z-aksens retning s& det kommer fra Q til R.

Nér vi forskyder 3 enheder i z-aksens retning, sé bliver z-koordinaten 3 enheder storre.
Nér vi forskyder i z-aksens retning, er det kun z-koordinaten der @ndres.

Altsa har R koordinatsettet (5,1,3).

Det forste tal i koordinatsettet er punktets x-koordinat. Det andet tal i koordinatsaettet er punktets
y-koordinat. Det tredje tal i koordinatsaettet er punktets z-koordinat.

(Bemark at punkterne R og T ligger lige langt over xy-planen som indeholder x-aksen og y-aksen).
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2d. Koordinatseet til punktet S
P& den nederste figur pa side 3 kan vi komme til S ved at
startei O, forskyde —2 ix-aksens retning, 4 i y-aksensretning og 2 iz-aksens retning.
Derforer S =(-2,4,2).

3. Vektor: Definition og sprogbrug

3a. En vektor er en pil. Hvis vi forskyder en pil uden at dreje den, sé er pilen stadig samme vektor.

3b. En vektor kan betegnes med et lille bogstav med pil over.

3c. Pa figurerne 3f og 3g geelder:

Vektorerne d@ og b er samme vektor, for de kan forskydes over i hinanden da de har samme leengde

0g samme retning.
Vektorerne @ og ¢ er ikke samme vektor da de har forskellig leengde.

Vektorerne d og e er ikke samme vektor da de har forskellig retning.

3d. Pa figur 3f gar vektoren a fra punktet P til punktet O. Sé kan denne vektor betegnes med P_Q .
Der gelderat a=PQ og b=PQ.

3e. Nar en vektor a er anbragt sa den gar fra et punkt P til et punkt Q, sa siger vi:
P er vektorens startpunkt og er Q vektorens endepunkt.
Nar vi afseetter vektoren ud fra P, sa er dens endepunkt Q.

)

(7/ 2 -
D. 1 b -
I 3 X c
X
Figur 3f 4

4. Vektor: Koordinater

4a. Vikan fa en vektors koordinatsat ved at

treekke startpunktets koordinater fra endepunktets koordinater.
4b. En vektors koordinatsaet skrives lodret.

de.|Nar 4=(a;,a,) og B=(b.,b,) , er 4d. |Nar 4=(a,,a,,a;) og B=(b,b,y,b;) , er
—_— bl_al . bl_al
b, —a,
by —as
4e. Eksempel 4f. Eksempel
Pé figur 3fer P=(-5,1) og QO=(-2,3) Pé figur 3ger R=(3,0,0) og S=(0,0,2)

o (2 -9 (3 : —<_[973) [
o (32 < w{E)

-3
- (3 -~ (3 =
dvs. a—(zj og b—(zj. dvs. d=| 0 |.

2
4g. Dette koordinatsaet forteeller at a gér 4h. Dette koordinatsat fortaeller at d gér
3 i x-aksens retning og -3 i x-aksens retning,
2 1 y-aksens retning. 0 i y-aksens retning og
Dette kan vi ogsa se pa figur 3f. 2 1 z-aksens retning.

Dette kan vi ogsa se pa figur 3g.
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Koordinater til vektors endepunkt

5a.

Sc.

5d.

Nér A=(a;,a,) og Ez(f}} er

B=(a;+x,a,+y)

—

I ord kan de to formler udtrykkes séddan:
Nar en vektor er afsat ud fra et punkt,

Sb.

og man laegger vektorens koordinater til punktets koordinater,

sa far man koordinaterne til vektorens endepunkt.

Eksempel

(4.1)

Ud fra figuren slutter vi:

B = (445,1+2) = (9,3)

Se.

X
Nér A=(a,,a,,a;) og AB=|y| er
z
B=(a;+x,a,+y,a;+z)
/B
A
Eksempel
P
Pl R
/r:POP
5
n
R =(xy,%9.29) » ¥=|1 |, P=(x,y,2)
3

Med disse betegnelser fér vi ud fra figuren:

(xayaz) = (X0+7'1 > y0+r2 > ZO+’§)

Vekoren med leengde 0 kaldes nulvektor og betegnes med o som er bogstavet lille o med pil over.

6. Nulvektor
6a.
0
6b. Iplanen er 52(0) , ogirummeter o=|0
0

6c.

Pé en figur er nulvektor et punkt.

Laengde af vektor

Ta.

7b.

7d.

Symbolet |\7| betyder leengden af vektoren v .

Nar Vz[xJ , er
Yy

=7 .

Eksempel
A=(-2,11) og B=(6,5).

Te.

X
Nar v=|y|, er
z

|\7| =Jx2+y? +22 .

For at finde leengden af AB udregner vi ferst koordinaterne til AB:

o (10

8
5-11 -6
Nu far vi

4B = {8 +(-6)* = 10

I rummet er udregningerne
de samme bortset fra at der
er tre koordinater.

Vi har udregnet at afstanden mellem punkterne 4 og B er 10.
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Modsat vektor

8a.

8b.

8d.

8e.

Koordinater til modsat vektor

En vektor a = [xj har den modsatte vektor
y

()

8c.

X

En vektor a =| y | har den modsatte vektor

Modsat vektor péa figur

Den modsatte vektor til @ har samme laengde som a

og har modsat retning af a

Eksempel
. (4
Pa figuren er a=|_,)-

Saer

Q>

= (_23j . Se Figur 9b.

9. Tvzervektor (plangeometri)
9a. | Nar vi drejer en vektor 90° mod uret, sa far vi vektorens
tveervektor.
Vi skriver 7 over en vektor for at betegne tveervektoren.
a er tvaervektoren til .
En vektor i rummet har IKKE en tveervektor.
9c. Formel for tvaervektor
Vi udregner koordinaterne til tveervektoren ved hjelp af
folgende formel:
7
o (A7)
y X
.. (2
9e. Eksempel: Hvis a= (3) , er
9f. Eksempel

Figur 9g viser et kvadrat.

Af 9a firvi <———

T~

=)

Du skal IKKE huske at reglen
er nr. 9a. Du skal laese reglen,
huske den, og forsta at den
bruges her. Det samme geelder
alle tilsvarende henvisninger.

Vi omskriver hgjresiden med Formel 9d og fér

ol

Af dette og Formel 5a far vi
B =(T+1,3+(5))
Altsa er
B =(8,-2)

—x
—d=|-y
—Z
—a
d
1
X
» /.
N\ /a
]
X
Figur 9b
-5
-1 A(7.3)
D
B
¢ Figur 9¢g
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10. Tal gange vektor

10a. Koordinater til ka
Vi ganger en vektor med et tal ved at gange hver af vektorens koordinater med tallet:

a ka a kal
] 1 _
10b. k[(lzJ = [kazJ 10c. k a, | = ka2

10d. ka pa en figur

L5a erensrettetmed a da 1,5 er positiv. ~
L,Sa er 1,5 gange sé lang som a.

—2a er modsatrettet @ da —2 er negativ. %
—2a er 2 gange sd lang som a. Kﬁ)

10e. 0Oa er nulvektoren o .

10f. Laengden af ka er |k| gange lengden af a. Se 20a.
10g. ka erensrettet med a hvis ker positiv. ka er modsatrettet @ hvis k er negativ.
10h. Hvis b er o eller parallel med a, sé findes ettal & sa b er ka.

11. Vektor plus vektor

Koordinater til a+b

11 i P I 11b . 11;)1 . H;l
a. a, + b2 = a, +b2 . ay |+ by | = | ar+by
as b, a,+b,
11c. d+b pa en figur 11d. a+b pa en figur
Hvis b erafsat i forlengelse af a Hvis a og b er afsat ud fra samme punkt

som pa figur 1le, sder G+b vektoren PR som pa figur 11f, og PORS er et parallel-

fra @'s startpunkt til Bs spids. ogram, sa er digonalen PR lig G+b .

Figur 11e Figur 11f
11g. Eksempel

Figur 11h viser tre vektorer.

Afregel 11¢ far vi ( g )

=(3J(3)

Heraf og af 11a far vi

_ (84+(=7)
4= (—1 + (—3)}

Altsa er

()

Figur 11h
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12.

Vektor minus vektor

12a.

12c¢.

13.

Koordinater til a—b

)= (o)

d—b pa en figur

Hvis a og —b erafsati forleengelse af
hinanden som pé figur 12e, sa er

PT lig G—b .

a by a;—b,
12b. (12 - b2 = 612 _b2
as by ay—bs

12d. a-b pa en figur
Hvis a og b er afsat ud fra samme punkt,
sd er a—b vektoren fra b's spids til a's spids.

Pa figur 12f, er @ lig a-b .

Figur 12e

Projektion

13a.

13b.

13c.

13d.

14.

Projektion af punkt pa linje

Nér vi fra et punkt P gér vinkelret ind pé en linje /,
kommer vi til et punkt B pd /som vi kalder
projektionen af P pa [.

Sédan kan vi tegne projektionen (plangeometri)

For at tegne projektionen af et punkt P pa en linje /
tegner vi den linje m som gar gennem P og er vinkelret
pa [. Skeeringspunktet mellem m og / er det punkt £ vi
kalder projektionen af P pa /.

Projektion af vektor pa vektor

Linjen / er parallel med b.
Nar vi projicerer startpunkt og endepunkt for a pa [,
sa far vi startpunkt og endepunkt for en vektor a 3

som vi kalder projektionen af @ pa b.

Projektion af punkt pa plan
Nér vi fra et punkt P gér vinkelret ind pé en plan ¢,
kommer vi til et punkt P, i o som vi kalder

projektionen af P pé a.

Prikprodukt

14a.

14b.

Prikproduktet G-b afto vektorer @ og b eret tal.

0

Qy
IS

|
Sy

Figur 12f

b S

+P

Nar vi kender koordinaterne, kan vi udregne prikproduktet ved hjalp af formlerne i rammerne.

Prikproduktet kaldes ogsa skalarproduktet. ’Skalar” betyder tal.

a bl
[a;j(sz = al'bl +a2'b2 140.

a || b
ay |  bs
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15. Prikprodukt: Vinkelret?
15a. Symbolet dLlb laeses ”a ervinkelret pa b” eller a og b er ortogonale”.

15b. alb netop nar ab=0

hvis hverken @ eller b er nulvektor.

15¢. Eksempel \,/ \/// D \//’»
3 (1 AR I T
1 2 .
a og b er ortogonale netop nar a - b =0, altsa nar ! )
. D= i _—
3.441-2=0 | rummet er udregningen den 1 N -
dvs. nar t=— 2 samme bortset fra at hver Ny " @
' 3 vektor har tre koordinater. :
X

16. Prikprodukt: Vinkel mellem vektorer

16a. Nar vi afsatter to vektorer ud fra samme punkt, danner de to vinkler. Den af vinklerne der er mindre
end eller lig 180°, kalder vi vinklen mellem vektorerne.

16b. |Nar v er vinklen mellem a og b,er

16¢c. Eksempel

) ()

Nar v er vinklen mellem @ og b,er

cos(v) = Cié
altsa |a| b‘ I rummet er udregningen den
&) +2.3 samme bortset fra at hver
cos(v) = Ch+ vektor har tre koordinater.

V822 (= 1)2+32
Nspire lgser denne ligning mht. v for 0°<v <180° og far v=94,3987°.

Vinklen mellem a og b er 94,4°.

17. Prikprodukt: Projektion af vektor

17a. |Projektionen af a pa b er 17b. | Leengden af projektionen af a pa b er
ab - a-5|

65 = Wb . ‘5‘

a-| = .

b

17¢. Eksempel
- 1
.~ (8 ~ (-1 . _abr 8ED+23(-1) 1 (-1)_ |5
wal) i) e -5t ()[4

17d. Eksempel
i ‘Zz.b‘ _Jo2+sen| |5 N

Nar ﬁz(oJ 0 Ez(zJ er
5) % 7T IR

17c og 17d: I rummet er udregningen den samme bortset fra at hver vektor har tre koordinater.

“b
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18. Determinant (plangeometri)
18a. Determinanten det(d,g) af to vektorer a pa b eret tal.
Nar vi kender koordinaterne, kan vi udregne determinanten ved hjalp af formlen i rammen.
To vektorer i rummet har ikke en determinant.
4 by
18b. det( a, , b2 ) = a1~b2 _az'bl
18c. Eksempel
- (8 - (-1
a—[ZJ og b—[3)
det(@,b) = 8-3-2-(=1) = 26 .
19. Determinant: Parallel? (plangeometri)
19a. Symbolet a|| b leses “a og b er parallelle”.
19b. all b netop nar det(c'i,l; )=0
hvis hverken & eller 5 er nulvektor. y
19¢. Eksempel bnirt=1
_ . ~ -
a :[ 13j og b= (;J a S bnart=0
a og b er parallelle netop nér det(&,g )=0, altsa nar Bonars=—1
-3)-2t-14=0 B
. 2 1 bnart=-2
dvs. ndr t=—=.
3 x
1
20. Determinant: Areal (plangeometri)
20a. Symbolet |x| laeses ”den numeriske veerdi af x” .
Der geelder [0|=0, [-4|=4, [4|=4, [-05|=0,5, [0,5/=0,5, osv.
Arealet 4 af det parallelogram der udspandes af @ og b er
20b. A = ‘det(&',g)‘ .
20c. Eksempel
. (-1 ~ (8
a—(sJ og b—(z).
Arealet 4 af det parallelogram der udspaendes af a og b er
4 = |det(@b)| = |12 - 38| = |-26] = 26 .
20d. Eksempel Z
Arealet T af trekant ABC er
T - %‘det(E,A_C:)‘.
R
C
20e. Eksempel

En skeev” firkant PORS deler vi op i to trekanter for at finde arealet.

S

Vektorer og koordinatgeometri for gymnasiet 10 2012 Karsten Juul



21. Krydsprodukt (rumgeometri)

21a.

21b.

21c.

Krydsproduktet axb af to vektorer a og b er en vektor.
Nér vi kender koordinaterne, kan vi udregne krydsproduktet ved hjelp af formlen i rammen.
Krydsproduktet kaldes ogsa vektorproduktet.

a by ayby—ayb, Vi skal vide at denne formel findes.

a, |x| by | = | ayb;—apbs Vi skal ikke huske formlen.

as b, ayby—ayb, Vi vil altid bruge Nspire til at udregne krydsprodukt.
Eksempel

21 _63 _; ‘3‘ Dette er udregnet pa Nspire ved at taste

—_ X — —_

5 4 9 crossP({2,-1,5},{-3,6,4})

22. Krydsprodukt: Parallel? (rumgeometri)

22a. d||5 netop nér axb=0
hvis hverken a eller b er nulvektor.
22b. Eksempel
23 92
a=|19| og b=|76
16 64
Pa Nspire udregner vi
(0
axb=|0
0
Da axb er nulvektor, er a og b parallelle.
23. Krydsprodukt: Areal (rumgeometri)
Arealet 4 af det parallelogram der udspandes af @ og b er
23a. 4 = |axb|.
23b. Eksempel .
2 (2
a=[0| og b=|1
1 0
-1
Pa Nspire udregner vi axb = | 2

2

Arealet A af det parallelogram der
udspeandes af a og b er

‘axE‘ = JCI2422422 =3,

A4 =

Afsnit 23 fortscetter pd neeste side.
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23c. Eksempel 0 R
Arealet T af trekant ABC er
T = %‘ ABxAC|.
23d. Eksempel: En “skeev” firkant PORS
deler vi op i to trekanter for at finde arealet. P
S
24. Krydsprodukt: Vinkelret vektor (rumgeometri)
24a. | Krydsproduktet af to vektorer er en vektor der er vinkelret pa begge vektorer:
axb La og axb Lb
24b. | Hejrehdndsreglen:
Grib om dxb med hgjre hand sé fingrene peger fra a til b.
Sa vil axb pege i tommelfingerens retning.
25. Parameterfremstilling for linje :
1 n
(n) (rlj [r 2} t {rzj
7. t r-
0. > L b > W L
(xOsyO) ()C,y) (x07y0720) (x’y’Z)
g 1
Nar (xg,y,) er et punkt pd / og ( 1) Nar (xg,¢,z¢) er et punkt pa/og | r,
ry s
er parallel med /, sa er folgende er parallel med /, sa er feolgende
en parameterfremstilling for /: en parameterfremstilling for /:
X X r o o "1
25c. [ J:( OJ+t(r1J 25d. YI|E[ Yo |t
y Yo 2 - z s
25e. Nar 25c er en parameterfremstilling for /, 25f. Nar 25d er en parameterfremstilling
sé geelder: for [, sa geelder:
(xg,yo) er et punkt pd /. (xg,0,20) er et punkt pa /.
14 "
[ 1) er parallel med /. r, |er parallel med /.
ry s
25g. Antag at xg, yo, ¥1 0g 1,1 25¢ er 25h. Antag at x, yo, Zo, 71, 72 0g 131 25d er
erstattet med bestemte tal. Sa gaelder: erstattet med bestemte tal. S gaelder:
Hvis vi indsetter et tal for # og udregner Hyvis vi indsetter et tal for # og udregner
hgjresiden, sa far vi koordinaterne til et hgjresiden, sa far vi koordinaterne til et
punkt der ligger pa linjen. punkt der ligger pé linjen.
Hvis koordinaterne til et punkt ikke kan fés Hvis koordinaterne til et punkt ikke kan fas
pé denne made, sa ligger punktet ikke pa pa denne méade, sa ligger punktet ikke pa
linjen. linjen.
25i.  En vektor der er parallel med /, kaldes en retningsvektor for /. B /
. - A
25j. Nar 4 og B er to forskellige punkter pa /, sd er AB parallel med /. ///
25k. Nar A4 er et punkt pa / og AB er parallel med /, sa er B et punkt pa /. Afsnit 25 fortseetter pd neeste side!
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251,

Eksempel
En linje / gar gennem punkterne A(15,20,20) og B(25,27,24).
For at bestemme en parameterfremstilling for / bruger vi 25j, 4d og 25d.
Da 4 og B ligger pa [, er AB parallel med /.
25-15 10 15 10
AB =|27-20|=|7 | salhar parameterfremstillingen | y |=| 20 |+¢| 7
24-20 4 20 4

=

[\N]

26. Ligning for linje (plangeometri)

26a.

26b.

26c¢.

26d.
26e.

27.

Nar (xg,yq) er et punkt pd / og (ZJ er vinkelret pa /, ( aj

. . .. b
sd kan vi bestemme en ligning for / ved forst at sette

ind i formlen
a(x—xo)+b(y—yy)=0

og derefter gange ind i parenteserne og treekke sammen sa vi far en ligning af typen
ax+by+c=0.

(x0,%0)

Nér ax+by+c=0 eren ligning for /, s& er vektoren (Zj vinkelret pé /.

Nar vi kender tallene a, b og ¢ i en ligning ax+by+c=0 for en linje /,
sa kan vi undersgge om et punkt ligger pd / ved at satte punktets koordinater ind for x og y i ligningen.

Hyvis ligningen bliver sand, sé ligger punktet pa /.
Hyvis ligningen bliver falsk, sa ligger punktet ikke pa /.

En vektor der er vinkelret pa / kaldes en normalvektor for /.

Eksempel
En linje / gar gennem punkterne A4(2,7) og B(-3,1).
For at bestemme en ligning for / pa formen ax + by + ¢ =0 bruger vi 25j, 9a, 9d og 26a.

A og B ligger pa [, s& [ er parallel med AB= (_13 : ij = (:2)

Sa er [ vinkelret pa AB = (_ (__56)j = (_65j

Sa har / ligningen 6:(x—2)+(5(y—-7)=0

Denne omskriver vi til 6x—-5y+23=0

Ligning for plan (rumgeometri)

27a.

27b.
27c.

a
Nar (xg,¥g,29) er et punktien plan a, og (b} er vinkelret pa a,
C

sé kan vi bestemme en ligning for o ved forst at sette
ind i formlen

a(x—=x0) +b(y—yo) +c(z—29) =0
og derefter gange ind i parenteserne og traekke sammen
sa vi far en ligning af typen

(anyoszO)

ax+by+cz+d=0 .

a
Nér ax+by+cz+d =0 erenligning for o, s& er vektoren (b) vinkelret pd a.
C
Naér vi kender tallene a, b, ¢ og d i en ligning ax +by +cz+d =0 for en plan o,
sd kan vi undersgge om et punkt ligger i o ved at satte punktets koordinater ind for x, y og z i
ligningen: Hyvis ligningen bliver sand, sa ligger punktet i c.
Hyvis ligningen bliver falsk, sa ligger punktet ikke i a.
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27d. Nar A4 og B er to forskellige punkter i ¢, sé er AB parallel med a.
27e. En vektor der er vinkelret pa o, kaldes en normalvektor for a.

27f. Nér a og b er parallelle med o, sder a xb vinkelret pa o

hvis a og b ikke er parallelle, dvs. hvis axb ikke er nulvektor.

27g. Eksempel
Punkterne A(0,3,4), B(2,-2,1), C(-1,4,3) ligger i planen c.
For at bestemme en ligning for a bruger vi 4d, 27d, 27f og 27a.

_(2-0 2 _ (-1=0 -1
AB=|-2-3 |=| -5 og AC=| 4-3 |=|1
1-4 -3 3-4 -1

I

En normalvektor til o ABxAC=| 5 (Udregnet pa Nspire)

-3
Ligning for a: 8(x—0)+5(y-3)+(3)(z-4) =0
Denne omskriver vi til 8x+5y—-3z-3=0

28. Ligning for cirkel (plangeometri)

28a. (x—=x0)2+(y—yp)? =r2.
er ligning for en cirkel med centrum C(x,, ;) og radius r.

28b. Nar P er et punkt pé en cirkel med centrum C, er cirklens radius 7 = ‘@‘ . Se 7d.
28c. Eksempel
En cirkel har ligningen (x=-D2+(y+5)2=9 .
Vi omskriver til formen 28a: (x—1)2+(y—(5))2=32.
Heraf ser vi at centrum er (1, -5) og radiuser 3.
28d. Metode: Nar vi kender en ligning for en cirkel, s kan vi undersege om et punkt ligger pé cirklen ved

at saette punktets koordinater ind for x og y i ligningen.
Hvis ligningen bliver sand, sa ligger punktet pa cirklen.

Hvis ligningen bliver falsk, sa ligger punktet ikke pa cirklen.

28e. Eksempel der forklarer en metode
En cirkel har ligningen x2—-2x+ y2+10y+17=0.

For at bestemme centrum og radius omskriver vi ligningen til formen (x —x)2+ (y — yy)? = r2

med metoden vi har vist i rammen nedenfor. Anden ligning i besvarelsen har vi faet sidan:
Koefficienten til x er —2. Halvdelen er —1, og —1 i anden er 1. Vi leegger 1 til begge sider.
Koefficienten til y er 10. Halvdelen er 5, og 5 i anden er 25. Vi legger 25 til begge sider.
Konstantleddet er 17. Vi traekker 17 fra begge sider.

Tredje ligning i besvarelsen nedenfor har vi faet af formlerne

(a+b)2=a2+b>+2ab og (a—b)2=a?+b2-2ab

sadan:

Koefficienten til x er —2. Halvdelen er —1. Derfor skal der std —1 i forste parentes.

Koefficienten til y er 10. Halvdelen er 5. Derfor skal der std +5 i anden parentes.

Besvarelsen:
x2=2x+y2+10y+17=0
x2+1-2x + y2+25+10y = 1+25-17
(x-D2 + (y+52 =9
Heraf ser vi at centrum er (1, —-5) og radius er Jo=3

Hvis x-led eller y-led mangler, ser omskrivningen lidt anderledes ud:
x24+y2+10y+17=0
x2 + p2425+10y = 25-17
(x=0)2 + (y+52 =38 Centrum er (0, —5) og radius er J8.
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29.

Ligning for kugle (rumgeometri)

29a.

29b.
29c.

29d.

29e.

30.

(x=x0)2+ (¥ =12 +(z—-2)% = 2.
er ligning for en kugle med centrum C(x,, yy,2z,) og radius r.

Nér P er et punkt pa en kugle med centrum C, er kuglens radius » = ‘55‘ . Se 7c og 7d.

Eksempel
En kugle har ligningen (x=1)2+y2+(z+5)2=8 .

Vi omskriver til formen 29a: (x=D2+(y-0)2+(y—-(H)? = \/gz .
Heraf ser vi at centrum er (1,0, —5) og radius er NCD
Metode: Nar vi kender en ligning (x —x,)2+ (v —yy)?+(z—25)? = r2 for en kugle,

sé kan vi undersgge om et punkt ligger pa kuglen ved at satte punktets koordinater ind for x, y og z i
ligningen.

Hyvis ligningen bliver sand, sé ligger punktet pa kuglen.
Hvis ligningen bliver falsk, sa ligger punktet ikke pa kuglen.
Eksempel der forklarer en metode

En kugle har ligningen x2-2x+ y2+2z2+10z+18=0.

For at bestemme centrum og radius omskriver vi ligningen til formen fra 29a. (Se forklaringen i 28¢)
x2=2x+y?2+2z24+10z+18=0

x24+1-2x+y2+2z2+254+10z=1+25-18
(x—12 +y24+(z+5)2 =8

Heraf ser vi at centrum er (1,0, —5) og radius er NCR

Afstand fra punkt til linje (plangeometri)

30a.

30b.

31. Afstand fra punkt til plan (rumgeometri) P

P

Afstanden d fra et punkt P(x;,);) tilenlinje /: ax+by+c=0 er
ax+by +c
g - larbnrd

vaz+b?

Eksempel
Afstanden d fra punktet P(1, 2) til linjen med ligningen 4x—-3y+6=0 er

C[41-32+6 4

J82+3)2 5

31a.

32. Vinkel mellem linjer

Afstanden 4 fra et punkt P(x;,;,z) tilen
plan «a: ax+by+cz+d=0 er

B < |ax1+by1+czl+d|
Va2 +b2+ 2

32a.

32b.

32c.

Hvis vi kender retningsvektorer 7, og 7, for linjer /; og /,, sé& find vinklen v mellem 7, og 7, .

Sévil v og 180°—v vaere de to vinkler som /; og /, danner. Se /6b.

Hvis vi kender normalvektorer 7, og 7, for to linjer /; og /, iplanen, sé find vinklen v mellem #,
og 7n,. Savil v og 180°—v vare de to vinkler som /; og /, danner. Se /6b.

Hvis vi for to linjer /; og /, iplanen kender en retningsvektor 7, og en normalvektor 7,, sa find

vinklen v mellem 131 og n,. Savil v og 180°—v vere de to vinkler som /; og /, danner. Se 9d og
16b.
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33.

Vinkel mellem planer (rumgeometri)

33a. Find vinklen v mellem normalvektorer 7, og 7, til to planer o, og o, .
Sévil v og 180°—v vaere de to vinkler som «; og o, danner. Se 16b.
34. Vinkel mellem sideflader (rumgeometri)
34a. Til den ene sideflade skal vi finde en normalvektor 7, 7
der peger ind i vinklen. (Brug hejrehandsreglen 24b)
Til den anden sideflade skal vi finde en normalvektor 7,
der peger ud af vinklen. (Brug hegjrehdndsreglen 24b)
Vinklen v mellem 7, og 7, er vinklen mellem sidefladerne. z
34b. (Hvis begge vektorer peger ind i vinklen, eller begge peger ud,
finder vi en vinkel # som ikke dannes af sidefladerne. De to
planer der indeholder sidefladerne, danner vinklerne u og v).
35. Vinkel mellem linje og plan (rumgeometri)
35a. Find vinklen v mellem en normalvektor 7 til planen og en retningsvektor 7 til linjen.
Trek den mindste af vinklerne v og 90° fra den sterste. Resultatet er vinklen mellem linjen og planen.
Se 16b.
36. Vilkéarligt punkt pa linje
36a. Viomskriver parameterfremstillingen for en linje /:
(Xj = (Sj + t( 2 J = (SJ + (ZtJ - (5"'2"} I rummet er udregningen den
y 3 -1 3) \~t 3t samme bortset fra at der er
Et vilkrligt punkt pa [ er (x, ) = (5+2¢, 3—1) tre koordinater.
37. Skeering mellem to linjer / og m
37a. Badelogm e.r giv.et ve'd parameterfrer.ns.tilling .................................... 1 36a star hvordan vi ger. :
Forst finder vi et vilkarligt punt pa hver linje: <~~~ %Parametrene s og ¢ de to punkter
I: (x,y)=(2s,5-3s) og m: (x,y)=(2+2t,-2+1) ‘m4 ikke veere samme bogstav. :
Vi skal bestemme s og ¢ s& de to punkter har ens x-koordinater og ens y-koordinater:
2s = 2+2t
5-3s = -2+t :
Vi lgser dette ligningssystem mht. s og ¢ og fér: Skriv at Nspire loser ligningssyste-
met, eller skriv mellemregninger. |
s=2 og t=1
Nar s=2 er (x,y)=(2s,5-3s)=(2-2,5-32)=(4,-1). 1 rummet er udregningerne de samme
Skaeringspunktet er (x,y)=(4, 1) . ‘bortset fra at der er 3 koordinater. :
37b. Béde/ og m er givet ved ligning (plangeometri)

Vi skal finde x og y sé& begge ligninger er opfyldt:

I 3x+2y-10=0 Skriv at Nspire lgser ligningssyste-
met, eller skriv mellemregninger.

m: x—2y—6=0

Vi leser dette ligningssystem mht. x og y og far x=4 og y=-1.
Skeringspunktet er (x,y)=(4,-1) .

37c¢ er pa naste side.
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37c. ler givet ved ligning, m ved parameterfremstilling (plangeometri)

Forst finder vi et vilkarligt punkt pad m :

1 36a star hvordan vi gor.
m: (x,y)=(2+2t,—2+t) ' % a star hvordan vi gﬂr :

Vi indsetter dette punkt i ligningen
I: 3x+2y-10=0
og far

324+26)+2(-2+¢)-10=0 %Skriv at Nspire loser ligningen,
Vi lgser denne ligning mht. ¢ og far =1 . geller skriv mellemregninger. ;
Nar t=1 er (x,y)=(2+2t,-2+1)=(2+2-1,-2+1)=(4,-1) .

Skeeringspunktet er (x,y)=(4,-1) .

38. Skeering mellem linje og cirkel (plangeometri)

38a. Linjen er givet ved parameterfremstilling

Forst finder vi et vilkarligt punkt pa linjen :
(0, y)=(2+2¢t,-2+1) .
Vi indsatter dette punkt i cirklens ligning

I 36a star hvordan vi ger.

x2—6x+y?2-2y =0

og far

(2+2£)2 = 6(2+2t) + (-2+1)* = 2(-2+1) = 0 %Skriv at Nspire loser ligningen,
‘eller skriv mellemregninger. :

Vi lgser denne ligning mht. # og far =0 eller ¢=2 .
Nar =0 er (x,y)=(2+2¢,-2+t)=(2+20,-2+0)=(2,-2)
Nar =2 er (x,y)=2+2¢t,-2+t)=(2422,-2+2)=(6,0)

Skeeringspunkterne er (2,-2) og (6,0) .

38b. Linjen er givet ved ligning

Linjen og cirklen er givet ved ligningerne
x=2y—-6=0
x2—6x+y2-2y =0

Skriv at Nspire lgser ligningssyste-

Vi lgser dette ligningssystem mht. x og y og far met, eller skriv mellemregninger.

x=2 og y=-2 eller x=6 og y=0
Skeeringspunktet er (x,y)=(2,-2) og (x,y)=(6,0).

39. Skeering mellem linje og kugle (rumgeometri)

39a. Viindsetter et vilkarligt punkt fra linjen i kuglens ligning, osv. Se 36a og 38a.

40. Skeering mellem linje og plan (rumgeometri)

40a. Vi indsatter et vilkarligt punkt fra linjen i planens ligning, osv. Se 36a og 37c.

41. Projektion af punkt pa linje (plangeometri)

41a. Vivil finde projektionen Q af punktet P(2,1) pédlinjen [: 2x+3y—-20=0 .
Q er skeeringspunktet mellem / og linjen m der gar gennem P og er vinkelret pa /.

Af ligningen for / ser vi at vektoren (2} er vinkelret pé /, s& m har parameterfremstillingen

« (HO-)

Herefter kan vi bruge metoden fra 37c til finde Q.
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42. Projektion af punkt pa plan (rumgeometri)

42a. Vi vil finde projektionen Q af punktet P(6,-2,5) padplanen «: 2x—-3y+z+5=0.
O er skaeringspunktet mellem « og linjen m der gar gennem P og er vinkelret pa c.

2
Af ligningen for « ser vi at vektoren | —3 | er vinkelret pa ¢, sd m har parameterfremstillingen
X 6 2 1
m: | y|=-2|+t]-3
z 5 1

Herefter kan vi bruge metoden fra 40a til finde Q.

43. Tangent til cirkel (plangeometri)

43a. En tangent til en cirkel er en linje der har preecis ét punkt faelles med
cirklen. Dette punkt kaldes reringspunktet.
Nér man siger tangenten i P”, betyder det at P er reringspunktet.

43b. En tangent til en cirkel er vinkelret pa linjen gennem centrum og
reringspunkt.

43c. En linje er tangent til en cirkel netop hvis afstanden fra centrum til
linjen er lig radius.

43d. Eksempel
Punktet P(4,5) ligger pa en cirkel med centrum C(3,1).

Vi vil finde en ligning for tangenten / 1 P.
Ifelge 43b er CP vinkelret pa /, sé vi kan finde ligningen for / ved at bruge 4c og 26a.
43e. Eksempel

Linjen [: 3x+4y+24=0 er tangent til en cirkel med centrum C(2,5).

Vi vil finde en ligning for cirklen.
Ifelge 43¢ kan vi finde radius ved at finde afstanden fra C til /. Se 30a og 30b.
Sa kan vi bestemme cirklens ligning ved at bruge 28a.

43f. Eksempel
Vi vil undersege om linjen /: 3x+4y+24=0 ertangent til cirlen M: (x—2)2+(y—5)2=8l1.

Metode 1: Vi finder centrum og radius som 1 28c.
Sa udregner vi afstanden fra centrum til / og bruger 43c.

Metode 2: Vi finder skaeringspunkterne mellem / og M og bruger 43a.
Skeringspunkterne finder vi som i 38b.

44. Tangentplan til kugle (rumgeometri)

44a. En tangentplan til en kugle er en plan der har pracis ét punkt
feelles med kuglen. Dette punkt kaldes reringspunktet.
Nar man siger “tangentplanen i P”, betyder det at P er
reringspunktet.

44b. En tangentplan til en kugle er vinkelret pé linjen gennem
centrum og reringspunkt.

44c. En plan er tangentplan til en kugle netop hvis afstanden fra
centrum til planen er lig radius.

44d. Eksempel
Punktet P(4,5,2) ligger pa en kugle med centrum C(3,1,4).

Vi vil finde en ligning for tangentplanen o1 P.

Ifolge 44b er CP vinkelret pa [, sa vi kan finde ligningen for o ved at bruge 4d og 27a.

Afsnit 44 fortscetter pd neeste side!

Vektorer og koordinatgeometri for gymnasiet 18 2012 Karsten Juul



44e. Eksempel: Planen «a: 2x+ y—2z+24=0 ertangentplan til en kugle med centrum C(-1,0,5).

Vi vil finde en ligning for kuglen. Ifelge 44c kan vi finde radius ved at finde afstanden fra C til a. Se
31a . Sakan vi bestemme kuglens ligning ved at bruge 29a.

44f. Eksempel: Vi vil undersege om planen o: 2x+y—-2z+24=0 er tangentplan til kuglen med
centrum C(-1,0,5) ogradius 4. Vi udregner afstanden fra C til & og bruger 44¢c. Se 31a .

BEVISER

45. Skrivning af formler

I et eksempel som 26e skrev vi udregningerne med bestemte tal.
Hyvis vi skal lave samme udreninger med mange forskellige tal, sé er det smart at

— starte med at betegne tallene med bogstaver og
— skrive udregningerne med disse bogstaver.

Sa kan vi fa Nspire til at udregne et resultatet hver gang vi endrer de givne tal.
Denne metode bruger vi i eksempel 46

46. Bevis for formler til automatisk tegning af pil

1

Figuren viser en vektor SE=% =( j med startpunkt S(s;,s,) .

Vs AD

Nar vi taster bestemte tal for
vektorens koordinater v, og v, og

startpunktets koordinater s; og s,,

sa skal Nspire tegne pilen. S

Vi skal skrive formler som Nspire kan bruge til at udregne koordinaterne
tilE, Cog D.

For at fa E's koordinater l&egger vi v's koordinater til S's :

Du skal IKKE huske at reglen er
e =5 +v : A nr. 5¢. Du skal slé op pé reglen,
‘Her har vi brugt 5c.; <— huske den, og forsta at den

' bruges her. Det samme geelder
alle tilsvarende henvisninger.

0]

€ =5 +V2

Vi vaelger at lade pilespidsens leengde vere 0,1 gange pilens lengde. Sa ma

SA = 0,9v . éHer har vi brugt 10f og 10g.

For at f4 SA4 's koordinater skal vi gange Vv's koordinater med 0,9:

< _[0.9v .
S = [0,9\/2J ‘Her har vi brugt 10a. :

For at fa A's koordinater laegger vi SA's koordinater til B's :

ap =58+ 0,9\/1

ay =5, +0,9v, :Her har vi brugt 5c.:
Vi ser at
AC har samme retning som V. ?Her har vi brugt 9a.

Vi vaelger at lade pilespidsens halve bredde veere 0,05 gange pilens laengde, séa

AC=0,05v . éHer har vi brugt 10f og 10g.
og

- -V —-0,05v : ,

AC= 0,05[ vlzJ =( O,OSVIZJ Her har vi brugt 9d og 10b.

Afsnit 46 fortscetter pd neeste side!
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For at fa C's koordinater leegger vi AC''s koordinater til A's :

=8+ 0,9\/1 — 0,05V2

@ ¢y =55 +0,9v, +0,05v, ‘Her har vi brugt 5c.
Vi ser at
- 0,05v, :
AD=-AC = - ‘Her har vi brugt 8d og 8b. |
_0,05‘/1 h H

For at fa D's koordinater leegger vi AD 's koordinater til A's :

Q)

dl =S5 + 0,9\/1 + 0,05V2
d2 =S + 0,9V2 - 0,0SVI

éHer har vi brugt 5¢.

I afsnit 47 bruger vi formlerne (1), (2) og (3) til at fa Nspire til at tegne pilen.

47. Automatisk tegning af pil pa Nspire
Tast startpunkt: s1:=2| s2:=3 gf y
Tastvektor: vl:=7 v2:=5
Endepunktudregnes: el:=s1+vl =9
e2:=s2+v2 =8
Hjzlpepunkter udregnes:
cl:=s1+0.9-v1-0.05-v2 =8.05
c2:=52+0.9-v2+0.05-v1 =7.85
d1:=s1+0.9-v1+0 05-v2 =8 55 1 7
d2:=52+0.9-v2-0.05-v1 =7.15 " R S R :1;
47a. Venstre skaeermbillede viser de formler der udregner koordinaterne til punkterne £, C og D fra
afsnit 46.
47b. Hgjre skaermbillede viser pilen fra afsnit 46.
Nar vi pa venstre skeermbillede @ndrer s, s,, v; og/eller v,, sa @ndres pilen automatisk.
47¢. Forbindelsen mellem venstre og hgjre skaermbillede laver vi sddan:
Vi satter markeren pa et punkt, hgjreklikker (pa lommeregner taster vi i stedet ctrl menu), vaelger Koord og Lign,
flytter marker til x-koordinat, hejreklikker, velger Variable / Kad til og veelger den relevante variable,
0osv.
48. Beyvis for at vi ma prikke ind i en parentes
u; og u, er koordinater til u , og tilsvarende for v og w.
- oy - u1+v1 Wy
(u +V)'W = . = (M1+V1)'W1 + (u2+V2)'W2 = MI'W1+V1'W1+Z/[2'W2+ Vo Wy
u2+V2 Wy
- - N 23] wi Vi wi
U-w+v-w = . + . = UI‘W1+M2‘W2+V1‘W1+ V2‘W2
Uy ) \ W2 Vo) \W2
Da de to udtryk give samme fire led, er de ens, dvs. Vl har brugt Vektoqege.l I1a og 14b,
.0g talregler: gange ind i parentes, og
48a. G+V)W = l-W+V-W -ved plus er rekkefolge ligegyldig.

T rummet er beviset det samme
bortset fra at der er tre koordinater.
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49.

Bevis for formel 49a

. . Vi har brugt vektorregel 10b,
v| og v, er koordinater til v. 14b og 7b, og talregler: ved
gange er rekkefolge ligegyl-

I kv v
(kv)-v = ( IJ( IJ = (kv)-vi+(kvy)-vy = kv + kv dig, x*=x-x, kvadratrod i

sz V) . .
5 N anden, og gange ind i
k|\7| =k +vE = k(W +vP) = kv? + kv parentes.
Da de to udtryk give samme resultat, er de ens, dvs. I rummet er beviset det sam-
49a. (k%) -7 = k|\7|2 me bo.rtset fra at der er tre
koordinater.
50. Bevis for at vi fir nul nir vi prikker med nulvektor
v| og v, er koordinater til v. V1 har brugt vektorregel 14b, og
5.7 = (OJ'(VIJ R ;talregel om nul gange tal.
0) \vy ‘I rummet er beviset det samme :
L ‘bortset fra at der er tre koordinater. :
50a. ov =20 5 :
51. Bevis for at vinkelrette vektorer har skalarprodukt nul
u; og u, er koordinater til u , og tilsvarende for v .
Naér vi afsztter u og v ud fra samme punkt, :
er v—u vektoren fra i 's spids til V's spids. Her har vi brugt 12d.
Nér # L v kan vi bruge Pythagoras satning pa den viste trekant:
i[> +[V[? = [v-a?
Jul +u? 2 v 12 2 2 22 : : 5
U tuy VvV = \/(Vl_ul) +(vy—uy) ‘Her har vi brugt 7b og 12a. :
uf +u? + v+ vE = () + (v-uy)?
M12 + u22 + V12 + V22 = V12 + u12 — 2v1u1 + V22 + UZZ — 2V2U2
iy + W, = 0
uv =0 Her har vi brugt 14b
Nu har vi bevist at
51a. hvis ulv er uv =0
52. Bevis for formlen for projektion af vektor

Se figuren til hejre.

Projektionen af b pa a eren vektor derer o0 eller
parallel med a, sé vi kan fa projektionen
frem ved at gange @ med et tal:

l;ﬁ = té
Nar ¢ er vektoren pa figuren, er
b =ta+é

Begge sider i denne ligning prikker vi med a og far:
b-d = (ta+¢)a

Vi prikker ind i parentesen og fér:
b-a = (ta)a + ¢-a

Forste led pa hgjre side omskriver vi med 49a, og sidste lederOda a L ¢ :

b-a=dal’

Afsnit 52 fortscetter pd neeste side!
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Begge sider i denne ligning dividerer vi med |Zz|2 og far:

ba

dl

Vi indsatter dette udtryk for ¢ i felgende ligning som vi begrundede ovenfor:

Q

=1t

[\

Ea = ta
og far:
52a. b = bT'az—d
¢ |d

53. Bevis for parameterfremstilling for en linje

[ er linjen som gér gennem (x,y,) og er parallel med (FIJ .
r
n "
”2 ! r /
—_—
(X0-70)

Et punkt (x,y) ligger pa /

netop nér

vektoren fra (x,, ) til (x,y) er o eller parallel med [2}
dvs.

vektoren fra (xy,y,) til (x,») erlig t(:ﬂ , hvor ter et tal
dvs.

vi far (x,y) nar vi laegger t( rl) 's koordinater til (x,,y)
altsa "2

53a. @:(%JH[HJ
y Yo r
sé vi har bevist at 53a er en parameterfremstilling for

linjen / som gar gennem (x,,y,) og har retningsvektoren (’”1) .
)

54. Bevis for ligning for linje (plangeometri)

.. o . . (a4
[ er linjen som gar gennem (x,,y,) og er vinkelret pa ( b) .

Vektoren fra (x(,y) til (x,») er (x—xo) Seﬁgur
Et punkt (x,y) ligger pa /
netop nar
(x—on er o eller vinkelret pa [a}
Y=o b
og dette gaelder netop nar ( aj
b
B0
y_yo (XOﬂyO)
dvs.
S4a. a(x=xg) +b(y=yp) = 0

I rummet er beviset det
samme bortset fra at der
er tre koordinater.

Vi har nu bevist at 54a er en ligning for linjen der gar gennem (x,y,) og har normalvektoren [ZJ .
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55. Bevis for ligning for plan (rumgeometri)
Beviset er magen til beviset i afsnit 54 bortset fra at der er tre koordinater og vi siger ’plan” i stedet
for "linje” .
56. Bevis for ligning for cirkel (plangeometri)
M er cirklen med centrum C(x(,y,) ogradius r.
Et punkt P(x,y) ligger pA M netop nér
leengden af CP err
dvs.
lengden af (x—xoj er r.
Y=
Ved hjelp af lengdeformlen (se 7b) kan vi skrive dette sddan:
J@=x0)2+(r=yp)? = r
Da begge sider er >0, kan vi oplefte til anden. Sa far vi
(x=xp)> +(y=1y)* = r?
Dette er cirklens ligning (se 28a).
57. Bevis for ligning for kugle (rumgeometri)
Beviset er magen til beviset i afsnit 56 bortset fra at der er tre koordinater og vi siger kugle i stedet for
cirkel.
e
afsnit 1d kan lese @\ ZELSER '
Kuglepen o.1. er
Ehvordan du skal gﬁgre. FORBUDT!
1.1 Ovelse se 1d. y
Afsat folgende punkter i koordinatsystemet:
(0, h)
(—2k,0) (h,k)
(2h,-2k) x
(h+k,0)
12  Ovelse se 1d. y
Skriv koordinater ved hjelp af p og g: A(5,11) 3
il [
B( : ) P
C( : ) K
u 1 G
D( ; ) E A c
E( , )
X
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. Ovelse se 2d.

2.1

Skriv koordinater:

A( b b )
BC )
o« )

. Ovelse se 2d.

2.2

3.1

Afszt folgende punkter i koordinatsystemet:
P(2,3,0)
0(2,3,1)
R(0,1,3)
S(-2,-2,3)
r1,-2,-2)

. Ovelse se 3c.

(a)
(b)
(©)
(d)

3.2

Hvilke af vektorerne er ens?
Hvilke af vektorerne har samme laengde?
Hvilke af vektorerne har samme retning?

Hvilke af vektorerne har modsat retning?

. Ovelse se 3e.

(a)
(b)
(©)
(d)
(e)

Afset u ud fra 4.
Afset u ud fra B.
Nér v afsettesud fra ~, er endepunktet C.
Nar v afsattes ud fra , er endepunktet A.

Nar endepunktet for v er D, er startpunktet

7 |
X
a

/ E

/

/

e
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4.1

Ovelse se 4a og 4b.

Skriv koordinater:

P=(
0
a

(
(

k
3
|

Y X
Il

o

|

4.2

. Ovelse sc 4g.

(a)

(b)
(©)

(d)

5.1

~

. - (2 . . .
Koordinatsettet a =( 3j forteeller at @ gar 1 x-aksens retning

og i y-aksens retning.
Afset a ud fra P.

Koordinatsttet b = [ 3J fortaeller at b gér

og i y-aksens retning.

Afszt b ud fra P.

. Ovelse se Sc.

6.1

Skriv koordinater:
P = , )= , )
0=

Ovelse se 6a, 6b, 4a og Sc.

(a)
(b)

A=(8,3) og B=(4,6)

Hvis FC’=5, er C=(

i x-aksens retning

—

~

(4.5)

5)

i) -
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7.1 Ovelse se 7c og 7d. z

(a)  Skriv koordinater:
4=
B =(
AB =

®) |i] =

(c) Udregn leengden af v.

7.2  Ovelse se 7b
Nar ﬁz(th , €r |Ez|2=
1+¢

8.1 Ovelse se 8b.

k-3 f

Nar ﬁz(gJ,er —ﬁz(
8.2 Ovelse se &d.

Afsaet den modsatte vektor til ¢ ud fra P. /

P/ *
9.1 @Ovelse se 9d.
. - [—12 a
(a) Nar az( 5 J, er a=
o 7 [k+3 s
(b) Nar b—(kﬂj , er b=
y
9.2 Ovelse se 9a og &d.
(a) Afset tvaervektoren til v ud fra 4. v
L .
(b)  Afsat den modsatte vektor til v ud fra 4.
(c) Afset — ud fra 4.
X

9.3  Ovelse se 9a, 4c, 9d og 5Sc.

Figuren viser to ens kvadrater.

A(15,0), B(0,7). 1
(a)  Skriv sand eller falsk ved hver ligning: C

AB=AC, BA=AC, AB=CD, BA=CD . . D

(b)  Udregn koordinatsattet til C. A\/ x

(¢)  Udregn koordinatsattet til D.

10.1 Ovelse se 10b.

(a) Nﬁraz(_13J,er65=[ j:(J (b) Nér&=(1iJ,er4Zz=
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Ovelse se 10d.

10.2
(2)
(b)
(©)

Tegn 3v . /

Tegn 0,5v .
Tegn —4v .

.1 Ovelse se 11a og 10b.

11.1

(a)

(b)

(©)

11.2

()5 ()

()
oo )

G+3b = (H

Ovelse se 1lc og 11d.

(a)
(b)
(c)

11.3

Tegn vektoren a+b .
Tegn vektoren b+¢ .

Tegn vektoren b+d .

3 Ovelse se 11c og Sc.

(a)
(b)

‘72(—35}’ 5:@) og P=(1,2) .

Udregn koordinatsattet til ¢ .

Udregn koordinatszttet til Q.

.1 Ovelse se 12a og 10b.

12.1

(a)

12.2

() vl

o))

Ovelse se 12c¢ og 12d.

(a)
(b)
(c)

13.1

Tegn vektoren a-b .
Tegn vektoren b-c .
Tegn vektoren b-d .

Ovelse se 13b.

(a)
(b)
(©)

Tegn den linje n som gér gennem P og er vinkelret pa /.

Tegn det punkt P; som er projektionen af P pa [.

Tegn det punkt P,, som er projektionen af P pé m.

b

ol

~

/
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13.2

Ovelse se 13b og 13c.

(a)
(b)

(c)
(d)
(e)

13.3

Tegn en linje / som er parallel med b.

Tegn a's startpunkt, og tegn det punkt som er
projektionen af dette punkt pa /.

Tegn projektionen af a's endepunkt pa /.
Tegn den vektor som er projektionen af @ pa b.

Tegn projektionen af b pa a.

Ovelse se 13b og 13c

(a)
(b)

Tegn projektionen af P pa /
Tegn projektionen af RP pa n.

.1 Ovelse se 14a, 14b og l4c.

14.1

(a)

(b)
(c)

(d)

(e)

15.1

()5 e-(3

Skriv_sand eller falsk ved hver af folgende 5 pastande:
(1)  Prikproduktet af a og berc.

(2)  Prikproduktet af a og b er 4.

(3) Skalarproduktet a og b er 10.

(4)  Prikproduktet @ og b er 10.

(5) b-¢ =34.

Ovelse se 15a og 15b.

Skriv sand eller falsk ved hver af folgende 7 pastande:

S

[

[NV

(1) ab=0
@ ai=0 o
(3) d og b er ortogonale -
(4) a og ¢ erortogonale /
(5) a ervinkelret pa b
6) alc
4 3
o (L)

(o))
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15.2

Ovelse se 5c og 15c.

o=[5) o (7).

(@) Nar =3 er 5=( Jz( J
y
(b)  Nar vi afsaetter vektoren fra (a) ud fra punktet
P(7,1), sa bliver endepunktet
( : )=C ). A
(c)  Afseat vektoren fra (a) ud fra P. ' N
(d) For =0, for t=1 og for =2 skal du afsatte a b\
ud fra P . Skriv t-veerdierne ved de 4 vektorer. 1
(e) a er vinkelret pa b netop nér ! x
b =
Nar vi udregner venstre side, bliver denne ligning til
Vi lgser denne ligning mht. ¢ og far
=
dvs. for denne verdi af ¢ er
Vi ser at dette godt kan passe med figuren.
16.1 Ovelse se 16c.
2 4
a=|-3]og b=|1
1 -1
Nér v er vinklen mellem a og b ,er
cos(v) = ——
altsa
cos(v) =
Nspire lgser denne ligning mht. v for og far v =
Vinklen mellem a og b er
16.2 @Ovelse se 4c og l6c. C(-1,3)
Brug 16b til at udregne vinkel 4 i trekant ABC.
B(9,0)
A(2 > _l)
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17.1 Ovelse se 13c og 17c.

y
(a) Tegn den vektor &5 som er projektionen af a pa b.
) REny
b = ( "
b
(c)  Udregn koordinatseettet til a; og skriv mellemregnnger: !
- 1 *
CZE =
17.2 QOvelse se 17d, 4g og 13c. Y
(4 ~ (=5
a—(J og b_(4J .
(a) Udregn leengden af Ea , og skriv mellemregninger:
i - P
1
(b) Afset a og b ud fra P, tegn Ea , og mal leengden af Ea . ' x
18.1 Ovelse se 18c.
_ 2 ~ 3 - 8
() 7= e e-3)
(a)  Skriv sand eller falsk ved hver af folgende 4 pastande:
(1) Determinanten af a og berc.
(2) Determinanten af a og b ers.
(3) Determinanten af a og b erll.
(4)  det(b,é) = —41.
(b) det(a,c) = =
(c) det(b,a) = =
@ det([t”}[z )) -
t -1
19.1 Ovelse se 19a og 19b.
Skriv_sand eller falsk ved hver af folgende 6 pastande:
(1) det(4B,AC) = 0 (2) det(4B,AD) = 0 .
(3) det(4B,DE) = 0 (4) det(4D,BE) = 0 E
(5) 4B | AC D
5 7 A
o (3)1(3)
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19.2

(a)
(b)

Ovelse se 19c. y
_ 6J - (2
a= [ og b= [ - J . )
5 4—¢ ) 5/ /
For hver af t-vaerdierne —1, 0, 1, 2 og 3 skal du afsatte b ud fra P. //
a og b er parallelle netop nér I ye 4
det(d,b) = x

Nar vi udregner venstre side, bliver denne ligning til

Vi lgser denne ligning mht. ¢ og far

{=
dvs. for denne verdi af ¢ er

Vi ser at dette godt kan passe med figuren.

.1 Ovelse se 20a.

20.1

20.2

Skriv sand eller falsk ved hver af de 4 pastande:

(1) Den numeriske vaerdi af 5 er —5 .
(2) |-33] =33
3) |]2|=2

(4) Nar x=-2, er |x|=-x.

.2 Ovelse se 20b, 20d og 18b.

20.3

Skriv sand eller falsk ved hver af de 3 pastande:

(1) Nar a og b er vektorer i planen der udspander et parallelogram med areal A4,
s geelder altid at 4 = det(&,g) .

(2) Nar POR er en trekant i planen med areal 7, sder T = ‘det(?@, ﬁ)‘ .

3) |4-2 - 3-1| er arealet af det parallelogram der udspzandes af vektorerne @J og Gj .

3 Ovelse se 20c

22.1

(g ().

Udregn arealet 4 af det parallelogram der udspendes af a og b, og skriv mellemregninger.

A =

Ovelse se 21c og 22a.

(a)

(b)

3 -9
a=|-2| og b=| 7

1 -3
axb=

Af (a) kan vise at a og b ikke er parallelle da
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23.1 Ovelse se 23c og 23b. z

(@) 4=(
(b)) B =(
() C=(
d) 4B =
() AC =
() ABxAC =
(g) Arealet af trekant ABC er
T =
23.2 Ovelse se 23d, 23c og 23b. A4(6,0,0) z
Udregn arealet af firkant ABCD, B(2,8,0)
og skriv mellemregninger. C(1,6,4)
D(3,0,6)
E(0,8,0)
F(0,0,7)
X 5 y
23.3 Ovelse se 23a.
(a) Vektorerne u og v er vinkelret pa hinanden og deres laengder er 2 og 3.

(b)

24.1

Ovelse se 24a, 24b, 23a og 22a.

7] -
I parallelogrammet PORS har grundlinjen PQ leengden 10, og hgjden er 4.
‘P_Q xPR| =

Figuren viser 6 vektorer der er afsat ud fra samme punkt
og har lengde 1.

Vektorerne er to og to enten modsat rettede eller vinkelret
pa hinanden.

Sy

ax

ol

ax

Uy
Il

ax

Sy
Il

é x
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25.1 Ovelse se 10b og 1la. Y

En linje / har parameterfremstillingen

=)= ()
o e e ()=l )-

Tegn punktet med disse koordinater.

© i (1] = 1))

Tegn punktet med disse koordinater.

)
)

o womta (= <[] @ e (= )<( ]
)

Ve

_—
\

(4,3)

Tegn punktet med disse koordinater. Tegn punktet med disse koordinater.

@) Nar =0 er @=U ( ) () Nar t=-15 er @:(j}( j:( j

Tegn punktet med disse koordinater. Tegn punktet med disse koordinater.

25.2 Ovelse se 25g.

En linje m har parameterfremstillingen

v ()

(a) Nér s=3 er (;j = J , sa punktet ( , ) ligger pa m.
(b) Nér s= er (;j = [Sj , sapunktet (5,0) ligger pa m.
(¢) Nar s= er (;) = (;2) , sdpunktet (—8,26) ligger pa m.

(d) Findettal s sa [;CJ = (I;J eller skriv at det ikke kan lade sig gare.

(e)  Ligger punktet (-3,15) pa m?

48
(g) Ligger punktet (-19,48) pa m?

(f) Findettal s si [ij = (_1 9j eller skriv at det ikke kan lade sig gare.

25.3 Ovelse se 25c, 9a, 9d og 25j.

(a) Enlinje / géar gennem punktet (3,5) og er parallel med vektoren (j} .
Skriv en parameterfremstilling for /:

(b) Enlinje m gér gennem punktet (-2,1) og er vinkelret pd vektoren (i) .
Skriv en parameterfremstilling for m :

(b) Enlinje k gar gennem punkterne (1,3) og (-2,8) .

Skriv en parameterfremstilling for £ :
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25.4 Ovelse se 251, 25¢, 25f og 15b.

(a)  Skriv sand eller falsk ved hver af folgende 6 pastande:
(1) Hyvis to linjer k og n begge er parallelle med en vektor 7 , sd er k og n parallelle.
(2) Hvis 7 er retningsvektor for linjen n, sa er 7 vinkelret pa n.
(3) Hvis 7 er retningsvektor for linjen n, sa er 7 parallel med n.
(4) To linjer er ortogonale netop nar deres retningsvektorer er ortogonale.

(5 (;J er retningsvektor for linjen med parameterfremstillingen (; J - [ZJ + t(2j '

(6) (3) er retningsvektor for linjen med parameterfremstillingen (; J _ (ZJ N t(2j ‘

(b) Tolinjer [ og m irummet har folgende parameterfremstillinger:

X 6 3 X 4 -3
[:ly|=]1|+s|1 og m: |y|=|-2]|+t] 6
z -3 3 z 2 1

Underseg om / og m er ortogonale.

26.1 Ovelse se 26c.
En linje / har ligningen
l[: 2x+y—-6=0.
(a)  Nar vi indsetter koordinaterne for punktet P(3,0) for x og y i ligningen for /, sa far vi ligningen

(b)  Er denne ligning sand? Svar:
(c) Ligger P pa [? Svar:

(d)  Nér vi indseatter koordinaterne for punktet Q(—2,11) for x og y i ligningen for /, s& far vi ligningen

(¢)  Er denne ligning sand? Svar:
(f) Ligger Q pa [? Svar:

(g) Nér vi indseatter koordinaterne for punktet R(1,¢) for x og y i ligningen for /, s& fér vi ligningen

(h) Ligningen er sand netop nér ¢ =

(i)  Af punkterne med x-koordinat 1 er det kun punktet ( , ) der liggerpa /.

26.2 Ovelse se 26a, 9a, 9d og 25¢.
2

?J . Brug 26a til at skrive en

(a) Enlinje / gar gennem punktet (—8,5) og er vinkelret pa vektoren (

ligning for /:

3

(b)  Enlinje m gér gennem punktet (4, 3) og er parallel med vektoren [ 5

J . Brug 26a til at skrive en
ligning for /:

2

(¢) Enlinje k& har parameterfremstillingen [;J=[4

j+ t(;} . Herafserviat (, ) eretpunkt

pa k, ogat ( j er parallel med k. Brug 26a til at skrive en ligning for % :
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26.3 Ovelse se 26b, 26d og 25e.

(a)  Skriv sand eller falsk ved hver af folgende pastande:
(1) Hyvis to linjer i planen er vinkelret pa samme vektor, sa er de to linjer parallelle.
(2) Forlinjer / og m iplanen geelder at hvis / er vinkelret pA 7, m er vinkelretpa p, og n er
vinkelret pA p, sder [ vinkelret pd m .
(3) Hvis n er normalvektor for linjen /, s& er #n vinkelret pa /.
(4) Hvis n er normalvektor for linjen /, sé er n parallel med /.
(5) To linjer i planen er ortogonale netop nar deres normalvektorer er ortogonale.
(6) To linjer i planen er parallelle netop nar deres normalvektorer er parallelle.

@) 35j er normalvektor for linjen med ligningen 3x+y—-5=0 .

(®)

?J er retningsvektor for linjen med ligningen 3x+y—-5=0 .

9) ?J er normalvektor for linjen med ligningen 3x+y—-5=0.

(10) 3 J er retningsvektor for linjen med ligningen 3x+y—-5=0.

(b) Tolinjer/ogmergivetved [: —x+2y=0 og m: (i)z(?)+t(i)

Underseg om / ogm er parallelle.

27.1 @Ovelse se 27¢, 27b, 27d og 27f.
(a)  Skriv sand eller falsk ved hver af folgende pastande:

(1) Hvis 7 er parallel med linjen /, og 7 er vinkelret pd planen «, séer / parallel med o
netop nir 7 er vinkelretpa 7 .

(2) Hvis 7 er parallel med linjen /, og #n er vinkelret pa planen «, sa er / parallel med o
netop ndr 7 er parallel med # .

(3) Hvis n er normalvektor for planen «, saer parallel med «.

n

(4) Hvis n er normalvektor for planen a, sder n
1

(5) | -1| ervinkelret pa planen med ligningen x—y+2z+6 =0 .

2
(6) Hvis enplan « skarer koordinatakserne i punkterne A4(4,0,0), B(0,-2,0) og C(0,0,1) , séaer

vinkelret pa o .

AB x R‘ en normalvektor til « .

28.1 Ovelse se 28a og 28c.

(a) Cirklen med ligningen (x + 2)2 +(y+ 1)2 =9 harcentrum C( , ) ogradius r=
(b)  Cirklen med ligningen (x — 4)2 +(y+ 5)2 =7 harcentrum C( , ) ogradius r=
(¢) Cirklen med ligningen (x + p)2 +(y-— q)2 =4? har centrum C( , ) ogradius r=

28.2 Ovelse se 28e.

Bestem centrum og radius for cirklen med ligningen
x? Jr6x+y2 —-8y=0
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29.1

.1 @velse se 29a og 29b.

30.1

En kugle har centrum (2,5,-3), og punktet (3,7,0) ligger pa kuglen.
Skriv en ligning for kuglen.

.1 Ovelse se 30a.

311

Skriv sand eller falsk ved hver af felgende pastande:

_ 2:3-7-3
(1) Afstanden fra P(3,7) til [: 2x—y=3 er —— .
N22+ (=1)?
4.2+53+1
(2) Afstanden fra Q(2,3) til m: 4x+5y+1=0 er Q
V22432

B-2-2|

VI +1

(3) Afstanden fra R(1,-2) til n: 3x+y—-2=0 er

.1 _Ovelse se 3la og 20a.

(a)

(b)

32.1

Planen « harligningen 2x—-2y+z+d =0 hvor d er et negativt tal.

Afstanden fra begyndelsespunktet O(0,0,0) til planen o er 2.
d =

Afstanden fra P(¢,0,0) tilplanen S: x+y+z=0 er V3.
t= eller =

.1 Ovelse se 32a, 32b og 32c.

(a)

(b)

(©)

33.1

Fire linjer er givet ved

(x) (a c (x) (e g . . _ ) _
L (yJ_(bJJrs[dj’ by [yj_[fj+t(hj’ Giix+jy+k=0, lg Ix+my+n=0 .

For at finde vinkel mellem /; og /; vil vi ferst finde vinklen v mellem ( j og ( J . De to vinkler som

[ og I, danner, er sa

For at finde vinkel mellem /3 og [, vil vi ferst finde vinklen v mellem ( j og [ J De to vinkler

som /3 og I, danner, er s

For at finde vinkel mellem /; og [, vil vi ferst finde vinklen v mellem ( j og [ J De to vinkler

som [/; og I, danner, er s

Ovelse se 33a, 27b, 27d og 27f.

(a)

To planer o og S har ligningerne
a: ax+by+cz+d=0 og p: ex+ fy+gz+h=0.

En plan y indeholder punkterne A(ay,a,,a3), B(b;,by,b;) og C(cy,c,,c3) som ikke ligger pd
linje.

For at finde vinkel mellem o og S vil vi ferst finde vinklen v mellem og . De to vinkler

som « og [ danner, er sa

33.1 fortscetter pd neeste side!
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(b)

For at finde vinkel mellem « og y vil vi forst finde vinklen v mellem vektoren

- - . De to vinkler som « og y danner, er sa

og vektoren

.1 _Ovelse se 34a, 24a og 24b. z

3441

(a)

35.1

v er vinklen mellem sidefladerne ABD og BCD .
Skriv sand eller falsk ved hver af felgende pastande:

(1) Vektoren ABxAD peger ind i vinklen.

(2) Vektoren BAxBD peger ind i vinklen.

(3) Vektoren BCxBD peger ud af vinklen.

(4) Vektoren DCxDB peger ud af vinklen. 4
(5) v erlig vinklen mellem ABXAD og BCxBD .

(6) v er lig vinklen mellem BAxBD og BCxBD .

.1 Ovelse se 35a.

(a)

(b)

36.1

Denne gvelse drejer sig om en plan og to linjer:

X a d
a: dx+2y—-z=0, [: |y|=|b|+tle]|, m:
z c f

N %
Il
~
~ 09

For at finde vinklen mellem « og [/ vil vi forst finde vinklen mellem og

Hvis denne vinkel er 8°, sé er vinklen mellem « og / lig =

For at finde vinklen mellem « og m vil vi ferst finde vinklen mellem og

Hvis denne vinkel er 150°, sé er vinklen mellem « og / lig =

Ovelse se 36a.

(a)

(b)

w (o) = (&)l =0 )=0 )

Et vilkérligt punkt pd / er (x,y) = ( , ).

w ()-(AE)-00)-0 )

Et vilkérligt punkt pd m er (x,y) = ( , ) .
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371

.1 Ovelse se 37a.

38.1

G0 G-

Brug metoden fra 37a til at finde skaringspunktet mellem linjerne / og m uden at bruge elektronisk
hjelpemiddel.

.1 Ovelse se 38a.

38.2

. X _ 2 1 . 2 2 _o0_
[: (JJ_(OJH(J , C: x"+y"-2y-9=0.

Brug metoden fra 38a til at finde de to skeringspunkter mellem linjen / og cirklen C uden at bruge
elektronisk hjelpemiddel.

.2 Ovelse se 38b.

40.1

.1 Ovelse se 40a.

42.1

I: 3x—y+1=0, C: x*+(y-D*=10.

Brug metoden fra 38b til at finde de to skeeringspunkter mellem linjen / og cirklen C uden at bruge
elektronisk hjelpemiddel. z

Pa figuren er en skréa vaeg der indeholder
punkterne A4, Bog C.

En metalstang er fastgjort pa denne vaeg i
punktet F .

Metalstangen er ogsa fastgjort i punkterne
D og E gverst pé to lodrette staenger.

Skriv hvordan vi kan udregne koordinaterne
til F nér vi kender koordinaterne til 4, B, C, D
og E.

X

.1 Ovelse se 42a.

Find projektionen af punktet P(6,4,2) paplanen a: 2x—z=0 .

43.1 Ovelse
I: ax+by+c=0, C: (x=5)>+(y—=3)°>=16.
Vi indsatter bestemte tal for a, b og ¢ salinjen / er tangent til cirklen C.
S+b3+
Hvilket tal féar vi s nér vi udregner u ?  Svar:
a’+b?
For at svare pé dette har vi brugt felgende tre regler fra dette hafte: og og
43.2 Ovelse
En opgave drejer sig om en linje / ogen cirkel C iplanen. Ligningere for / og C stéri opgaven.
(a)  Disse to ligninger er et ligningssystem. Hvis vi lgser ligningssystemet, hvordan kan vi sd se om / er
tangent til C ? Svar:
(b) P& C's ligning kan vi se centrums koordinater og radius. Hvis vi udregner afstanden fra centrum til /,

hvordan kan vi s& se om [ er tangent til C ?
Svar:
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Ovelse se 44e.

44.1

a: x+y+z+1=0 ertangentplan til en kugle K med centrum 0O(0,0,0).

Find en ligning for K .

Ovelse se 44d.

44.2

48.1

Punktet A(1,1,1) ligger pa en kugle K med centrum B(1,0,0).
Find en ligning for den plan o som er tangentplantil K i 4.

Ovelse se 1la og 14b.

(a)

(b)
(©)
(d)
(e)

QU QU
+ Il
S N
< =
Il N—
7N\ -
S
I
VR
N =
——
Qo
oQ
ol
|
VR
B~ W
N—

i ¢ =
b-¢ =

(@+b)-¢ =
a-c+b-c =

Ovelse se 10b, 14b og 7b.

49.1

(a)

(b)
(©)
(d)
(e)
()

)

sa -
(3d)-a =
jal =
jaf* =
3af* =

Hvilke af de 5 udtryk (a)-(e) er lig hinanden?

Vektorer og koordinatgeometri for gymnasiet 39

2012 Karsten Juul



.1 _Ovelse se 14b, 7b, 1la, llc.

51.1

) i)

(@) a-b=
b) |a| =
© [af -
-2
() b‘ -
(e) ad+b = (
(0 |a+b| =
L 72
@ |avb[ =(  P+( )=
(h)  Tegn vektoren a+b pa figuren til hejre.
(i) Hvis a er vinkelret pa b, s& folger af
at
af+ |5t = [+
(j)  Heri indseetter vi resultaterne fra (c), (d) og (g) og far
(k) Vi treekker det samme fra begge sider i denne ligning og far
0 =
(I)  Vidividerer begge sider med 2 og fér
0= dvs. b=
52.1 @velse se 13b, 13c og 10d. =
Tegn den vektor a; som er projektionen af a pé d
a; = th nir t = L 3
52.2 Ovelse se 13b, 13c og 10d.
Tegn den vektor 55 som er projektionen af b pa
b; =td nir t = L
52.3 Ovelse sc llc, 48a, 15b og 49a.
Hvilke af felgende 7 udtryk er lig hinanden?
(1) é-d (5) 2d)-d+f-d
Q) f-d 6) 3d 5
G3) Qd+f)-d % 2\5\2 s
4) 2d+f+d
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53.3 @velse se 10d, 25j og 25k.

(a) Tegn vektoren PA.
(b)  Skriv sand eller falsk ved hver af folgende 10 pastande:

(1) A4 liggerpa /. (7) E liggerpa /.
(2)  PA erparallel med /. (8)  PE erparallel med /.
(3) Der findes et tal ¢ sa PA=17 . (9) Der findes et tal ¢ sa PE =17 .
(4) B liggerpa /. (10) Der findes et tal ¢ sa PP=17 .
&) PB er parallel med /. (11) Der findes et tal ¢ sa PC=t7.
(6) Der findes et tal ¢ sa PB=tF. (12) Cliggerpa /.

(c) Nar PD=t7, er t= . (d) Nir PE=(F, er t=

54.1 @velse se 4c, 15b og 14b.

Figuren viser vektoren (l:j og nogle punkter.

(a) Tegn vektoren v fra punktet (p,q) til (a,b)
punktet (e, ).
(c,d)
(b)) v= (
. (e, /)
(¢)  Skriv sand eller falsk ved hver af folgende
pastande: ()
m) (a—p k”}
m " -
n)\b—q
(p.q)
m) (c-p) _
o (D)o
(3) m(c=p) +n(d—q) =0
(4) m(e=p) +n(f-q) =0
o (i) -
n)\ h—q
(d) Tegn tre nye punkter (x,y) hvor m(x—p) + n(y—q) = 0
56.1 @velse se 4c og 7b.
Pa figuren er en cirkel med radius 10.
a Tegn vektoren 53
( ) j 1 0 .B(xzayz)
(b) CB = (
. (3> 3y)
() [cB|=

(d) \/(xl_xo)2+(J’1—)’o)2 =
© (q-x)+(n-y) = L
(f)  Tegn tre nye punkter (x,y) hvor (x-— xo)2 +(y— yo)2 =100 .

Vektorer og koordinatgeometri for gymnasiet 41 2012 Karsten Juul



A

afStand ........ooooeeiiiiiiii 5,15
afstand fra punkt til linje i planen....................... 15
afstand fra punkt til plan............ccccoevvevieineenann, 15
afstand mellem punkter ...........ccoceeevevieniennnnnen. 5
afsaette vektor ud fra punkt.........cccocveviveniennnne 4,5
A€l oo 10, 11
areal af firkant...........cccoevvviiviiiiiiiiic e, 10, 12
areal af firkant i rummet...........ccocoeveevieeieennnnn, 12
areal af parallelogram.............c.cccceevvvevreencnne 10, 11
areal af parallelogram i planen ............c..ccocu..... 10
areal af parallelogram i rummet............ccccoeeneee. 11
areal aftrekant............ccccceeevvveiiiviineeeeennnn.. 10, 12
areal af trekant i planen .............ccccoeveevieeneennann, 10
areal af trekant i rummet............ccevveevvernennnnnn, 12
B

begyndelsespunkt .........ccceveeviieviieniienieiie e 3
DEVISEL ..ttt 19
D

determinant.........coeeeeeveriereneneese e 10
E

endepunkt for vektor.........cocvevvveriivecieneenieneeen, 4
F

FOrMIET ... 19
G

gange, krydsprodukt ............ccveevvevienvennennen. 11,12
gange, prikprodukt...........ccoeeveviienienieneeneeenn, 8,9
gange, tal 0g VEKLOT .......cccvevveeiieiieiececcieeeeee, 7
gange, vektorprodukt...........ccceevveveviriiniiieninninns 11
H

hgjrehandsregel...........ccoveieriirieiierieee e 12
K

koordinater til punkt i planen..........c..ccccooereenenne. 3
koordinater til punkt i rummet...........c.cccoceeeeeenne. 3
koordinater til vektors endepunkt......................... 5
koordinat@eometri.........cceeververvenienreeieeieeninns 12
koordinatsystem i planen............cccceevveerverrennnennn. 3
koordinatsystem i rummet ............ccceeeveeeeureenenenns 3
koordinatsaet for VeKtOr..........ccevveeereeieieeeenee. 4
koordinatsaet til punkt.........cccoevveviirieeniienieeenn, 3
Krydsprodukt.......cccovveevieiiiiieieeiecieecineeen, 11,12
L

ligning for cirkel.........ccoovvevevinciiiciiieieeeee 14,23
ligning for kugle .......cccovevvveiinciiiiiiiieieenne 15,23
ligning for linje.......cccoovevviiviieciiiiieieeieeeen, 13,22
ligning for plan...........cceeeevveiieiieennenn, 13, 14,23
leengde af projektion af vektor..........ccceceneneenee 9
leengde af veKtOr ....cvevvvveviiciiicieciece e, 5
M

MINUS, VEKLOTET ...veeeveiiieeiieeeeeeeeeeee e 8
MOASAt VEKLOT ..ot 6
N

normalvektor........ccocovvvveiiininnnn. 13, 14, 15, 16, 22

normalvektor for linje.........ccccevververnennnnnn, 13,22

normalvektor for plan ...........ccccoevvevienieiineinnn, 14

NUIVEKLOT ... 5,21
NUMETiSK VETAL .....oovveeeieiieiieieceeeeee e 10
P

parallel .......cccoovieviiiiiece e, 10, 11
parallel i planen...........ccceeevvevienienienienieeieeen, 10
parallel 1 rummet..........ccceeeiieiciieeieeee e, 11
parameterfremstilling for linje................ 12, 13,22
PIUS, VEKLOTET ....ovvveeniieiieiiecie e 7
prikke ind i en parentes...........cceeverveeveeneennen. 20
prikke med nulvektor...........ccoevevieivieieeieennen. 21
Prikprodukt ........ccceevvverienieeieer e 89
Projektion........ccoevvereereerreereenenn, 8,9,17,18, 21
projektion af punkt pa linje...........cceevveveennnns 8,17
projektion af punkt pé plan............cocceveeeenen. 8,18
projektion af vektor pa vektor..................... 8,9,21
R

retningsvektor ........cvvvevveeecieeeciee e, 12, 15,16
F021 HT17e4] 0101 114 H PP 18
reringspunkt pa cirkel..........cccocvvevieriinciencieennen, 18
reringspunkt pad kugle .........coccovvieeenininnniine 18
S

skalarprodukt ..........ccevveevveriieiienieree e 8
SK@EIING....ecvieiieeiieiie et 16, 17
skaering mellem linje og cirkel...........c.ocovvenneeee. 17
skaering mellem linje og kugle...........cccccvvenneeee. 17
skaering mellem linje og plan............cccceevvenneee. 17
skaering mellem to linjer.........c.ccceevvveveennn, 16, 17
startpunkt for vektor ..........cceevvevierieniiiniieieeen, 4
T

tal gange VEKLOT.........cccvveveeviieiiiecie et 7
LANGENL. .. .eiivieeiieeeieeeee e e e e eesreeeereeearee s 18
tangent til cirkel.........occvevvveiienienieieeeeeeen 18
tangentplan.........ccoccveeeeveeeeieenieeeee e 18,19
tVERTVEKLOT ...t 6
A

VEKEOT 1.ttt 4
vektor gange tal..........cceeeeeeieiie e 7
vektor minus VeKLOT ........ccvevvereereesiieeireieeieenes 8
vektor plus Vektor .........ocveveevienieiie e 7
veKtorprodukt........c.cvvevieiiiiiecieece e 11
vektors endepunkt..........ccceeeieiiiiiiiiniienieeeeeeee 4
vektors endepunkt, koordinater................c.cc........ 5
vektors koordinatSat...........cceceeveviereneeieneeee 4
vektors l&ngde.......ccoeeveeviiiiiiiicieee e 5
vektors startpunkt..........cocceeveerieeniieeiieenieeeeneenes 4
vilkarligt punkt pa linje..........coceceninininnnen. 16
VINKE .o 9,15, 16
vinkel mellem linje og plan ............ccceevrennennen. 16
vinkel mellem linjer........c.coccveevevieneeneennennnns 15
vinkel mellem planer ...........cccoceevverieeveeneennen. 16
vinkel mellem sideflader............ccccooveeienenenn. 16
vinkel mellem vektorer..........c.ccooevvvvivecivenieeninnne 9
VINKEIrEt ..o 9,12,21



