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VEKTORER

Det hedder et plan, ikke en plan, men i geometri er

1. Koordinater til punkt i planen begge dele korrekt. I eksamensopgaver skrives en plan.
la. Koordinatsystem i planen Y
Figuren viser et koordinatsystem i planen 0=,
De to koordinatakser er vinkelret pa hinanden. T
R=(-2,4)
1b. Begyndelsepunkt O R

Begyndelsespunktet er koordinataksernes
skaeringspunkt. Bogstavet O bruges ofte til at
betegne begyndelsespunktet.

O har koordinatszttet (0,0).

lc. Koordinatszet til punktet Q

Vi anbringer et flytbart punkt i O. ' o 1 P
Vi forskyder punktet 5 enheder i x-aksens retning sa det kommer fra O til P.

Nér vi forskyder 5 enheder i x-aksens retning, sa bliver x-koordinaten 5 enheder storre.
Naér vi forskyder i x-aksens retning er det kun x-koordinaten der eendres.

Altsa har P koordinatsettet (5,0).

Fra P forskyder vi punktet 1 enhed i y-aksens retning sa det kommer fra P til Q.
Nér vi forskyder 1 enhed i y-aksens retning, sa bliver y-koordinaten 1 enhed storre.
Nér vi forskyder i y-aksens retning er det kun y-koordinaten der endres.

Altsa har Q koordinatsattet (5,1).

1 0

Det forste tal i koordinatszttet er punktets x-koordinat.
Det andet tal i koordinatsattet er punktets y-koordinat.

1d. Koordinatsat til punktet R
Pé den gverste figur kan vi kan komme til R ved at starte i O, forskyde —2 i x-aksens retning og
forskyde 4 i y-aksens retning. Derforer R =(-2,4).

2. Koordinater til punkt i rummet z R=(5,1,3)
S = (_23492)

2a. Koordinatsystem i rummet
Figuren viser et koordinatsystem i rummet
De tre koordinatakser er vinkelret pa hinanden. R. S,

2b. Begyndelsepunkt O.
Begyndelsespunktet er koordinataksernes

skaeringspunkt. Bogstavet O bruges ofte til at 0

betegne begyndelsespunktet. 7

O har koordinatszttet (0,0,0). » 1
2¢. Koordinatset til punktete T 'Q

Vi anbringer et flytbart punkt i O. X

Vi forskyder punktet 5 enheder i x-aksens retning sa det kommer fra O til P.

Nér vi forskyder 5 enheder i x-aksens retning, sa bliver x-koordinaten 5 enheder storre.
Naér vi forskyder i x-aksens retning er det kun x-koordinaten der eendres.

Altsa har P koordinatsettet (5,0,0).

Fra P forskyder vi punktet 1 enhed i y-aksens retning sa det kommer fra P til Q.
Nér vi forskyder 1 enhed i y-aksens retning, sa bliver y-koordinaten 1 enhed storre.
Naér vi forskyder i y-aksens retning er det kun y-koordinaten der endres.

Altsa har Q koordinatsettet (5,1,0).

Fra Q forskyder vi punktet 3 enheder i z-aksens retning sa det kommer fra Q til R.

Nér vi forskyder 3 enheder i z-aksens retning, sa bliver z-koordinaten 3 enheder storre.
Naér vi forskyder i z-aksens retning, er det kun z-koordinaten der andres.

Altsa har R koordinatsattet (5,1,3).

Det forste tal i koordinatsaettet er punktets x-koordinat. Det andet tal i koordinatsattet er punktets y-
koordinat. Det tredje tal i koordinatsettet er punktets z-koordinat.

Bemerk at punkterne R og T ligger lige langt over xy-planen som indeholder x-aksen og y-aksen.
Afsnit 2 fortsestter pa naeste side!
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2d. Koordinatszt til punktet §
Pé den nederste figur pa side 3 kan vi komme til S ved at

starte1 O, forskyde —2 ix-aksens retning, 4 iy-aksensretning og 2 iz-aksens retning.
Derforer S =(-2,4,2).

3. Vektor: Definition, sprogbrug, mm.

3a. En vektor er en pil. Hvis vi forskyder en pil uden at dreje den, sé er pilen stadig samme vektor.

3b. En vektor kan betegnes med et lille bogstav med pil over.

3c. Pa figurerne 3f og 3g geelder:

Vektorerne @ og b er samme vektor, for de kan forskydes over i hinanden da de har samme leengde og

samme retning.
Vektorerne d og ¢ er ikke samme vektor da de har forskellig leengde.
e

Vektorerne d og ¢ er ikke samme vektor da de har forskellig retning.

3d. Pa figur 3f gér vektoren 4 fra punktet P til punktet Q. Sa kan denne vektor betegnes med ?Q .
Der geelderat a=PQ og b=PQ.

3e. Naren vektor @ er anbragt sa den gér fra et punkt P til et punkt Q, sa siger vi:
P er vektorens startpunktog er QO vektorens slutpunkt. z
Naér vi afsatter vektoren ud fra P, sa er dens slutpunkt Q.

Y - (3
a=
0 2
i, )
D. 1 b P
I 3 1 d E /
X
“Figur 3f e

C
3h. En firkant ABCD er et parallelogram B
netop hvis AB=DC.
D
A

4. Vektor: Koordinater

4a. Vikan fa en vektors koordinatsat ved at

traekke startpunktets koordinater fra slutpunktets koordinater.
4b. En vektors koordinatsat skrives lodret.

4c. [ Nar A=(ay,a,) og B=(b.,b,y) , er 4d. |Nar A=(a,,a,,a;) og B=(b;,by,b;) , er
by —a,
by —a,
4e. Eksempel 4f. Eksempel
Pa figur 3fer P=(-5,1) og QO=(-2,3) Pé figur 3ger R=(3,0,0) og S=(0,0,2)
— [y _(— —. (0-3 -3
sa PO = 2 -9 = 3 sa RS=|0-0|=| O
3 -1 2 2-0 2
-3
dvs. 5=3 og E=3. dvs. d=|0|.
2 2
2
4g. Dette koordinatsaet fortaeller at @ gar 4h. Dette koordinatset forteller at d gar
3 i x-aksens retning og -3 i x-aksens retning,
2 i y-aksens retning. 0 i y-aksens retning og
Dette kan vi ogsé se pé figur 3f. 2 i z-aksens retning.

Afsnit 4 fortseetter pa neeste side! Dette kan vi ogsé se pé figur 3g.
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4i.

Hvis en vektors startpunkt er O(0,0) , s er vektorens koordinater = slutpunktets koordinater.
En vektor er stedvektor for et punkt hvis den gér fra O(0,0) til punktet. OA er stedvektor for A .

5. Koordinater til vektors slutpunkt
— (x . (x
Sa.|Nér A=(a;,a,) og AB =( j er 5b. [Nér A=(a,,a,,a;) og AB=|y| er
Y z
B=(aj+x,a,+y) B=(aj+x,a,+y,a;+z)
/B /B
A A
Sc. Iord kan de to formler udtrykkes sadan:
Nar en vektor er afsat ud fra et punkt,
og man laegger vektorens koordinater til punktets koordinater,
sé far man koordinaterne til vektorens slutpunkt.
5d. Eksempel S5e. Eksempel
5 P
B r L —
(2) /r o
5
(4.1) n
Ud fra figuren slutter vi: R =(x4,%0-29) » T=|1 |, P=(x,y,2)
B = (4+5,142) = (9,3) 3
Med disse betegnelser fér vi ud fra figuren:
(x,3,2) = (5p+r > Yo+ > 2+5)
6. Nulvektor
6a. Vekoren med leengde 0 kaldes nulvektor og betegnes med o som er bogstavet lille 0 med pil over.
0 0
6b. Iplanener o= (Oj , ogirummeter o=|0
0
6¢c. Pa en figur er nulvektor et punkt.
7. Laengde af vektor
7a. Symbolet |\7| betyder leengden af vektoren v .
X X
7b. | Nar \7:( j,er Te.[Nar v=|y|, er
y z
|\7| = Jx2+y? . |\7| =x2+y?+22.
7d. O Bestem | den af vekt ~ (L5 | rummet er udregningerne de samme
- 2pgave bestem lengden al vektoren a = 36)° bortset fra at der er tre koordinater.
Svar 1 Se7b. Svar 2 Svar 3
15 norm = lengde norm = lengde
5=(3”6) - _[15 aic] 1.5
3.6 3.6

|| =4/1,5% +3,6* = 39

3.6

Langde af;er‘ 39

nor‘m([ljD = 3.9 udregnet af Nspire

nor‘m(a) = 3.9 udregnetaf Nspire

Leengde af g er 3.9

Afsnit 7 fortseetter pa naeste side!
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. [ rummet er udregningerne de samme
7e. Opgave Bestem afstand mellem A(-2,11) og B(6,5). bortset fra at der er tre koordinater
Svar 1 Sedc, 7b. Svar 2 Se4c. Svar 3 Sedi, 4c.
A(=2,11)  B(6,5) norm = lengde norm = lengde
. (6- g A(-2,11) B(, 5) 0A;={—2} OB;H
AB:(S—H]:(—J R {6_(_2)}:[8] 11 5
. 5-11 -6 AB:=0OB-0A = | 8 udregnet af Nspire
B = 82 +(-6)" = 10 \ l ] anetaf fisp
‘ (=6) nor‘mﬂ 8 b =10 udregnetaf Nspire _ ©
Afstand mellem 4 og Ber 10 6 norm(AB) =10 udregneta Nspire
~ | Afstand mellem A og Ber 10 Afstand mellem Aog Ber 10
Kontrol ved elektronisk aflaesning pa figur (2,1}
Afsetter punkter med 4's og B's koordinater. '
Forbinder disse med vektor. 10w
Maler elektronisk dennes lengde. .
Resultat er 10 ligesom ved udregning. (6,5)
1 X
— 5
8. Modsat vektor
8a. Koordinater til modsat vektor
. X
En vektor a =( j har den modsatte vektor En vektor a=| y | har den modsatte vektor
Y
-X
8b. e (_XJ . 8c. ~a=|-y
Y —Z
8d. Modsat vektor pa figur v
Den modsatte vektor til @ har samme leengde som a —a
og har modsat retning af a
8e. Eksempel a
4 1
Pé figuren er a= (_J . x
. - (-4 ) (4 | rummet er udregningen den samme
Sder “= (— (—2)J B ( 2 J + 588 Jyortset fra at der er tre koordinater.
9. Tvaervektor Kun plangeometri. I rummet kan bruges krydsprodukt.

9a.

y

Naér vi drejer en vektor 90° mod uret, s& fir vi vektorens
tveervektor. Se figur 9b

Vi skriver 7~ over en vektor for at betegne tvaervektoren.

ISP

a er tvervektoren til a . 2

En vektor i rummet har IKKE en tvaervektor.

Dette skyldes at en vektor i rummet kan drejes 90° pa uendelig
mange mader. Vi kan ikke vide hvilken af disse vi skal bruge.

—

Figur 9b
Afsnit 9 fortseetter pa naeste side!
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9c. Formel for tvaervektor
Vi udregner koordinaterne til tveervektoren ved hjeelp af falgende formel:

Lot

9e. Eksempel: Hvis Ez@j , er

ISTHY

=(_23) . Sefigur 9b.

9f. Eksempel
Du skal IKKE huske at reglen

Figur 9g viser et kvadrat. er nr. 9a. Du skal lzese reglen,
Af 9a far vi <——— huske den, og forsta at den
~ bruges her. Det samme geelder
ﬂ;’ _ (_?j alle tilsvarende henvisninger.
- -5
Vi omskriver hejresiden med Formel 9d og far (—lj A(7.3)

— (1
AB = D

Af dette og Formel Sa far vi
B = (T+1,3+(5))
Altsa er
B = (8,-2) B

Fi 9
10. Tal gange vektor 1gur 9g

10a. Koordinater til ka
Vi ganger en vektor med et tal ved at gange hver af vektorens koordinater med tallet:

a k(,l ap ka1
| 1 _
10b. k[azj = [kazj 10c. k a, | = k(l2

10d. ka pa en figur

1,5a erensrettet med a da 1,5 er positiv. =
1,5a er 1,5 gange sa lang som a.

—2a er modsat rettet @ da —2 er negativ. %

—2a er 2 gange sa lang som a. -
10e. Oa er nulvektoren o .

10f. Langden af ka er |k| gange lengden af a. Se 17c.
10g. ka erensrettet med a hvis ker positiv. ka er modsatrettet @ hvis £ er negativ.
10h. Hvis b er o eller parallel med a, sa findes et tal £ sa b er ka.

11. Vektor plus vektor

Koordinater til a+b

a bl a +b1 a b1 a +b1
11a. + A = 11b. a, |+ b2 =|d +b2
2

a, a, +b2
a by a,+b,

Afsnit 11 fortseetter pa neeste side!
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11c. a+b pé en figur
Hvis b erafsati forleengelse af a
som pa figur 11le, saer d+b vektoren PR

fra a's startpunkt til b's spids.

Figur 11e

11g. Eksempel

Figur 11h viser tre vektorer. Afregel 11c far vi

=(3](3)

Heraf og af 11a fér vi
G 8+ (-7)
-1+ (=3)
Altsé er

(1)

12. Vektor minus vektor

Koordinater til a—b

b -b
12a. a {7 a;—b
a b, a,—b,

12c. a-b pa en figur
Hvis a og —b erafsati forleengelse af
hinanden som pé figur 12e, sa er
PT lig a—b .

Figur 12e

13. Projektion

13a. Projektion af punkt pa linje

Nar vi fra et punkt P gar vinkelret ind pa en linje /,

kommer vi til et punkt B pd / som vi kalder
projektionen af P pé /.

11d. a+b pa en figur

Hvis a og b er afsat ud fra samme punkt
som pa figur 11f, og PORS er et parallel-

ogram, sa er digonalen PR lig a+b .

Figur 11f

Figur 11h

a by a;—by
12b. a2 — b2 = 612 —b2
as bs ay—b,

12d. a-b pa en figur
Hvis a og b er afsat ud fra samme punkt,
s er a—b vektoren fra b 's spids til a's spids.

Pa figur 12f, er ?Q lig a—b .
0

INY

QY
|
Sy

Figur 12f

b N
! P

13b. Sadan kan vi tegne projektionen (plangeometri)

For at tegne projektionen af et punkt P pa en linje /
tegner vi den linje m som gar gennem P og er vinkelret
pd . Skeeringspunktet mellem m og / er det punkt £ vi
kalder projektionen af P pa /.
Afsnit 13 fortseetter pa naeste side!
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13c.

Projektion af vektor pé vektor

Linjen / er parallel med b.
Nar vi projicerer startpunkt og slutpunkt for a pa/,
sa far vi startpunkt og slutpunkt for en vektor a 5

som vi kalder projektionen af a pa b.

N,
//

13d. Projektion af punkt pa plan
Nér vi fra et punkt P gar vinkelret ind pa en plan ¢, 7R
kommer vi til et punkt £, i o som vi kalder / “ >
projektionen af P pa a. \ /
14. Prikprodukt \ a/
14a. Prikproduktet G-b afto vektorer @ og b eret tal.
Nar vi kender koordinaterne, kan vi udregne prikproduktet ved hjelp af formlerne i rammerne.
Prikproduktet kaldes ogsa skalarproduktet. ’Skalar” betyder tal.
a,) (b a | [ b
14b- a2 . b2 = al'bl +a2'b2 14C. az . b2 = al bl +a2b2 + a3b3
ay | \ by
15. Prikprodukt: Vinkelret?
15a. Symbolet a L b lmses ”a er vinkelret pa b” eller "a og b er ortogonale”.
15b. alb netop nar a-b=0
hvis hverken a eller b er nulvektor.
- (3 ~ (t . - - ,
15¢. Opgave a= 1 og b= Sk Bestem ¢ sa @ og b er ortogonale. | rummet er udregningerne de samme
bortset fra at der er tre koordinater.
Svar 1 Uden hjeelpemidler, se 14b. Svar 2
5:3 b= 4 . a=|3 ogE;: t| erikke
1 2 1 2
3 P . nulvektor, s4 de er ortogonale netop
[ lj og ( 2) er ikke nulvektor sé de er nér deres prikprodukt er 0.
ortogonale netop nar deres prikprodukt er 0. | 1spire leser ligningen 3|+ |f| =0 Her star hvad Nspire
1 2 ger i solve-linjen. Det
3).(1) = 0 7 ~er ikke nok at skrive
1) \2 mht. ¢ og far t=-— . solve-linjen.
3
3¢+12=0 _ =
3.4=-2 solve dotP( 3|t )=0,f Sy ——
) 1]]2] 3
I=-3 - -
_ - . ) aog b erortogonale nar 1= —— .
da og b er ortogonale nar t==% . 3
Kontrol pa kvadreret papir
- (=2
Nér t=f% er b=| 3
2 2
P& kvadreret papir tegner vi denne vektor og a . _— 1
Med vinkelmaler méler vi vinklen mellem vektorerne. 5 3
Vi far at vinklen er 90°, som den skulle vere. 3

Afsnit 15¢ fortseetter pa naeste side!
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Tankegang bag spergsmalet

Pé figuren er den punkterede linje vinkelret pa a .
Viser at nar ¢ stiger fra -2 til 2, sa drejer b's retning.
Detserudtilat @ L5 for en vaerdi af ¢/ som ligger

mellem -1 og 0.

s, P A
\ N X N N
oy % > o B
YooY AT AT AT AT
1 : -
% _— a
X

16. Prikprodukt: Vinkel mellem vektorer

| Nspire ma cos-! ikke skrives

som en potens. Tegnet -! skal
veelges pa tegnpaletten.

[ rummet er udregningerne de samme
bortset fra at der er tre koordinater.

norm = lengde

Vinkel mellem c_;c-g ber

) =0430987° = 94,4°

16a. Nar vi afsatter to vektorer ud fra samme punkt, danner de to vinkler. Den af vinklerne der er mindre end
eller lig 180°, kalder vi vinklen mellem vektorerne.
16b. |Nar v er vinklen mellem a og b,er
cos(v) = Ci;é .
el
16c. Nar —1<p<1 harligningen cos(v) =p netop én losning i intervallet 0°<v<180°.
Denne lgsning betegnes cos™(p) .
16d. Opgave a =@j og b =(_31j. Bestem vinklen mellem a og b.
Svar 1 Se 16b, 16¢, 14b, 7b.
a =(§j b =(_31j Vinkel mellem @ og b er
cos 1 (0) = cos (=S ED 23y _ 9430870~ 94,40
e J8+22 12432 —
Svar 2 Svar 3
dotp = prikprodukt norm = lengde dotp = prikprodulkt
2= 8} b= _1} Vinkelmellem;ogzer a=[8| ph:="1
'.2 3 | 7 3
il |_doele
cos™ 2ll° = 04.3987° » 94,4° cos™
norm( SD norm(['lD : ) norm(a)- norm(b)
2 3 udregnet af Mspire

udregnet af Nspire

Kontrol ved elektronisk afleesning pa figur

. - (8 ~ (-1
Vi tegner a—(2j og b—(sj.

Ved elektronisk maling af vinklen mellem disse
fér vi 94,3987°.

Det er samme resultat som vi fik ved udregning.

17. Prikprodukt: Projektion af vektor

17a. | Projektionen af a pa b er

- a-b -
3 :Wb'

1 94.3587°

1

Leengden af projektionen af a pa b er
i
ol

17b.

a

b

Afsnit 17 fortseetter pa naeste side!
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17¢. Symbolet |x| leeses ”den numeriske veerdi af x” nar x er et tal.

Der gaelder [0/=0, |-4[=4, |4]=4, |-05

‘5‘ er leengden af b fordi b er en vektor.

J og b =G’j . Bestem projektionen af a pa b .

=05,

0,5

=0,5, osv.

‘Zz . 5‘ er den numeriske veerdi af G-b fordi a-b er et tal.

[ rummet er udregningerne de samme
bortset fra at der er tre koordinater.

17d. Opgave éz(_;
Svar 1
(-3 - (3 . i-b- —33+21
= b: - = b =
¢ (2J (J A CE
Svar 2

dotp = prikprodukt

-0l
e

norm = lengde

3} Projektion af a pa ber

] udregnet af Mspire

3 3 -21
B--0o)- (2). smwno

Svar 3
dotp = prikprodulkt

A

dotP(a,b)

(orm(b))

norm = lengde

={3} Projektion af;pé zer‘
1

]
b=|721 udregnet af Nspire
0.7

Kontrol ved elektronisk aflaesning pa fisur

Elektronisk konstruktion af
vektor a og b ud fra 0(0,0)

linje / gennem b's start- og slutpunkt

linje m som er vinkelret pa [ og gér gennem a 's slutpunkt

skaeringspunkt mellem / og m
vektor fra O til skaeringspunkt
Denne vektor er projektionen af a pa b .

m

ol
.
w
=
e

T
b
(-21,-0.7)

Dens koordinater er lig endepunkts koordinater da startpunkt er O
Vi aflaeser elektronisk slutpunkts koordinater. Det er (-2,1 , -0,7), samme resultat som ved udregning.

- (0 ~ (2 L I
17e. Opgave a =(5J og b =(_J . Bestem laengden af projektionen a pa b .
[ rummet er udregningerne de samme
Svar 1 )
5 ‘& 5‘ |0.2 . 5.(_1)| |_5| bortset fra at der er tre koordinater.
a=(OJ b=( j G| = L = = = 5. set7b,14b, 7b, 17c.
5 -1 b ‘b‘ \/22+(_1)2 J5 =

Svar 2 Svar 3

dotp = prikprodukt norm = lengde dotp = prikprodukt norm = lengde

a=[0] p=|2 a:=|0| b= 2

5 -1 5 -1
Lezngde af projektion afc?pé ber Lzngde af projektion af a pa ber
dow([g}{'zl D M = Jg udregnet af Nspire
_—= E udregnet af Mspire nor‘m(b)
nor‘m( 2 ]
-1 .

18. Determinant Kun plangeometri.
18a. Determinanten det(Zz,l;) af to vektorer a pa b eret tal.

Nar vi kender koordinaterne, kan vi udregne determinanten ved hjelp af formlen i rammen.

To vektorer i rummet har ikke en determinant.
18b. det( . ) = al'bz —a2-b1

ay )"\ by

Afsnit 18 fortseetter pa neeste side!

Vektorer og koordinatgeometri for gymnasiet, udgave 2

2014 Karsten Juul



18c. Opgav

(¢3

5:@] og E:(_;j . Bestem det(a@,b) .

Svar 1 Uden hjeelpemidler, se 18b. Svar 2 Svar 3

G- 8 j_ -1 ~_[8] 7=[-1 augment samler vektorer
2 3 2 3 a:=|:8:| b= _1:|

- - 2 3
det(d@,b) = 8-3-2-(~1) = 26 det(ajb)=det([8 ‘1D= 26

23 det(augment(a,b)) =26
det(a,b) = 26

udregnet af Nspire

19. Determinant: Parallel? Kun plangeometri. I rummet kan bruges krydsprodukt.

19a. Symbolet é||l; leeses 7 a og b er parallelle”.

19b. é||l; netop nar det(Zz,E)zO

hvis hverken @ eller b er nulvektor.

F

19¢c. Opgave éz(_f) og E:(;tj' Bestem ¢ sa a og b er parallelle.

udregnet af Nspire

Svar 1 Uden hjeelpemidler, se 19b, 18b. | Svar 2
- (-3} - (4 T _ =3l F_.]4
= b = a= b -
) o) 31 5L
a og b erikke nulvektor, a og b er ikke nulvektor s de er parallelle
s de er parallel netop nér netop ndr deres determinant er 0.
det(a,b) =0 Ispire leser ligningen det(] _3},{ 4 }) =0 Her star hvad Nspire
A9 1.4 — 12 ger i solve-linjen. Det
3)-2t-14 =0 2 ~"er ikke nok at skrive
—-6t—-4=0 mht, ¢ og far = —— . solve-linjen.
6t=4 3
—6r _ 4 solve det( 34 )=sz .=
-6 —6 1 2¢ 3
{= _; — — .
3 a og b erparallelle nar 1= —— .
Tankegang bag spergsmalet y
Pé figuren er den punkterede linje parallel me(i a. B ondrs=1
Viser at nar ¢ stiger fra —2 til 1, sd drejer b 's
- ~~ T
retning. Det ser ud til at a|| b for en verdi af ¢ a L bnart=0
som ligger mellem —1 og 0. A -
b nart=-1
1 bnart=-2
X

1
20. Determinant: Areal Kun plangeometri. I rummet kan bruges krydsprodukt.

Arealet 4 af det parallelogram der udspaendes af a og b er

20a. A= ‘det(&,l;)‘ . Se figur.

Afsnit 20 fortseetter pa neeste side!
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_;J og b =( 2). Bestem areal af parallelogram udspendt af a og b.
Svar 1 Se 20a, 18b, 17c. Svar 2

) T

3 2

20b. Opgave Zzz(

Areal af parallelogram udspandt af a og b er

|det(@,b)| = | -1)-2 - 38| = |-26] = 26

Areal af parallelogram udspzndt af a og b er

det( 18 ) =2 udregnet af Nspire
3 2|

B
20c. Eksempel
Arealet T af trekant ABC er

. 0 R
T - %‘det(AB, 40)|.
C,.,.
20d. Eksempel
En ”skaev” firkant PORS deler vi op i to trekanter for at finde arealet. s

21. Krydsprodukt Kun rumgeometri.

21a. Krydsproduktet a xb af to vektorer d og b er en vektor.

Nar vi kender koordinaterne, kan vi udregne krydsproduktet ved hjelp af formlen i rammen.
Krydsproduktet kaldes ogsa vektorproduktet.

q by ayb;—ayb, Vi skal vide at denne formel findes.
21b. a, |x| by | = | az-by—aybs Vi skal ikke huske formlen.

ay b ayby —ayrb, Vi vil altid bruge Nspire til at udregne krydsprodukt.
21c. Eksempel

2 -3 -34 Dette er udregnet pa Nspire ved at taste
-1|x| 6 | =|-23 2)(-3
5 4 9

crossP({2,-1,5},{-3,6,4}) eller crossP||—1]|| 6

22. Krydsprodukt: Parallel? Kun rumgeometri. I planen kan bruges determinant.

22a. é||5 netop nér axb=3o

hvis hverken & eller b er nulvektor.

22b. Eksempel

23 92
i=|19| og b=|76
16 64
P& Nspire udregner vi
0
axb=|0
0

Da axb er nulvektor, er @ og b parallelle.

23. Krydsprodukt: Areal Kun rumgeometri. I planen kan bruges determinant.
Arealet 4 af det parallelogram der udspandes af a og b er
23a, A = |axb|.

Afsnit 23 fortseetter pa naeste side!
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23b.

Eksempel
2 2
a=|0| og b=|1
1 0
-1
Pa Nspire udregner vi axb = | 2
2

Arealet 4 af det parallelogram der
udspaendes af a og b er

A= ‘5><l;‘ = JeDTi 2222 = 3,

B
23c. Eksempel /| 7=
Arealet T af trekant ABC er
_ 1\ ac
T = 2‘AB><AC‘. P .
c g
23d. Eksempel: En ”skaev” firkant PORS
deler vi op i to trekanter for at finde arealet.
s A B A4(2,0,0)
L . . C B(112)
23e. Opgave Figur viser klods i koordinatsystem med enhed dm. C.42)
Gor rede for at at ABCD er et parallelogram, D(2’,3’,0)
og bestem areal af ABCD. 4
X y
D
Svar 1 Se 3f, 4d, 23a. Svar 2 Se 3f, 4d, 23a.
A(2,0,0) B(1,1,2) C(1,4,2) D(2,3,0) norm = leengde  crossP = krydsprodukt
1-2Y) (-1 1-2) (-1 A(2,0,0) B(1,1,2) C(1,4,2) D(2,3,0)
AB={1-0 =] 1| DC=|4-3|=|1 — [1-2] 1] — |1-2| |11
2-0) |2 2-0) (2 AB=11 |71 | PC=]a3|7 |1
Da AB=DC er ABCD et parallelogram. _}2_O_> g -0 g
r_1 0 Da AE = DC' er er ABCD et parallelogram.
— _la nl_ — |2-2] |o
AD=|3-01|=|3 AD=|3 o|=1s
0-0 0
0-0 0
Areal af ABCD er
1 0 Areal al ABCD er
- udregnet af -1)]0
‘ABX AD‘ =| 1 [x|3]=06,7082 Nspire norm|crossP(| ; || 3 ||| = 6.7082 udregnetaf Nspire
2 0
2110
2 z
Areal af ABCD er 6,71dm Areal af ABCD er 6,71 dm’
24. Krydsprodukt: Vinkelret vektor Kun rumgeometri. I planen kan bruges tvarvektor.
24a. | Krydsproduktet af to vektorer er en vektor der er vinkelret pa begge vektorer:
axb La og a xb Lb
24b. | Hejrehindsreglen:

Grib om axb med hgjre hand sa fingrene peger fra a til b.

Sa vil axb pege i1 tommelfingerens retning.
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KOORDINATGEOMETRI

25. Parameterfremstilling for linje

YO

25a. —
(x> Y0) (x,y)

Nar (x(, 1) er et punkt pa/og (:lj
2

er parallel med /, sa er folgende
en parameterfremstilling for /:

wel (G

25e. Nér 25c er en parameterfremstilling for /,
sa geelder:

(xg,¥p) er et punkt pé /.

(rl J er parallel med /.

r

25g. Antag at x, )y, 71 0g 1,1 25¢c er
erstattet med bestemte tal. S gaelder:

Hvis vi indsetter et tal for # og udregner
hgjresiden, sa far vi koordinaterne til et
punkt der ligger pa linjen.

Hvis koordinaterne til et punkt ikke kan fés
pa denne méade, sa ligger punktet ikke pa
linjen.

25i. En vektor der er parallel med /, kaldes en retningsvektor for /.
25j. Nar 4 og B er to forskellige punkter pa /, sa er AB parallel med /.

n

n

3
25b. —

"
t|n
r /

(xO,yo,Zo) (xﬂyﬂz)

n
Nar (xg, vg,zq) eretpunktpad/og | r,
r3
er parallel med /, sa er folgende
en parameterfremstilling for /:

X X0 r
25d. Yi=|Yo +t ry
z Zy r3

25f. Nar 25d er en parameterfremstilling
for [, sa gaelder:

(X0, ¥0,2¢) er et punkt pé /.

n
r, | er parallel med /.
3

25h. Antag at xo, yo, Zo, 71, 72 0g 131 25d er
erstattet med bestemte tal. Sa gaelder:

Hyvis vi indsatter et tal for # og udregner
hgjresiden, sa far vi koordinaterne til et
punkt der ligger pa linjen.

Hvis koordinaterne til et punkt ikke kan fés
pa denne made, sa ligger punktet ikke pa
linjen.

B l

A

25k. Nar 4 er et punkt pa / og AB er parallel med /, s& er B et punkt pé /.

251. QOpgavetype:
Metode:

25m. Eksempel

Bestem parameterfremstilling for linje.

Hyvis der ikke er oplyst koordinater til et punkt pa linjen,
sa find koordinater til et punkt pa linjen.

Hvis der ikke er oplyst koordinater til en vektor der er parallel med linjen,
sé find koordinater til en vektor der er parallel med linjen.

Indset koordinater fra punkt og vektor i 25¢ eller 25d.

En linje / gar gennem punkterne A(15, 20, 20) og B(25, 27, 24).
For at bestemme en parameterfremstilling for / bruger vi 25j, 4d og 25d.

Da 4 og B ligger pa [, er AB parallel med /.

. 25-15 10 x 15 10
AB =|27-20|=|7

sa [ har parameterfremstillingen | y |=| 20 |+¢| 7

24-20 4 z 20 4

Afsnit 25 fortseetter pa neeste side!
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25n.

250.

26.

Eksempel

Linjen pa figuren har parameterfremstillingen

x\ (7 ey -2

y) 4 3)°

o x=T+(=1)(=2)=9
Nar ¢ 1 er y=44(D)3 =1
o L x=7+2(-2)=3
Nar r=2 er y=4+42.3 =10
x=T7+25(2)=2

Néar 1=2,5 er
y=4+253 =115

Opgave /: (;C}J =(Zj+t~(_32j . Ligger punktet (-13,33) pa /? (Se 25n).

Svar Uden hjeelpemidler
(=13, 33) ligger kunpa / hvisdererettal 7 sa
7+1(-2)=-13
4413 = 33
Af forste ligning far vi t=-10 .
Nér t=-10 giver den anden lignings venstreside 34 . Da den ikke giver 33:
(-13, 33) ligger ikke pa /.

Ligning for linje Kun plangeometri.

26a.

26b.

26c¢.

26d.
26e.

Nér (xq,vq) er et punkt pa/og (Zj er vinkelret pé /, (a)

sd kan vi bestemme en ligning for / ved forst at seette
ind i formlen

a(x—x) +b(y— y9) =0
og derefter gange ind i parenteserne og trekke sammen sa vi far en ligning af typen
ax+by+c=0.

(x0,)0)

Néar ax+by+c=0 erenligning for /, sa er vektoren (ZJ vinkelret pa /.

Nar vi kender tallene @, b og c i en ligning ax+by+c=0 for en linje /,
sa kan vi undersgge om et punkt ligger pé / ved at satte punktets koordinater ind for x og y i ligningen.

Hyvis ligningen bliver sand, sa ligger punktet pa /.
Hyvis ligningen bliver falsk, sé ligger punktet ikke péa /.

En vektor der er vinkelret pé / kaldes en normalvektor for /.

Opgave [: 3x+by—4=0 . Punktet (1, 2) ligger pd /. Bestem b . Se 26c.

Svar Uden hjeelpemidler.

Da (1, 2) ligger pa linjen / med ligningen 3x + by —4 = 0, bliver ligningen sand nar vi indsetter punktet.
31+ b2-4=0
2b=1

_1
b=3

Afsnit 26 fortseetter pa naeste side!
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Opgave En linje / gér gennem punkterne A(2,7) og B(-3,1)
Bestem ligning for / pa formen ax+by+c¢=0 . Se 25j, 9a, 9d og 26a.

Da A(2,7) og B(-3,1) ligger pa [/, er/ parallel med AB = (_3 a 2) = (_Sj

- 6 6 1-7 —6
Sé er [ vinkelret pd AB= (_ (__5 )j = (—5}

Da (xp,y9)=(2,7) eretpunktpd/, og (ZJ = (—5) er vinkelret pa /, har / ligningen

6(x=2)+(=5)(y=7) = 0

Ligning for plan Kun rumgeometri.

a
Nar (xg,v9,2y) er et punktien plan a, og (bj er vinkelret pé «,
C

sd kan vi bestemme en ligning for o ved forst at seette

a(x—xg)+b(y—yg)+c(z—25) =0

og derefter gange ind i parenteserne og traekke sammen
(x()’yO’ZO)

o . . ° a . °
Nar ax+by+cz+d =0 erenligning for , sa er vektoren | 4 | vinkelret pa a.
C

Nar vi kender tallene a, b, c og d i en ligning ax+by +cz+d =0 foren plan «,

sa kan vi undersege om et punkt ligger i o ved at sztte punktets koordinater ind for x, y og z i ligningen:
Hvis ligningen bliver sand, sé ligger punktet i c.
Hvis ligningen bliver falsk, sa ligger punktet ikke i o

Nar 4 og B er to forskellige punkter i ¢, sa er AB parallel med a.

En vektor der er vinkelret pa «, kaldes en normalvektor for c.
Nar a og b er parallelle med o, sa er axb vinkelret pa a

hvis a og b ikke er parallelle, dvs. hvis axb ikke er nulvektor.

26f.

Svar Uden hjeelpemidler.
a(x—xp) +b(y—y9)=0
6x—-5y+23=0

27.
27a.

ind i formlen

sa vi far en ligning af typen
ax+by+cz+d=0 .

27b.
27¢c.
27d.
27e.
271.
27g.

Opgave A4(0,3,4), B(2,-2,1)og C(-1,4,3) ligger i plan . Bestem ligning for o . Se 4d, 27d, 27f, 27a.

Svar
Da A4(0,3,4), B(2 -2,1) og C(-1,4,3) liggeri a, er folgende to vektorer parallelle med o :
__ (-1-0 -1
AB = —2 3 og AC=|4-3 |=|1
3-4 -1
8
ABxAC=| 5 Udregnet pd Nspire
-3
Denne vektor er vinkelret p4 a da den ikke er nulvektor og AB og AC er parallelle med « .
a 8
Da (xp,v0,29)=(0,3,4) eretpunkti o, og | b |=| 5 | ervinkelret pd @, har o ligningen
c -3

a(x—x9) +b(y—yo) +c(z—25) =0
8(x—0)+5(y-3)+(3)(z-4) =0
8x+5y-3z-3=0
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28.

Ligning for cirkel Kun plangeometri.

28a. (x=x)2+(y—yp)2 =r2.
er ligning for en cirkel med centrum C(x,, ;) og radius 7.
28b. Nar P er et punkt pa en cirkel med centrum C, er cirklens radius » = ‘@‘ . SeTe.
28c. Eksempel
En cirkel har ligningen (x-1D2+(y+5)2=9 .
Vi omskriver til formen 28a: (x—1)2+(y—(5))?= 32 .
Heraf ser vi at centrum er (1, -5) ogradiuser 3.
28d. Metode: Nar vi kender en ligning for en cirkel, s& kan vi undersgge om et punkt ligger pa cirklen ved at
sette punktets koordinater ind for x og y i ligningen.
- Hvis ligningen bliver sand, sa ligger punktet pa cirklen.
- Hvis ligningen bliver falsk, sé ligger punktet ikke pé cirklen.
28e. Opgave En cirkel har ligningen x2—2x+ y2+10y+17 =0. Bestem centrum og radius.
Svar Uden hjeelpemidler.
x2=2x+y?2+10y+17=0  Sei 28f-1 hvordan du kommer frem til neeste linje.
x2+1-2x + y24+25+10y = 1+25-17  Sei 28f-2 hvordan du kommer frem til naeste linje.
(x-D2 + (»+52%2 =9
Heraf ser vi at centrum er (1,—5) og radius er V9 = 3. Se 28a.
28f. Forklaring til 28e
28f-1 Koefficienten til x er —2. Halvdelen er —1, og —1 i anden er 1. Vi laegger 1 til begge sider.
Koefficienten til y er 10. Halvdelen er 5, og 5 i anden er 25. Vi leegger 25 til begge sider.
Konstantleddet er 17. Vi traekker 17 fra begge sider.
28f-2 Koefficienten til x er —2. Halvdelen er —1. Derfor skal der st —1 i forste parentes.
Koefficienten til y er 10. Halvdelen er 5. Derfor skal der std +5 i anden parentes.
Bemzrk: Ifolge kvadratsetninger er (x—1)2=x2+1-2x og (y+5)2=y2+25+10y .
Bemeerk: Indsattes x,=1, y,=-50g7r=3 i (x—x0)2+(y—yp)? =r2,safarvi (x—-1)2 + (y+5)2 = 9.
28f-3  Hvis x-led eller y-led mangler, ser omskrivningen lidt anderledes ud:
x2+y2+10y+17=0
x2 + p2425+10y = 25-17
(x=0)2 + (y+52 =38 Centrum er (0, —5) og radius er Js.
29. Ligning for kugle Kun rumgeometri.
29a. (x=x)2+(y—yp)2+(z—2zp)? = r2 .
er ligning for en kugle med centrum C(x, yy,z,) ogradius 7.
29b. Nar P er et punkt pa en kugle med centrum C, er kuglens radius r = ‘a’" . Se 7c og Te.
29¢. Eksempel
En kugle har ligningen (x=D2+y2+(z+5)2=8 .
Vi omskriver til formen 29a: x=1D2+(y-0)2+(y—-(H)? = \/§2 .
Heraf ser vi at centrum er (1,0, —5) og radius er J8 .
29d. Metode: Nar vi kender en ligning (x—xp)2+(y—yo)?+(z—2zy)? = r2 for en kugle, sd kan vi
undersgge om et punkt ligger pa kuglen ved at s&tte punktets koordinater ind for x, y og z i ligningen.
- Hvis ligningen bliver sand, sa ligger punktet pa kuglen.
- Hvis ligningen bliver falsk, sa ligger punktet ikke pa kuglen.
29e. Opgave En kugle har ligningen x2—2x+ y2+2z2+10z+18=0. Bestem centrum og radius.

Svar Se forklaring i 28e-28f .
x2=2x+y2+z2+10z+18=0

x24+1-2x+y2+2z2+25+10z=1+25-18

(x=12 +y2+(z+5)2 =8 Heraf ser vi at centrum er (1,0, —5) og radius er /8 .
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30. Afstand fra punkt til linje Kun plangeometri.

o P

30a. | Afstanden d fra et punkt P(x;,y;) tilenlinje /: ax+by+c=0 er
J - |ax1 +by +c|

Naz+b?

30b. Opgave Bestem afstand fra P(1,2) til linjen /: 4x—-3y+3=0.

Svar Afstanden fra P(x;,y;)=P(2,1) til

linjen /: ax+by+c=0meda=4,b=-3,c=3 er N

laxi+by+d  [42-31+3 8
= = — = 1’6 . / 1
Va2 + b2 JPR+E3)E S :
31. Afstand fra punkt til plan Kun rumgeometri. P /\
31a. | Afstanden /4 fra et punkt P(x;,y},z) til en o

plan «: ax+by+cz+d=0 er -
3 |ax1+by1+czl+d|

. Se 30b.
Va2 +b2+¢2 \ a /

32. Vinkel mellem linjer \/

32a. Huvis vi kender retningsvektorer 7 og 7, for linjer / og m, sa find vinklen v mellem 7 og 7, .

h

Sa vil v og 180°—v vare de to vinkler som / og m danner. Se 16b og 16d.

32b. Huvis vi kender normalvektorer 7, og 7, for to linjer /; og /, iplanen, sa find vinklen v mellem 7, og
ny. Sévil v og 180°—v vare de to vinkler som /; og /, danner. Se 16b og 16d.

32¢. Hyvis vi for to linjer /; og /, iplanen kender en retningsvektor 7; og en normalvektor 7, , sa find vinklen

v mellem 131 og n,. Savil v og 180°—v vere de to vinkler som /; og /, danner. Se 9d og 16b og 16d.

X 6 2 b 8 1
32d. Opgave To linjer /logmergivetved [: |y | = |4 |+¢t-|-1| ogm:|y|=|3|+s-3
z 5 0 z 5 3
Bestem den spidse vinkel mellem /ogm. Se32a.
Svar 1
X 6 2 b 8 1 2 1
iyl =[4]|+t|-1 m:|y|=|3|+s53 n=1-1 =13
z 5 0 z 5 3 0 3

Af parameterfremstillingerne ser vi at 7 er parallel / ogat 7,, er parallel med m ,
sd vinklen v mellem disse vektorer er en af de to vinkler mellem / og m :

b - cos_l(fl.rj” _ cos_l( 2-1+(-1)-3+0-3

HRA 22+ (D2 402 12432 432

Da v > 90° geelder: Den spidse vinkel mellem / og m er 180°-95,9° = 84,11° .

Afsnit 32d fortsaetter pa naeste side!

) = 95,8888° ~ 95,9°
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33.

Svar 2
dotP = prikprodukt norm = lengde

x| |6 2 x| |8 1 2 1
l: Iy =4t m y =[5t |3 rl:= - rmi=| 5
z| |5 0 z| |5 3 0 3

Af parameterfremstillingerne ser vi at ry er parallel med /, ogat r, er parallel med m,
sa vinklen v mellem disse vektorer er en af de to vinkler mellem 7 og m .
dotP(rl,rm)

nor‘m(rl)- nor‘m(rm)

V= COS'1( ) = 05 88B88° = 95,Q° udregnet af Nspire

v >080°. 180-95.9 = 84.1 Den spidse vinkel mellem 7 og mer 84,1°.

Vinkel mellem planer Kun rumgeometri.

33a.

34.

Find vinklen v mellem normalvektorer 7, og 7, til to planer o, og a, .
Sé vil v og 180°—v vare de to vinkler som «a; og o, danner. Se 16b og 16d.

Vinkel mellem sideflader Kunrumgeometri.

34a.

34b.

34c.

34b.

Figuren viser vinklen v mellem to flader.

Nar vi skal finde v, finder vi vinkler mellem de /
to planer der indeholder fladerne. / v
Der er to vinkler v og u mellem disse planer. =

Hyvis det ikke er oplyst om vinklen mellem fladerne
er den spidse eller stumpe af vinklerne mellem
planerne, s& mé vi bruge 34b. 1y

Til den ene sideflade skal vi finde en normalvektor 7,
der peger ind i vinklen. (Brug hejrehéndsreglen 24b)

Til den anden sideflade skal vi finde en normalvektor 7, P
der peger ud af vinklen. (Brug hgjrehandsreglen 24b)

Vinklen v mellem 7, og 7, er vinklen mellem sidefladerne.
(Hvis begge vektorer peger ind i vinklen, eller begge peger ud,

finder vi en vinkel u som ikke dannes af sidefladerne. De to

planer der indeholder sidefladerne, danner vinklerne u og v). 2 A(3,-1,0)

B(0,0,1)
C(3,2,0)

Opgave Fladen BCD er indeholdt i planen med ligningen y+2z-2=0.
Bestem den stumpe vinkel mellem fladerne ABC og BCD .

Svar D
dotP = prikprodukt norm = lengde 4 \;
0-3 3 3-3 0 -3 X
ab:= 0--1 = 1 ac.= 2—-1 = 3 n:=crossP(abJac) = 0 udregnet af Nspire C
1-0 1 0-0 0 -9

n er ikke nulvektor, og den er krydsprodukt af AB og AC der er parallelle med fladen ABC, =4

n er vinkelret pA ABC .

Med a:=0 b:=1 ¢:=2 d:=2 er a xtb y+e z+d=0 ligningen y+2 z—2=0 som er ligningen for
a 0
planen der indeholder fladen BCD, s& vektoren m:=| | =, | er vinkelret pd BCD .

c 2

— —

Da 7 er vinkelret p&d ABC og m er vinkelret p4d BCD , mA vinklen v mellem n og m veere lig en af
de to vinkler mellem planerne der indeholder ABC og BCD.

_ cos"( dotP(n,m)

nor‘m(n)- norm(m

)) = 148.052° udregnet af Nspire

Da v er stump (mellem 90° og 1807) gzlder: Den stumpe vinkel mellem ABC og BCD er 148,1° .
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3S.

Vinkel mellem linje og plan Kun rumgeometri.

35a. Forst: Find vinklen v mellem en normalvektor # til planen og en retningsvektor 7 til linjen.
Sa: Hvis v er mindre end 90°: Fra 90° traekkes v for at fa vinkel mellem linje og plan.
Hvis v erstarre end 90°:  Fra v traekkes 90° for at fa vinkel mellem linje og plan.
Se 16b og 16d.
Gron streg er plan set fra siden.
Bla streg er linje.
36. Vilkarligt punkt pa linje
36a. Viomskriver parameterfremstillingen for en linje /:
X 5 2 5 2t 5+2¢ [ rummet er udregningen den samme
MERE S U B P i BPS Bl IR bortset fra at der er tre koordinater.
Et vilkérligt punkt pd / er (x,y)=(5+2¢t,3-1)
37. Skeering mellem to linjer / og m
37a. Badel og m er givet ved parameterfremstilling | 36 star hvordan vi gar.
Farst finder vi et vilkdrligt punt pd hver linje: Parametrene s og ti de to punkter
I (x,y)=2s5,5-3s) og m: (x,y)=2+2t,-2+t) ma ikke veere samme bogstav.
Vi skal bestemme s og ¢ s& de to punkter har ens x-koordinater og ens y-koordinater:
2s = 242t
5-3s = -2+¢
Vi lgser dette ligningssystem mht. s og ¢ og far: Skriv at Nspire lgser ligningssystemet
med solve, eller skriv mellemregninger.
s=2 og t=1
Nér s=2 er (x,y)=(2s,5-35)=(2-2,5-32)=(4,-1). | rummet er udregningerne de samme
Skaeringspunktet er (x,y)=(4,-1) . bortset fra at der er 3 koordinater.
37b. Bade [ og m er givet ved ligning (kun plangeometri)
Vi skal finde x og y sé begge ligninger er opfyldt:
I 3x+2y-10=0
m: x=2y—6=0
. . o _ _ 1 |Skrivat Nspire lgser ligningssystemet
Vi lgser dette ligningssystem mht. x og y og far x=4 og y=-1. med solve, eller skriv mellemregninger.
Skeaeringspunktet er (x,y)=(4,-1) .
37c. [er givet ved ligning, m ved parameterfremstilling (kun plangeometri)

Farst finder vi et vilkarligt punkt pa m : |I 36a star hvordan vi gar. |
m: (x,y)=(2+2t,-2+t) .

Vi indsetter dette punkt i ligningen

I: 3x+2y-10=0
og far

3(2+20)+2(=2+0)-10=0 Skriv at Nspire Izser ligningen med
Vi lgser denne ligning mht. ¢ og far #=1 . |solve, eller skriv mellemregninger.
Nar t=1 er (x,y)=(2+2t,-2+t)=(2+2-1,-2+1)=(4,-1) .
Skeringspunktet er (x,y)=(4,-1) .
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38. Skaering mellem linje og cirkel Kun plangeometri.

38a. Linjen er givet ved parameterfremstilling

Farst finder vi et vilkarligt punkt pa linjen : |I 36a star hvordan vi gar.
(x,¥)=(2+2¢t,-2+1) .
Vi indseetter dette punkt i cirklens ligning

x2—6x+y2-2y =0
og far
(2+26)2 = 6(2+2t) + (—2+1)2 = 2(-2+t) = 0
) o Skriv at Nspire lgser ligningen med
Vi lgser denne ligning mht. z og far =0 eller =2 .|solve, eller skriv mellemregninger.
Nar =0 er (x,y)=2+2t,-2+t)=(2+2:0,-2+0)=(2,-2)
Nar =2 er (x,y)=02+2t,-2+t)=(2+2-2,-2+2)=(6,0)
Skeringspunkterne er (2,-2) og (6,0) .

38b. Linjen er givet ved ligning
Linjen og cirklen er givet ved ligningerne
x-2y—-6=0
x2—-6x+y2-2y =0

Vi leser dette ligningssystem mht. x og y og far Skriv at Nspire Igser ligningssystemet
med solve, eller skriv mellemregninger.

x=2 og y=-2 eller x=6 og y=0

Skeaeringspunktet er (x,y)=(2,-2) og (x,y)=(6,0).

39. Skeering mellem linje og kugle Kun rumgeometri.

39a. Viindsatter et vilkérligt punkt fra linjen i kuglens ligning, osv. Se 36a og 38a.

40. Skeering mellem linje og plan Kun rumgeometri.

40a. Vi indsatter et vilkarligt punkt fra linjen i planens ligning, osv. Se 36a og 37c.

X 8 9
40b. Opgave Plan a og ligning /er givetved: a:3x-z+9=0 [: |y |=|4|+t-|-5
Bestem skaeringspunkt mellem / og «. z 0 12
Svar
x| |8 9
a: 3x—z+9=0 [ y[4 | g
z] |0 12
(xj_}’,z)Z{ 8+9- 1 4-5 12 f} er et vilkarligt punkt pa [ .
Det ligger 1 a nar det opfylder a's ligning, dvs. nar
3 (8+9: )-12- ++9=0
. . 11
Wspire laser denne ligning mht. ¢ og far i=—:
11
solve(3- (8+9: 1)+0- (45 £)-1 12 t+9=0,) » =—
ITar ¢ har denne veerd: er det vilkarlige punkt
-11 -58 -132
{8+9 14-5 112 t Ji=— = { — 15,
5 5 5
. -29 -132
Skeeringspunktet mellem [ og a er (—,15,—) ~ ('11.8,15.,'26.4)
5 5
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41. Projektion af punkt pa linje Kun plangeometri.

41a. Vi vil finde projektionen Q af punktet P(2,1) palinjen /: 2x+3y—-20=0 .
Q er skeaeringspunktet mellem / og linjen m der gar gennem P og er vinkelret pa /.

Af ligningen for / ser vi at vektoren (Zj er vinkelret pa /, sa m har parameterfremstillingen

me [ ¥ =244 2
)7 NE
Herefter kan vi bruge metoden fra 37¢ til finde Q.
41b. Opgave Enlinje / gar gennem punkterne A(0, 11) og B(9,4).
Bestem projektionen af P(21, 10) pa /.
Svar
Projektionen af P pa [ er skaeringspunktet mellem / og linjen m der er vinkelret pa / og gér gennem P.

Bestemme ligning for /
— 9-0 9 3
A0, 11) og B(9,—4)ligger pienlinje /. AB= _4-1117 115 =3 _5

3 . s (3. (5
_ 5) . Vektor vinkelret pa /: (_Sj_(sj )

| gar gennem (x1,y1) = (0,11) og er vinkelret pa (aj = (Sj , s& [ har felgende ligning:
b 3
a(x—x))+b(y) =0
5-(x-0)+3-(-11) = 0

Vektor parallel med /: (

Sx+3y-33 =0
Bestemme parameterfremstilling for m , 5
m gar gennem (xo,)o) = (21,10) og er parallel med (rl j = [J , s& m har folgende
2

parameterfremstilling: (Xj = (xoj + t( ”1] dvs. (Xj = (2 lj +1t (Sj .
y) o ra y) \10 3

Bestemme skaeringspunkt mellem / og m

Vilkarligt punkt pd m somer (21+5¢, 10+37) indsatter vii ligning for / :
5(21+5¢) + 3(10+3/H) - 33 = 0
Nspire lgser denne ligning mht. ¢ og far t=-3 . Solve(5- (2145 1)+3: (10+3. z)—33=0,r) » =3
Nar ¢=-3 er det vilkarlige punkt lig (21+5-(-3), 10+3-(-3))=(6, 1)
Projektionen af P pé [ er (6,1) .

Kontrol ved elektronisk afleesning pa figur

Elektronisk konstruktion:
Tegn punkter (0,11) og (9,-4).
Tegn linje / gennem disse.
Tegn punkt (21,10).
Tegn linje m som er vinkelret pa / og gar gennem (21,10).
Tegn skaeringspunkt mellem / og m.
Dette skaeringspunkt er projektionen af P pa [ .
Afles elektronisk koordinater til skeeringspunkt.
Resultatet er (6,1) ligesom i udregningen af projektionen.

42. Projektion af punkt pa plan Kun rumgeometri.

42a. Vi vil finde projektionen Q af punktet P(6,-2,5) pédplanen o 2x—-3y+z+5=0.
O er skaeringspunktet mellem o og linjen m der gar gennem P og er vinkelret pa c.

2
Af ligningen for o ser vi at vektoren | —3 | er vinkelret pa o, s& m har parameterfremstillingen
x 6 2 1
m: | y|=|-2|+t-3
z 5 1

Herefter kan vi bruge metoden fra 40a til finde Q.
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43.

Tangent til cirkel Kun plangeometri.

En tangent til en cirkel er en linje der har praecis ét punkt faelles med

Nér man siger ’tangenten i P”, betyder det at P er roringspunktet.

En tangent til en cirkel er vinkelret pa linjen gennem centrum og

En linje er tangent til en cirkel netop hvis afstanden fra centrum til

Punktet P(4,5) ligger pa en cirkel med centrum C(3,1).

Ifalge 43b er CP vinkelret pa [, sé vi kan finde ligningen for / ved at bruge 4c og 26a.

Linjen [: 3x+4y+24=0 er tangent til en cirkel med centrum C(2,5).

Ifelge 43¢ kan vi finde radius ved at finde afstanden fra C til /. Se 30a og 30b.
Sa kan vi bestemme cirklens ligning ved at bruge 28a.

Vi vil undersege om linjen /: 3x+4y+24 =0 er tangent til cirlen M: (x—-2)2+(y—5)2=81.

Metode 1: Vi finder centrum og radius som i 28c.
Sa udregner vi afstanden fra centrum til / og bruger 43c.

Metode 2: Vi finder skaeringspunkterne mellem / og M og bruger 43a.
Skeringspunkterne finder vi som i 38b.

Tangentplan til kugle Kun rumgeometri.

En tangentplan til en kugle er en plan der har pracis ét punkt

feelles med kuglen. Dette punkt kaldes reringspunktet. —
Nér man siger ’tangentplanen i P”, betyder det at P er ¢
reringspunktet.

En tangentplan til en kugle er vinkelret pa linjen gennem

En plan er tangentplan til en kugle netop hvis afstanden fra

Punktet P(4,5,2) ligger pa en kugle med centrum C(3,1,4).

Ifalge 44b er CP vinkelret pa [, sé vi kan finde ligningen for o ved at bruge 4d og 27a.

Eksempel: Planen «: 2x+y—2z+24=0 er tangentplan til en kugle med centrum C(-1,0,5).

Vi vil finde en ligning for kuglen. Ifelge 44c kan vi finde radius ved at finde afstanden fra C'til o Se 37a.
Sa kan vi bestemme kuglens ligning ved at bruge 29a.

43a.
cirklen. Dette punkt kaldes reringspunktet.
43b.
reringspunkt.
43c.
linjen er lig radius.
43d. Eksempel
Vi vil finde en ligning for tangenten /i P.
43e. Eksempel
Vi vil finde en ligning for cirklen.
43f. Eksempel
44.
44a.
44b.
centrum og reringspunkt.
44c.
centrum til planen er lig radius.
44d. Eksempel
Vi vil finde en ligning for tangentplanen « i P.
44e.
44f.

Eksempel: Vi vil undersgge om planen o: 2x+ y—2z+24=0 er tangentplan til kuglen med centrum
C(-1,0,5) ogradius 4. Vi udregner afstanden fra C til « og bruger 44c. Se 31a.
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45.

BEVISER

Bevis for at vi ma prikke ind i en parentes

45a.

46.

u; og u, er koordinater til # , og tilsvarende for v og w.

uptvy | (Wi _ ( _
. = u1+V1)'W1 + (u2+V2)'W2 = ul'Wl+V1'Wl+u2'W2+ Vo Wy
Wy

(ii +7)- =(

u2+V2

- - w
M'W+ = ( j ( j ( ] ( 1] = ul'W1+u2'W2+V1'W1+ Vz'Wz
W2

De to udtryk giver samme fire led, s& de er samme tal:

Vi har brugt vektorregel 11a og 14b, og talregler: gange ind i
parentes, og ved plus er reekkefalge ligegyldig.

| rummet er beviset det samme bortset fra at der er tre koordinater.

W

+
<

(il +7) = i@

Bevis for formel 46a

46a.

47.

V| 0g v, er koordinater til v.

(kv)-v = (kvlj-(vlj = (kvp)-vy+(kvy) vy = kv + kv
sz V)
2
k5P =k 24 vE " = k(2 +v2) = kvd + kv
De to udtryk give samme resultat, s& de er samme tal:

(kv)-v = k|17|2 Vi har brugt vektorregel 10b, 14b og 7b, og talregler: ved gange er reekkefalge
ligegyldig, x2=x-x, kvadratrod i anden, og gange ind i parentes.

| rummet er beviset det samme bortset fra at der er tre koordinater.
Bevis for at vi far nul nar vi prikker med nulvektor

47a.

48.

V| 0g v, er koordinater til v.

0
(O (2) = owrns -0
2 Vi har brugt vektorregel 14b, og talregel om nul gange tal.

0 | rummet er beviset det samme bortset fra at der er tre koordinater.

Qi
<
|

o
<
Il

Bevis for at vinkelrette vektorer har skalarprodukt nul

48a.

u; og u, er koordinater til u , og tilsvarende for v.

Nér vi afsetter # og v ud fra samme punkt,
er v—u vektoren fra u 's spids til v's spids.

Nér # L v kan vi bruge Pythagoras satning pa den viste trekant:

i+ [V} = [-f?

2 2 2
Vu? +up v v T = Ju)? + (vy-u,)? |Her har vi brugt 7b og 12a.

u12 + u22

2 2 _ 2 2
+ T+ v = (V)T + (vymuy)
u12 + u22 + V12 + V22 = V12 + u12 - 2V1u1 + V22 + u22 - 2V2u2

iUy + Wiy, = 0

uv =0 Her har vi brugt 14b.

Nu har vi bevist at

hvis ulv er uv =0
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49. Bevis for formlen for projektion af vektor

Se figuren til hojre.

Projektionen af b pa a er en vektor der er o eller
parallel med a, sé vi kan fa projektionen
frem ved at gange @ med et tal:

E& = t(j
Nar ¢ er vektoren pa figuren, er
b =ti+é

Begge sider i denne ligning prikker vi med a og far:
b-d = (ta+¢)a

Vi prikker ind i parentesen og fér:
b-a = (ta)a + ¢-a

Forste led pa hajre side omskriver vi med 46a, og sidste led er 0 da ¢ er nulvektor eller vinkelret pa a :

b-a = dal’
Begge sider i denne ligning dividerer vi med |Zz|2 og far:
jaf

Vi indsatter dette udtryk for ¢ i falgende ligning som vi begrundede ovenfor:

=1

ba = tc?
og far:
49a. p. = bag
¢ |d

50. Bevis for parameterfremstilling for en linje

[ er linjen som gér gennem (x,y,) og er parallel med [”1) .

r )
(rl) .
2 ! (FZJ l
—_—
(x> Y0) ()

Et punkt (x,y) ligger pa/

netop nér
vektoren fra (x,,y,) til (x,y) er o eller parallel med (2 J Se figur.
dvs.
vektoren fra (x,,y,) til (x,y) erlig t(g j , hvor ¢ er et tal
dvs.
vi far (x,y) nar vi leegger t( ’”1) 's koordinater til (x,,y,)
altsa 2

o GGG

sa vi har bevist at 50a er en parameterfremstilling for

ry fra at der er tre koordinater.

.. . ) ,, .
linjen / som gar gennem (x,,y,) og har retningsvektoren ( 1). | rummet er beviset det samme bortset

Vektorer og koordinatgeometri for gymnasiet, udgave 2 24 2014 Karsten Juul



51. Bevis for ligning for linje Kun plangeometri.

[ er linjen som gér gennem (x,,y,) og er vinkelret pa (Zj .
. X—Xo .
Vektoren fra (x,,y,) til (x,y) er . Sefigur.
Y=Xo

Et punkt (x,y) ligger pa /

netop nér

[x—xoj er o eller vinkelret pa (aj
Y=Xo b

og dette gaelder netop nar

(aj ' (x_xoj =0
b Y= (x0,%0)
dvs.

51a. a(x—xy) +b(y—yy) =0

Vi har nu bevist at 51a er en ligning for linjen der gar gennem (x,,y,) og har normalvektoren (Zj .

52. Bevis for ligning for plan Kun rumgeometri.

Beviset er magen til beviset i afsnit 51 bortset fra at der er tre koordinater og vi siger ”plan” i stedet for
”linje” .

53. Bevis for ligning for cirkel Kun plangeometri.

M er cirklen med centrum C(x,,y,) ogradius r.
Et punkt P(x,y) ligger pA M netop nar

leengden af CP err
dvs.

lengden af (x—xOJ er r.
Y=

Ved hjelp af lengdeformlen (se 7b) kan vi skrive dette sadan:
VX (=30)” = 7

Da begge sider er >0, kan vi oplefte til anden. Sa far vi
(x_xo)2 + (y_)’o)z =r?

Dette er cirklens ligning (se 28a).

S54. Bevis for ligning for kugle Kun rumgeometri.

Beviset er magen til beviset i afsnit 53 bortset fra at der er tre koordinater og vi siger kugle i stedet for
cirkel.
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