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1. Vektorfunktion.

En vektorfunktion er en funktion hvor vi har nogle tal, og hvor funktionsvardierne af disse er
vektorer.

Eksempel pa vektorfunktion

Tallene er de tal ¢ der opfylder 0 <¢<5. Disse tal er altsd funktionens definitionsmengde.

For hvert af disse tal ¢ er funktionsverdien lig vektoren (tz—;j .

Hvis funktionen hedder 5, kan vi skrive
- 2-t - 2-4 8
= <t< = =
s(t) (t—3j , 0<t<5 og s54) (4_3) (lj

2. Banekurve for vektorfunktion. Y

Figur 2a
En vektorfunktion s er givet ved ’ ' '

- 241
s(t)= hvor ¢ kan veaere alle tal.
t+3

2a. Figur. [5‘ (5’1)} =2

For tallet = -2 er funktionsveerdien lig vektoren |~ 1 /
)2 5 |
s(-2)=| D71 { ) 1 .
(-2)+3 1 | | | | | | |
Denne vektor er tegnet som en rod pil pa figuren. | ¥4 | T T ! : F iguf " :
Vektoren er stedvektor for det bla punkt (5,1). . A

2b. Figur.

Pa neeste figur er vist punkterne svarende til ' ‘ (2 ; 2) =-1

parametervzaerdierne (3 25 1.5) 15
t=-2 t=-1,5 og t=-1. —1 : T ] (5 1) PR

2¢. Figur. 1 o
Til hvert reelt tal svarer et blat punkt som svarer

til denne parametervaerdi. Disse punkter danner R
den blé kurve. Y

Vi forestiller os at ¢ er er tiden, og at det bla punkt
gennemleber kurven. Kurven kaldes banekurven
eller parameterkurven.

Figur 2¢

2d. Tegne banekurve.

Naér et grafvindue 1 Nspire er aktivt: Velg i Sl
varktejsmenuen: Grafindtastning/Rediger og
Parameterfremstilling og tast folgende: 1

xl(t)=1+z‘2

y1(d)=+3
-3=f=3 1step=0.05

>
X

I stedet for —3 og 3 og 0,05 kunne bruges mange andre tal.
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3. Skeering med akser.

En vektorfunktion § er givet ved b

5() = [’3 - +3] . \

Figuren viser banekurven.

vl

3a. Skeering med x-akse.

v
/.r"f

Banekurven skearer x-aksen i punktet P.

Nér vi fra dette punkt gér vandret ind pé y-aksen,
sd kommer vi til 0 pa y-aksen. Punktet P har altsa
y-koordinaten 0, s& parametervaerdien ¢ svarende
til P opfylder —2¢ =0 (se forskriften ovenfor).
Nér vi leser denne ligning, fir vi 1 =0.

Vi bestemmer punktets x-koordinat:

Dat=0 er x = 242143 = 0°42-043 = 3

Banekurvens skaringspunkt med x-aksen er altsa P(3,0) .

3b. Skeering med y-akse.

Banekurven skerer y-aksen i punktet Q.

Nar vi fra dette punkt gér lodret ned pa x-aksen,
sa kommer vi til 0 pa x-aksen. Punktet Q har altsa
x-koordinaten 0, s parametervardien ¢ svarende

til Q opfylder £+2t+3=0 (se forskriften ovenfor).

Nspire loser ligningen £ +2t+3=0 mht. ¢ og far r=—1:

310 143=0,4) » =1

Vi bestemmer punktets y-koordinat:
Dat=-1 er y=-2-t=-2-(-1)=2

Banekurvens skeringspunkt med y-aksen er altsa Q(0,2) .

solve(t

4. Eksempler pa at bestemme x., y eller 7.

Et punkt P bevaeger sig langs den banekurve som er
fastlagt ved felgende vektorfunktion hvor ¢ er tiden:

2
§(t):[ ! +3’+1J, 0<i<4.

125047

Banekurven er tegnet til hojre. \

4

)
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4a. Bestemme y-koordinat nar tidspunkt 7 er kendt.

P& tidspunktet #=0 bestemmer vi y-koordinaten for P .
Da t=0, er
y = t?=5-t+7 = 0°=5-0+7 = 7.

Dvs. pa tidspunktet # = 0 er y-koordinaten for P lig 7.
Dette er vist pa figuren.

Pa tidspunktet 7= 0,5 bestemmer vi y-koordinaten for P .
Da t=0,5, er
y = t2-5.t47 = 0,57-5-0,5+7 = 4,75.

Dvs. pa tispunktet z = 0,5, er y-koordinaten til P lig 4,75.
Dette er vist pa figuren.

4b. Bestemme tidspunkt 7 nar y-koordinat er kendt.

Vi bestemmer det tidspunkt ¢ hvor y-koordinaten er 3.

Vi skal altsd bestemme ¢ sa y-koordinaten t2—5¢t+7 er3.
Vi skal altsé lese ligningen 2-5t+7=3.

Ved hjelp af formlen for losning af andengradsligning fér vi
at der er to lesninger £, nemlig 1 og 4.

Der er altsé to tidspunkter hvor y er 3.

Dette er vist pa figuren.

4c. Bestemme x-koordinat nar tidspunkt 7 er kendt.

Pé tidspunktet =0 bestemmer vi x-koordinaten for P .
Da t=0, er
X = —243t41 = —0%+30+1 = 1.

Dvs. pa tidspunktet # = 0 er x-koordinaten for P lig 1.
Dette er vist pa figuren.

Pé tidspunktet 7= 0,5 bestemmer vi x-koordinaten for P .
Da t=0,5, er
x = -2 43t+41 = —0,52+3-0,5+1 = 2,25.

Dvs. pa tidspunktet # = 0,5 er x-koordinaten for P lig 2,25.
Dette er vist pa figuren.

4d. Bestemme tidspunkt 7 niar x-koordinat er kendt.

Vi bestemmer det tidspunkt ¢ hvor x-koordinaten er 3.

Vi skal alts bestemme # s x-koordinaten —¢2+3¢+1 er 3.
Vi skal altsa lese ligningen 12 +3t+1=3.

Ved hjzlp af formlen for losning af andengradsligning far vi
at der er to lesninger ¢, nemlig 1 og 2.

Der er altsd to tidspunkter hvor x er 3.

Dette er vist pa figuren.

«l
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S. Undersog om givet punkt ligger pa banekurve.

“)

A

\

—

En vektorfunktion s er givet ved

2
- +1
s(t)= .
© [3t - 1]
Viundersgger om punktet P(17,7) ligger pa banekurven fors .

y-forskriften 3¢t —5 er nemmere end x-forskriften 241,
Derfor begynder vi med y.
Vi bestemmer z-vardien i det kurvepunkt hvor y er 7 (fordi 7 er y-veerdien i P).
3t-5=17
3t=12
3t 12
3 3
t=4

Det er altsa det kuvepunkt hvor ¢ er 4, at y-koordinaten er 7.

Trin 2:
Forskriften for x-koordinaten er t2 +1.

I det kurvepunkt hvor ¢ er 4, vil x vare 4241 = 17.
Kurvepunktet hvor ¢ er 4, er altsé (17, 7). Dette er P 's koordinater.

Konkusion:

P ligger ligger pé banekurven for s.
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6. Dobbeltpunkt.

6a. Hvad er et dobbeltpunkt?

Figuren viser banekurven for det bla punkt.
Banekurven er givet ved ved folgende vektorfunktion
hvor ¢ er tiden:

2
so=| U | Cas<i<os
3
t"—4r+7

Nér ¢ gennemlgber alle tidspunkter fra —2,5 til 2,5, s
gennemleber det bla punkt banekurven. Undervejs

er der to tidspunkter hvor det bla punkt er i punktet P.
Derfor kalder man P for et dobbeltpunkt.

6b. Kontrol af om (5, 7) er et dobbeltpunkt.

Pé figuren ser det ud som om P har koordinatsattet (5, 7).
Vi kontrollerer om dette er rigtigt:

Nspire lgser ligningssystemet
+1=5
£—4t+7=7
og far t=-2eller t = 2:
solve(t2+1:5 and £>—4- t+7:’7,t) » =2 or =2

Dvs. bade pa tidspunktet —2 og pa tidspunktet 2 er det bld punkt i punktet (5, 7), sa dette er et
dobbeltpunkt.

6¢c. En parameterveerdi for et dobbeltpunkt er oplyst. Bestem den anden.
Figuren viser banekurven for felgende vektorfunktion: /

y
2yt R
5(6) = . —2,15<1<2. G
3
t° =3t );

Pa figuren ser vi at banekurven har et dobbeltpunkt.
Der herer altsé to parameterverdier til dette punkt.

Det er oplyst at den ene af disse parametervardier er 1.
Vi skal bestemme den anden parameterverdi.

Trin 1 Vi bestemmer koordinatsettet til dobbeltpunktet.
Vi bruger metoderne fra 4a og 4c:

Da t=1 er x = t?+1 = 1°+1 = 2
Da t=1 e y = £2-3¢t = P-3.1 = -2
Dvs. dobbeltpunktet er (2, -2).

Trin 2 Ud fra dette koordinatsat bestemmer vi de tilherende parametervardier.

Vi bruger metoderne fra 4b og 4d:

Nspire loser ligningssystemet
r=2
£-3t=-2
ogfar t=-2 eller t=1:
solve _t2+f=2 and 17-3- t="2t] » t="2 or t=1

Den anden parametervaerdi der horer til dobbeltpunktet, er altsd ¢ =-2
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6d. Dobbeltpunkt pa x-akse.

En vektorfunktion § er givet ved e 0 4

3,2 .
§(t):(t +1 5t]'

?-5
Det er oplyst at parameterkurven for s har et et
dobbeltpunkt P pa x-aksen. .4

Vi vil bestemme de to parametervardier ¢ som . TN SEPSNERC
herer til P.

Sadan ger vi:
Da punktet ligger pa x-aksen, mé dets y-koordinat 2—5 vare 0.

Af ligningen 2—5=0 farvi > =5,
og heraf = —J5 eller t=A/5.

De to parametervaerdier der herer til dobbeltpunktet, er — J5 og J5 .

6e. Dobbeltpunkt pa y-akse.

En vektorfunktion § er givet ved g

[P
s(t)—(tz_z}

Det er oplyst at parameterkurven for § har et |
dobbeltpunkt P pi x-aksen. \

Vi vil bestemme de to parametervardier ¢ som
herer til P.

Sadan ger vi:
Da punktet ligger pa y-aksen, mé dets x-koordinat £ —4t vere 0.

Nspire loser ligningen £ — 4t =0 mht. togfarattrer -2, eller 0 eller 2:

solve(t3—4- 1‘.=0,f) » t=-2 or =0 or t=2

Vi udregner y for de tre vaerdier t-vaerdier for at se hvilke to der svarer til samme punkt

(dobbeltpunktet).
Narter-2, er ?-2=2.
Néarzer0, er -2 =-2.

Narter2,er ?-2=2.
Parametervaerdierne ¢ som herer til dobbeltpunktet, er altsd —2 og 2 .
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7. Bestem 7 sa afstand fra kurvepunkt til fast punkt er lig et givet tal.

Der er givet et fast punkt O(-3, 4).
Punktet P(x, y) gennemlgber banekurven som er
fastlagt ved folgende vektorfunktion hvor # er tiden: |

o34 v
- 1 5t2 +1,25¢ [ | '
s(=|" ’ , —3<t<3. | ).

2t

L 2l

Spergsmal: P43 hvilke tidspunkter er afstanden fra
O til Plig 52 | L ( 1

Dette undersgger vi: - L
Vi bruger formlen for afstand mellem to punkter: | | IS ——

0P| = (x— (=3))2 +(y - 4)?

= \/((1, 562 +1,25¢) - (—3))2 + (2f—4)2

Nspire loser ligningen

5= \/((1,5t2+1,25t) —(—3))2 + (2—4)

mht. # ogfadr =0 eller t=0,5 :

2

2
solve(j (1.5-: +1.25- t——3] +(2- -4)2

—S,I) » 1=0. or £=0.5

Det er altsd pa tidspunkterne 0 og 0,5 at afstanden fra Q til P er lig 5.
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8. Ligning for parameterkurve.

8a. En kurve som er givet ved en ligning.
For den viste kurve gaelder:

y= x*+1 eren ligning for kurven.
Dette betyder:

Vi fér et kurvepunkts y ved at satte dets x ind i x2+1 og udregne.

8b. Vi fastlzegger et gennemleb af kurven ved at knytte
et tidspunkt 7 til hvert kurvepunkt.

Et punkt P gennemlober kurven sédan at:

P& hvert tidspunkt ¢ geelder om P's x at x = ¢-2.

8c. Vi bestemmer placeringen af P pa tidspunktet 1=0.

Pa tidspunktet #=0 gelder altsd at P's x er 2,

og sa ma P's y pa dette tidspunkt vere (—2)2 +1, dvs. 5 (ifelge 8a).
P& figuren er vist at pé tidspunktet 0 er P i punktet (-2, 5).

8d. Vibestemmer placeringen af P pa et vilkérligt tidspunkt .

P& ethvert tidspunkt fer x=t-2

og sa er y=(t—2)2+1 da y:x2+1

Dette kan omskrives til = (z2 —2.t-2+2? )+1 da (a—b)? = a>+b*—2ab
Dette reduceres til y= 24145

P& ethvert tidspunkt 7 geelder altsa at koordinaterne til P kan udregnes sadan:

(22

8e. En ligning for en parameterkurve.
Ifolge 8d gaelder altsi at

y=x2+1

er en ligning for parameterkurven for vektorfunktionen

o [ 12
r= 2_4r+5 )
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9. Radianer og grader.

Sterrelsen af en vinkel kan angives med enheden "grader".

En anden mulighed er at angive vinklens sterrelse med enheden "radianer".

9a. Hvad forstas ved vinkels radiantal?

Figuren nedenfor viser vinklen v mellem to vektorer.

Vektorerne er afsat ud fra cirklens centrum, og cirklen har radius 1.
Leengden af cirkelbuen mellem P og Q kaldes radiantallet for vinklen v.

9b. Hvad forstas ved vinkels gradtal?

Nar vi maler leengden af cirkelbuen mellem P og Q, kan vi som enhed bruge ﬁ af cirklens

omkreds. Sa vil resultatet vaere vinklens gradtal.

9c. Beregne gradtal ud fra radiantal.

Regel: Nar vi ganger radiantallet med % s& far vi gradtallet.

Bevis:
Cirklens radius er » =1, sd dens omkreds er 27-r =271 =2m.

Omkredsen er 360 grader ifolge 9b.
Der gaelder altsa at

27 radianer = 360 grader

21 o dian =
360 radian = 1 grad

2T padi -
V'3 radianer = v grader

9d. Beregne radiantal ud fra gradtal.

2n

360 58 far vi radiantallet.

Regel: Néar vi ganger gradtallet med

Bevis:
Cirklens radius er » = 1, sa dens omkreds er 27-r =2m-1=27.

Omkredsen er 360 grader ifolge 9b.
Der gelder altsa at

27 radianer = 360 grader

— 360
n=s

1 radia - grader

360

S grader

v radianer = v-

Vektorfunktioner for stx mat A 9

2022 Karsten Juul



10. Parameterkurve for cirkel.

10a. Definition af cos(v) og sin(v).

Figuren viser enhedscirklen.

Den rede vektor fremkommer ved at dreje den
gronne vektor v radianer mod uret.

Sa er det bla punkt retningspunktet for v radianer.
Koordinatszttet til retningspunktet for v radianer

har koordinatszttet (cos(v),sin(v)).

Dette er definitionen pd hvad man forstir ved
cos(v) og sin(v).

10b. Cirkel med centrum (0,0) og radius 1.

Af ovenstdende folger at
cirklen med centrum (0, 0) og radius 1
er banekurve for vektorfunktionen

cos(v)
sin(v)

E(z):(

10c. Cirkel med centrum (0,0) og radius 3.
Vi ganger nu vektoren med 3 (sort pil pd figuren):

~ .« [3-cos(v)
s(t)= (3~sin(v)) , 0<t<2m.

], 0<tr<2x.

Sa vil det bla punkt gennemlobe
cirklen med centrum (0, 0) og radius 3.

10d. Cirkel med centrum (4, 2) og radius 1.

En vektorfunktion er givet ved

~ [ 5cos(v)
s(¢) _(5~sin(v)j , 0<t<2m.

Banekurven er en cirkel med centum (0, 0) og radius 5.

Vi legger nu vektoren (;j til (S'COS(V))

5-sin(v)

[a—

(cos('v), sin(‘v})

¥

Ay

_(ﬁ?cos.(v}, 3- sin(v))

¥ =

Sa vil hvert punkt pa cirklen blive forskudt 4 til hejre og 2 opad. Se figuren nedenfor.

For vektorfunktionen

~. .« [4+5cos(v)
S(t)_(2+5-sin(v)j’ 0<¢t<L2n |

vil banekurven derfor vare

en cirkel med centum (4, 2)
og radius 5.

10e. En regel:

For en vektorfunktion af typen

(1) = [a +r-cos(?)

: , 0<t<2m |
b+r-sm(t)j . .
vil banekurven veare

en cirkel med centrum (a, b)
og radius 7.

LN
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11. Hastighedsvektor.

11a. Hvad forteller hastighedsvektoren?

En partikel bevaeger sig sddan at stedvektoren til partiklen péd
tidspunktet 7 er givet ved

2
5()=| 12300 34095
3-8

Partiklens banekurve er vist pa figuren.

Det er oplyst at pa det tidspunkt hvor partiklen er i punktet P(2, 4),
er partiklens hastighedsvektor den rede vektor.

Dette betyder:

- Partiklen bevager sig i pilens retning pé dette tidspunkt.
- Pilens leengde er partiklens fart pa dette tidspunkt. /
1

11b. Hvornar er partikleni P?

L

Vi beregner det tidspunkt hvor partiklen er i P.
Vi bruger metoden fra 4b.

Da P har y-koordinat 4, og partiklen pa tidspunktet ¢ har y-koordinat 3¢ —8, s vil partiklen vaere i P
pa det tidspunkt ¢ hvor 3¢-8=4 .
Vi lgser denne ligning og far 1 =4 .

Det er altsa pa tidspunktet #= 4 at punkteteri P.

11c. En regel:
x(1)
y(®)

. < x'()
at hastighedsvektoren er s'(¢) :( , ] .
y'(®)

For en vektorfunktion 5(#)= ( j galder for hvert tidspunkt ¢

11d. Beregne hastighedsvektor og fart.

For vektorfunktionen fra 11a gaelder ifelge 11c at hastighedsfunktionen er

| (2 +120=30) | (20412
s'(t)= = .
, 3
(3t-8)
Partiklen er i P pa tidspunktet t =4.
Hastighedsvektoren pa dette tidspunkt vil vi beregne:

o (73)-{)

Lzengden af denne vektor (dvs. partiklens fart pa tidspunktet ¢ = 4) er

[§°(4)| =V4* +3% =\16+9=25=5 .
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11e. Kurvepunkt med lodret hastighedsvektor.

I 11a sé vi pé felgende vektorfunktion:

2
s(0)=| 127300 304495
3-8

Vi vil bestemme koordinatsattet til det punkt pa banekurven hvor hastighedsvektoren er lodret.

l\y

=6

“

ah

\ A

Trin 1 Vi bestemmer ¢

En vektor er lodret hvis x-koordinaten er 0 og y-koordinaten ikke er O .
—2t+12

Ifolge 10d er hastighedsvektoren s'(¢) = ( 3

j 1 det punkt hvor parameterverdien er 7.

Vi ser at y-koordinaten er 3, sa den er ikke 0.

Vi ser at x-koordinaten er —2¢+12 . Vi bestemmer ¢ sa denne er O:

0=-2+12
2=12

2% 12

2 2
t=6

Trin 2 Vi bestemmer koordinatsettet

Vi bestemmer koordinatszttet til det punkt hvor ¢ er 6:

212 62 +12-6- -36+72-30) (6
Nir 726 er 5( | —t7+126=30)_[ 6" +12:6-30 :[ J:( _
© [ 3-8 3.6-8 18-8 10

Koordinatsattet er (6,10) til det punkt hvor hastighedsvektoren er lodret.
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11f. Kurvepunkt med vandret hastighedsvektor.
En vektorfunktion § er bestemt ved
2
— t
s(t)= .
[tz - 4tJ
Vi vil beregne koordinatsettet til det punkt pa parameterkurven hvor hastighedsvektoren er vandret.

A_y

Y
S

. Aa

=2

Trin 1 Vi bestemmer hastighedsvektoren

En vektor er vandret hvis y-koordinaten er 0 og x-koordinaten ikke er O .

2-1
: : . 2-t
I det punkt hvor parametrervardien er ¢, er hastighedsvektoren s'(¢) = ( J ,

2.4271 -4
) 2
dvs. 5'(f) = ( ) ! 4] .

Trin 2 Vi bestemmer ¢ s hastichedsvektorens y-koordinat er 0.

Vi ser at y-koordinaten er 2¢ —4. Vi bestemmer ¢ sa denne er 0:

2-4=0
2 =4

2% 4
2 2
=2

Trin 3 Vi bestemmer hastighedsvektorens x-koordinat:

2
Da t=2er x(f)=20=2.2=4 da §'(z)=(2[i3J

Da y-koordinten er 0, og x-koordinaten ikke er 0, s& er vektoren vandret.

Trin 4 Vi bestemmer koordinatsettet til det punkt hvor ¢ er 2:

2 2
Nart=2er 5(0=| ' |= 22 :(4}
t?—4ar) (2°-4.2) \-4

Koordinatsattet er (4, —4) til det punkt hvor hastighedsvektoren er vandret.
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12. Bestemme #i punkt hvor hastighedsvektor er parallel med given linje

En linje m og en vektorfunktion s er givet ved Ay

—12+ 4
Vi vil bestemme #-verdien herende til det punkt hvor
hastighedsvektoren er parallel med m.

2
m:3x—2y=4 og §(r)=[ 2 ]

@)

Trin 1, Find vektor der er patrallel med m:

Ligningen for m er af typen a-x+b-y=c.
For en ligning af denne type gaelder at vektoren (ZJ er vinkelret pa linjen. /

Sa ma denne vektors tvaervektor vare parallel med linjen.

Tveervektoren er (aj = (_bJ .
b a

\ Aal

Afligningen for m ser viat a=3 og b=-2, sé folgende er en vektor der er parallel med m:

LG

Trin 2, Find hastighedsvektoren:

. (212) 2.2¢27 4t
Hastighedsvektoren er 5'(¢) = = 1 = ( j .
(_t2+4t)’ 2* 44 \(F2t+4

Trin 3, Bestem ¢ sd de to vektorer er parallelle:

Vi skal bestemme den z-vardi hvor vektorerne (—Zji- 4j og @j er parallelle.

To vektorer er parallelle netop hvis,

. . 0
3a) determinanten af de to vektorerer 0 og 3b) ingen af dem er nulvektoren ( Oj'

3a) Determinant af to vektorer (f]) j og (;] er p-s—q-r,sadeterminanten af (
4t-3 — (“2t+4)-2 = 12t — (—4t+8) = 12t +4t-8 = 16¢t-8.
Vi bestemmer ¢ sa denne determinant er 0:
16t —-8=0
16t =8
16t 8
16 16
t= l
2

| 4¢ 2) ..
3b) For ¢ = > er ingen af vektorerne (—2t+4j og [3j lig 0.

t-verdien herende til det punkt hvor hastighedsvektoren er parallel med m, er altsa

4t (6] 2 cr
or+4) %813

1
3
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13. Tangent til parameterkurve.

Definition: En linje der gar gennem et punkt pé en parameterkurve, siges at vere tangent til
kurven i punktet hvis den er parallel med hastighedsvektoren i punktet.

13a. Bestemme ligning for tangent til parameterkurve
En vektorfunktion § er givet ved Ay
2
§ 6t \
s() = .
© [Z-t + 4}

En linje m er tangent til banekurven i det punkt hvor 7 = 2.
Vi vil bestemme en ligning for m.
Trin 1: Vi bestemmer koordinatsettet til punktet hvor ¢ = 2.

o [6=2%) (2
S<2)_[2~2+4j_(8j 1

Dvs, punktet hvor ¢ er 2, har koordinatsettet (2, 8).

Trin 2: Vi bestemmer hastighedsvektoren i punktet /
hvor ¢ = 2.
2 !
6—1 ) _
so-| (2
, 2
(21+4)

o FH

Trin 3: Vi bestemmer tvaervektoren til hastichedsvektoren.

5/'(\2) = [_24j = (:ij er en normalvektor til m.

Trin 4: Vi skriver ligningen for m og reducerer den.

En normalvektor til m er (ZJ = (:ij .

Et punkt pd m er (x,,y,)=(2,8).

En ligning for m:
a-(x—xg)+b-(y=y5)=0
(2)- (x=2)+(4)-(y-8)=0
—2x+4-4y+32=0

—2x-4y+36=0
x+2y=18
Bemarkning:
I trin 3 kan man skrive at en simplere normalvektor er —% . (:ﬁ) = @]

Vektorfunktioner for stx mat A 15 2022 Karsten Juul



14. Stedvektor, hastighedsvektor og accelerationsvektor.

En partikel P beveger sig i planen sddan at pa tidspunktet ¢ er stedvektoren til P givet ved
3
F(t) = t +24t .
2t

14a. Hastighedsvektor.
P& tidspunktet ¢ er hastighedsvektoren for P givet ved

Lo [32+ 4
v(t)—r(t)—[ 4 j

Hastighedsvektoren viser hvordan stedvektoren @ndres pa tidspunktet ¢.
ZEndringen i et lille tidsrum 4 efter tidspunktet ¢, vil, hvis 4 er valgt tilstreekkelig lille, med

tilnzermelse bestd 1 at der legges A-v(t,) til 7(z,) .

14b. Accelerationsvektor.

Pa tidspunktet ¢ er accelerationsvektoren for P givet ved
- o i 6t
ait)=v'(t)= (t)=(4).

Accelerationsvektoren viser hvordan hastighedsvektoren @ndres pa tidspunktet 7.
ZEndringen i et lille tidsrum 4 efter tidspunktet ¢, vil, hvis 4 er valgt tilstreekkelig lille, med

tilnzermelse bestd 1 at der legges h-da(t,) til v(z,).
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15. Graensevaerdiformel for hastighedsvektor.

En partikel beveager sig 1 planen s& der pa hvert tidspunkt ¢ gaelder at dens
stedvektor er givet ved en vektorfunktiont §(¢). Vi undersgger bevaegelsen
nar tidspunktet 1=2.

15a. Vektoren s(2,5)-5(2).

er den rede pil pa figuren. Den viser det stykke som partiklen er blevet
flyttet fra tidspunktet 2 til tidspunktet 2.5, altsa i lebet af et halvt minut.

Hvis partiklen havde bevaget sig med denne hastighed i et helt
minut, sa ville partiklen vere flyttet det stykke som felgende
pil viser:

2-(5(2,5)-5(2)).
Denne pil kan ogsa skrives sddan

§(2,5)-5(2)

0,5

Det er den grenne pil pa figuren.

15b. Vektoren s(2,1)—5s(2) .
er en pil der viser det stykke som partiklen er blevet flyttet fra tidspunktet 2 til tidspunktet 2,1.

Hvis partiklen havde bevaget sig med denne hastighed i et helt minut, s ville pilen vere flyttet det
stykke som folgende pil viser:

10-(5(2,5)-5(2)).
Denne pil kan ogsa skrives sadan
5(2,5)-5(2)
01
15¢. Vilader nu / veere et meget lille tal.

Vektoren 5(2+h)—5(2) er en pil der viser det stykke som partiklen er blevet flyttet fra tidspunktet
2 til tidspunktet 2+4 .

Hvis partiklen havde bevaget sig med denne hastighed i et helt minut, s ville pilen vere flyttet det
stykke som felgende pil viser:

5(2+h)-5(2)
h
15d. Vi vzelger tal i der ligger taettere og tettere pa nul.

5Q2+h)-5(2)

Sa vil vektoren ligge taettere og taettere pa en bestemt vektor som vi kalder

Granseverdien for 4 gdende mod 0 af w

Med symboler skrives denne vektor sddan:
lim 52+h)-5(2) .
h—0 h
Hastighedsvektoren pa tidspunktet =2 er
§'(2) = lim S@+h)-52) )
h—0 h
15e. Hastighedsvektoren pa tidspunktet =1, er
§(ty) = lim St =5W)
h—0 h

Dette er graensevaerdiformlen for hastighedsvektor.
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16. Vinkel mellem de to hastighedsvektorer i et dobbeltpunkt.

En vektorfunktion § er bestemt ved

3 2
- 7+t -4t
S(l‘)=£ 5 ]
t

Banekurven har et dobbeltpunkt som kurvepunktet passerer pa tidspunkterne t =-2 og t=2.
Vi vil finde vinklen mellem hastighedsvektorerne pa disse to tidspunkter.

Trin 1 Vi bestemmer de to hastighedsvektorer:

§,(t):(3t2+2t—4j

2t

(-2) = 3-(=2)>+2-(-2)-4 :(4j
2-(-2) —4
2
_ 3.224+2.2-4 12)
5'(2)= =
@77 12274
. . . 4 12
Vi skal altsé finde vinklen mellem vektorerne (_ 4] og ( )

4

Trin 2 Vi bestemmer vinklen mellem de to hastighedsvektorer:

C

d] ved hjaelp af formlen

Vi kan bestemme vinklen mellem to vektorer (Zj og (
a)(c
1l \b)\d
a\ (¢
b))l \d

I Nspire kan vi f.eks. taste

V=cC0Ss

dvs. v=cosl£ ac+b-d ] .

\/a2+b2 -\/cz+d2

Hojreklik pa formlen, velg Attributter,

= 63.4349° og s@t Symbol til =, og Vinkel til Grad.
Hgjreklik pa formlen, velg Handlinger,
og vaelg Udregn numerisk.

4-12+4-4

J42+(—4)2 : J 122442

v = cos™

Vinklen mellem de to hastighedsvektorer i dobbelt punktet er 63,4°
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17. Find den spidse vinkel mellem de to tangenter i et dobbeltpunkt.

I en opgave er oplyst forskriften for en vektorfunktion.
To linjer / og m er tangenter 1 det dobbeltpunkt P pa banekurven
som herer til parameterverdierne t=—8 og =8§.

Man skal bestemme den spidse vinkel mellem / og m.

Hastighedsvektoren svarende til #=—8 er parallel med tangenten /, og hastighedsvektoren
svarende til =8 er parallel med tangenten m . Derfor finder vi vinklen mellem de to vektorer. Det
kan geres med metoden fra afsnit 16.

Vi skal finde den af vinklerne mellem / og m som er spids, dvs. den af vinklerne der er mindre end
90°.

Det viser sig at vinklen mellem vektorerne er 150,255°. Dette gradtal treekker vi fra 180° for at
finde den spidse af vinklerne: 180°—150,255° =29,745°.

Den spidse vinkel mellem / og m er 29,7° .
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18. Bestem det tidspunkt hvor afstand er storst.

En partikel P bevager sig i planen langs en rute der kan Ty

beskrives ved folgende vektorfunktion hvor ¢ er tiden:
2
F(t):(x(t)j: 1+ 2t+4  3<i<3.
y(@) 245

Der er oplyst et fast punkt O(13,14).
Vi vil bestemme det tidspunkt ¢ hvor afstanden |OP| er storst.

 Aa)

Trin 1: Vi bestemmer afstanden |QP| udtrykt ved ¢.

Vi bruger formlen for afstand mellem to punkter. Afstanden er

()= \/(x(t) —13)% +(3(1)—14)

2 2 (2 2
- ((r +2t+4)—13) +((t +5)—14)
Vi skal finde # s& f(¢) er storst mulig.

Trin 2: 1 Nspire tegner vi grafen for f.

Vi skal huske at taste x i stedet for # da man i1 Nspire
altid skal bruge x ved indtastning af sddan en funktion.

Trin 3: Nspire beregner den x-vardi der har storst y.

For fa dette udfort vaelger vi 1 veerktgjsmenuen:

Undersog grafer og Masimum .

Derefter klikker vi et sted til venstre for det everste punkt pa grafen
(ikke teet pa punktet) og til hejre for punktet.

Tidspunktet hvor afstanden er sterst, er t = —0,529 .

18a. Mindst afstand.

(-0.528574,13.1017)

1 X
1 ~

Opgaver med mindst afstand loses pa tilsvarende made ved 1 menuen at velge Minimum 1 stedet

for Maksimum.
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